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JEJHA KAPAKTEPUCTUYHA OCOBHWHA KOHVI‘{HMXl
[TPECEKA

PAHKO BOJAHWR, BEOTPAL

1. Heka je y pasmaky (e, b) nedpunucana KoHBeKCHa ¢pyHkuuja F (t);
KOja y CBaKoOj Tauku TOr pa3maka uma oxupehedH uaBox. Y Tome cayyajy
NpBM CTaB O CpellbUM BpeIHOCTHMA 1

FO)-F®)=0-x)F ¢ (1)

jenHosHayHo onpebyje dyukuujy £=£(x, p) Koja 3a cBako x <y pa3maka
(a, b) 3am0BObABa JBOCTPYKY HejelHaYUHY

x<E(xy)<y. . @

N3 (2) Bupumo na je &(x,p) cpeduna on x v y, nok u3 (1) cienu na osa
cpeluHa mMopa GMTH CHMETPUYHA MO X M p. MebyTum CBakoj CumeTpHuHO]
cpenunu E(x,y) He mopa oxrosapaTH (yHkuuja F (x) TakBa ga o6pas3sal
(1) 6yne 3amososbed. OHe cumeTpHyHe cpelluHe 3a Koje Taj 0Gpasall BaXH,
3BayemMo KpaTKo £ ¢iyHxyuje.

R. Rothe') je nao noTpeGHe ycioBe Koje mopa 3al0BOJbaBaTH (PyHK--
uuja nBejy NpoMeHJbUBUX X M y Na O Ouna £ yHKUMja U MOCTYNAaK KOjUM
Ce MOXe MPOBEPHTH Jia JiH TOj (pyHKuMju 3auCTa oaropapa (pyHKuuja F(¢)
Taksa ga oGpasay (1) Oyme 3amosomed. J. Kapamara?) je ucnutusao
CiMyaH npoGJem 3a KJacy CHMETPUYHMX CpeJiMHA Je(HUHHCAHUX MOBHATHUM.
oGpacuem ,

0 (@)= 23200 . 3

rie ¢yHknuja ¢ (f) He omaga y mocmatpaHom pasmaky. OH je mokaszao na

cpenuHa E(x,y) o6auka (3) moxe Gutu jenHa &- tbyHKoua camo Kkaj je
¢’ (2) o6nuka

1 ) .

4 t T 4

YO =T aErBsc *)

’) R Rothe. Zum Mittelwertsatze der le/erenttalrechnung, Mathemausche Zeit~
Schrift, 9 cmp. 300, 1921 100.

?) J. Kapamara, Heku cneunjansin Cl1y4ajeBH MPBOr CTaBa O CPEAHHM BPENHOCTHMA,.
Becuuk JIpywmtsa matematiuapa u ¢usuuapa HP CpGuje 6p. 3—4 crp. 83. (1949).
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tne cy A, B u C npoussombHe KOHCTaHTe, U 1a ce y TOM caydajy (yHK-
uuja F(f) no6uBa Besom
TP ()=Ce" (). : &)

MebyTum, Kao WTO cam TO KacHuje Nokasao®), ycioB (4) je Zoidipebar u
-00Bo.baH Ja GM CUMETpHYHA CpelMHa 06JMKa A3) 6una jelHa £ QyHKuMja.
', U3 jennauuna (4) u (5) crenu na Je

4C,

F()=goige VAP +BI+C+Ct+ G, |
4AC-B2=0,
61
ako je ' ©)
4AC-B*=0u A>0,
‘OIHOCHO,
+ Cyt+ C3
.aKo je

4AC-B*=0, u A=0, (C>0). J
[lpema Tome, yHKuuje OBOr 06NMKa 3aJ0BOJbaBajy MUCTOBPEMEHO jeJHayute

F(p)-Fx)=(-xF'(¥)
(7

P(x)+g
J=—

¢ (2
Jpyrum peuuma, cu-
CcTem CUMyJTaHUX QyHKLHO-
HanHuX jelHayuHa (7) no-
mylwTa CamO OHAa pelleha
F (t) xoja cy o6auka (6).
Kako cy To jenHayuHe KO-
HUYHUX Mpeceka, TO MM je
UMD 1A y OBOM UYJaHKY
J.aM reoMeTpUCKy MHTepIpe-
Tauujy cucrtema (7) U nma
NnoKaxem Ja je OH Kapak-
TepPUCTHYAH KOHHYHe [Mpe-
cexe.
2.1 Kao wro je no-
cn BHATO FeOMETPUCKH CMHCAO0
npse jeHaynHe cuctema (7),
Tj. jennaynte (1) je osaj: Heka je AB NyK KOHKBEKCHe KpWBe, Tj. YK 1ua-
rpama KOHBeKCHe dyuxuuje F (£). Ha Ttome nyky nocrolu jemnHa u camo

F'{t)‘

B

A

/i
|
!
X

P — — —
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1

3) R Bojanié, Sur 13 formule des accroissements finis, Publications Mathématiques.
«y mraniH)
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jemHa Tayka M ancuuce £ TakBa Ja je TaHreHTa Yy TOj Taykd MapanesHa

tetuBd AB (B. ca. 1). Ty Tauky M 8sBahemo Teme nyka AB.

2.2 JegHayuHom (3), Tj. Apyrom jenHauuHOM cucTema (7) u3paxKeHa je
jenHa oco6MHa KOHMYHMX mpeceka Koja ce cacToju y. cienehem :
Axo ca AB o3HauumMo
JyK KOHHUYHOr' Mmpece-
ka, ca M Teme .nyka
AB v ca S cpeauiuTe
KOHMYHOTr Mpeceka, 3a
Koje hemo mpeTrnocTa-
BUTH Ja Huje y Oe-
CKOHayHOCTH (B. CIL
2), Tajga je -

fospuiuna SBM =

=ospuwuna SAM. (8)
OBO cnenM M3 yuibEHHLE A KOJ KOHHYHMX npeceka npaBa SM nososu
CBe TeTHBe Koje Cy mapajejHe TeTUBU AB.

Ma 6ucmo nokasanu ga u3 (8) ciemu mpyra jenHayuHa cucrema (7,
MOBYLIMMO KpO3 S Npou3BOJBbHY NpaBy St KOja ceye MOCMaTpaHy KpUBY Y
Tayku Q, (B. ca. 2). Tagma ca ciuke BUIMMO Ja je '

Rospuitia SOM= aospuiuna SQA ;ﬂospmumz SOB . ©)

N3aGepumo 3aTUM Ha n0paBoOj St MPOM330JbHY TayKy L U y3mumo je
3a noyeTak KOOPIMHATHOI CHCTeMa KOMe je npaBa Lt ancuucHa oca (B.
ci. 3). AKO youumO Npou3BOJbHY Tayky 7 JlyKa mocmaTpaHe KpuBe, W ca
t 03HaYuMO HbeHy alCUUCY Yy OIHOCY Ha OBaj KOOPJIMHAaTHA CHCTeM, Taja
je moBpluMHa orpaHuWyeHa npasom SQ, aykom QT u npaBom ST u3BecHa
dyHkuMja ox ¢: ‘

@ospuuna SQT =1 (£). «
Ako, Ha mnocnetky, ca a,
b u m oGenexumo ancuuce
tayaka A, B u M, o6pa-
say (9) nocraje

Fol

|
|
a)+o¢ (b
i R om-272 0 o)
' |

| ' ! J. Q 3HauM Ja je KOO KO-
L ; 'S m t b/ T HMYHMX mOpeceKka OBOM
(YHKUMOHANTHOM  jeqHaYH-
Cn 3 A HOM H3paXxeHa Be3a U3Mme-

by nosplwuHa Hceyaxa.
3. Ia 6u jennauune (1) u (10) Gune ucnytbeHe CHUMYJITaHo, nNpaBy
St Koja mponasu Kpo3. cpeaMilTe S KOHHYHOr Mpeceka MOCTaB/bamo Ia-
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panenHo ocu Of, a 3a Tayky L yéumamo HeH NpeceKk Ca OpAMHATHOM OCOM.
V Tom cayyajy ako ymecto a4, b m CTaBuMO X, y M & jeuHauuHa
(10) cBomu ce Ha jemuHauuny (3), U3 yera Ce jaCHO BMIY reOMETPUCKA WH-
Tepnperauuja cuctema (7) (B. ca. 4).
4. Kao unyctpauujy Tayke (2.2) nmocmarpajMo IBa HajjelHOCTaBHH]ja
clyyaja ¥ TO je[JMHWYHU KPyr ¥ paBHOCTpaHy XunepGo.y.
* Ako ca 6 o3Hauumo ayK QT jeIMHUYHOT Kpyra
+ X+yE=1,
Fe)

KOJ, Kora je
F@)=V1-¢,

oHua je (B. ci. 5),
t=cosé.

MebyTum je

& \
QO — Q — — — —

zospuwuna OQT = e,.?'z,

na je
¢ (6)=6/2.

()

"

-

[«
\
"I

Kako je .
O=arccost,
TO je
9 (8) = -;- arccos ¢,

n o6pasau (10) ceonmu ce Ha

arc Cos x+arc cos y

ar¢ cos &= 3
Kox pasHocTpane xunepGoue ' . !
_ X-y:=1,
rue je ‘ ‘
F@®=Ve£-1,

CJIHYHUM MOCTYNKOM Hanasdumo jJa ce oGpasai (10) csoau Ha

arcosh x+ arcosh y

.arcosh & = )

‘ 5. Wcnurajmo oBjle ciyyajeBe Kal roptbM ONWITH NOCTyNaK npectaje
Ja Baxu. To Cy yrnaBHOM OHM ClyyajeBu KOJ KOjHX je

4AC-B*=0,

¥ KOjU cCe Hanase y UMTHpaHO] pacnpasu J. Kapamaile. -
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TlpBu Takas ciayyaj HacTyna Kaj ce CpeluliTe KOHHYHOT Mpeceka’
Hana3u y GeCKOHaYHOCTH, Tj. Kaj ce oBaj CBOAM Ha napaGoday. [lpeTxonHa

dedunuumja pyHkiuje
¢ (f) ryOu cmucao jep
Cy NOBpLUMHe HCeyaka
tsieorpanuyene. [Ipema
TOoMe, NOTpeOHO je oa
BUIMMO- HA LITa Ce y
TOM Chy4ajy CBOIM
o6paszai;, (10). 3a TO
je IOBOJbHO Jna Mno-
cmaTpamo camo cliy-
yaj Kang je mapaGona
JiaTa jeIHaYHHOM

y=Vx
Tj. Kan je
- F@)=Vt
Youumo Ha H0j 1po-
#W3BOJbHY Tauky T am-

cuite ¢, (B. . 6). Ako
ca R o3Hayumo 1po-

Fh)‘

43BOJbHY TaykKy Ha OuWameTpy TeTuBe AB, a ca r meHy ancuucy, Taua je

dospuwuna OTRrO = %IVE+(r—t) VE:LZVE_ .

Fe) ¥ ’

Az~ | |
1 | | | . :
| | . | | o
i) 14 O
ohx 31 ot y r t
) Ca. 6
Kako je
Gospuwuna O MR,0=1103Pwuna OARrO + iospuwuna OBRrO

2 ]
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TO je

- _ B _
%—EVE+(rA£)V£=%{§_xVx+( _ )\x+VE

yVy+%r y)“y VE}

[lonenumo oBaj o6pasal ca r W MyCTUMO Jia 7 co. OH ce Taga CBOIM Ha

Vx+VE Vy+Vs
2 2

- Vx+Vp

VE= >

HanomeHumo Ja GUCMO CIMYHUM MOCTYNKOM DOGUAM na je

2VE=

Kan je F(H)=¢. v

Moxe ce mehyTum mecuTH Ia Ce CpeiMilTe S KOHHYHOr Mpeceka He
Hanasu y 6eCKOHa8YHOCTH, @ 1a MOBPLUHHA KOjoM CMO HeduHUCanU (DYHK-
nujy ¢ (#) nocraje HeorpaHuyeHa. To je, Ha npumep,.cayyaj Koj XxunepGoie
yuja je jemHayuHa

|

= l/x ’

Tj. Kag je
jep je y oBom cayuajy Tauyka Q
y GeCKOHaYHOCTH.

Ma 6ucmo Bumenu Ha wTa
‘Ce y 0BOM CJyyajy cBonu oGpa-
sal, (8), yoyumo Ha nmocmarpa-
HOj KPHMBOj TauyKy R amcuuce r.
(B. ca. 6)

Tana je

Ft)

dospuuna OrR T=—21— +inr-Int,

W o6pasal (8) nocraje
- nr-lnx+inr-iny

Inr-int= 3 s
[ng_.:l"_x%ﬂ, ' , (9)

Tj. £=Vxy.
U3 (9) crenu na je _

Gospuwiuna Ang @ospwune BMyct,
“Tj na npana §M nonoBu nospwuny AMBxy. |
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UNE PROPRIETE CARACTERISTIQUE DES COURBES DU SECOND DEGRE

‘par R, Bojanié, Beograd

- RESUMﬁ

Dans la Note précédante, Karamatal) a montré que la fonction %=%§ (x,y),.
définie par .
x)+9 ()

o (5) =2 )+ ()

) . ) 1)
ne peut satisfaire eh méme temps la formule relative au théoréme de la moyenne
Fly)-Fx)=(v-x)F' (%), . (@
que lorsque ¢’ (¢) est de la forme
’ 1 . ;
P f=—————— ’
% VAr+Bt+C _(3’

A, B et C étant des constantes arbilraires.

' En partant de ce fait,” 'auteur montre que le systtme d’équations fonctionelles
(1) et (2) est caracteristique pour les séctions coniques, c. & d. que seules les courbes
du second degré, dont l'équation explicite est donnée par y=F (x), satisfont simulta-
nement ce systéme d’équations, la fonction ¢ () étant nécéssairement définiée per (3).
Dans cette Note. I'auteur donne l'intérpretation géométrique des équations fonctionelles.
(1) et (2) et montre qu’elles reposent sur la propriete suivante des diametres conjugés
des séctions coniques

Soit AB l'arc d'une séction conidue dont le centre S est supposé a distance finie,
et soit M le point dont la tangente est paralele & la corde AB (voir fig. 2). On a dans
ce cas

surface SBM = surface SMA, (4)

qui résulte du fait que SM et M¢ donnent les diréctions de deux diamétres conjugués de
la' séction conique considérée. En désignant ensuite par Q le pomt d’intérséction d’une:
droite quelconque passant par S avec la séction conique, on aura d’aprés (4)

surface SQM = % { surface SQA + surface SQB}.

C’est justement cette propriété qui se trouve exprimée analytiquement par le systéme:
d’équations fonctionelles (1) et (2).

)

1) Karamata J. — Sur certains cas particuliers du premier théoréme de la moyenne.
Bul. de la Soc. math. et phys. defla R.P.S. I, 3—4, p. (1949). Yoir de méme Bojanié R.
— Sur la formule des agcroissement finn. PublL de !inst. Math. de I'Acad. Serbe des
Sciences 1L (1949), sous presse.
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