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LICETSTARKE-INDIKATRIZEN FUR ISOPHENGISCHE FLACHENEIEMENTE MIT
TRIGERPUNKTEN AUF EBENEN GLATTEN KURVEN

Prof. Dr. rer. nat. habil. G. Geise zum 60. Geburtstag gewidmet

ERHART BOHNE und PETER KNABE

1. Eine neuere Aufgabe der Beleuchtungsgeometrie besteht in
der Konstruktion von Lichtstdrke-Indikatrizen I= (X: X= g+ v;o
mit r = (x-g)/12-qll) geometrischer Beleuchtungen (Q;v), wobei
Q die Lichtquelle ist, durch die suf jedem erhellten orien-
tierten Flichenelement (X;n) (kiinftig kurz Element genannt)
einer Elementmenge F des E” dieselbe Helligkeitsstdrke H(X;n)
erzeugt wird, Diese Elemente heiflen isophengische Elemente,
und F ist isophengische Menge, v(t) ist die zutreffende Licht-
stédrke-Funktion, F sei eine Element-1-Schar bzw, Element-2-
Schar, Fir x(t) , n(t) bazw, 5(u1,u2), 3(u1,p2) seien alle
wiinschenswerten analytischen Eigenschaften erfiillt.

Es wird ein eindugiges Sehen (Zentral- oder Parallelsicht)
angenommen, Fiir die Berechnung der Helligkeitestérke H(X;n)
eines Elements werden bekannte Helligkeitsstirke-Hypothesen
verwendet (siehe etwa: /3/,/4/), die bei lichttechnischer In-
terpretation den Sachverhalt hinreichend genau widerspiegeln,
Die Lichtstérke-Indikatrizen sind (an die Lichtquelle ange-
heftete) Kurven oder Flichen des E, Sie lassen sich punkt-
weise ermitteln, durch Approximstion vervollstdundigen oder
durch bekannte glatte Kurven oder Flichen nsherungsweise er-
setzen,

Im folgenden werden Lichtstérke-Indikatrizen I(H,t) fiir die
isophengische Erhellung zylindrischer Streifen (x(%t), n(t))
bei einer festen geometrischen Zentralbeleuchtung (Q;v(t))
btzw, Perallelbeleuchtung (1,v(t)) und einer Zeniralsicht (4)
aus einem Auge A bzw, Parallelsicht (s) punkiweise berechnet
bzw, konstruiert. Die Trégerkurven x(t) der zylindrischen
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Streifen in den betrachteten Beispielen sind Kegelschnitte
oder trenszendente ebene Kurven,

Begriffe und Bezeichnungen der Beleuchtungsgeometrie werden
aus /1/ liternommen.

2. Problem_g'j_e_ltlung und Losung: Mit welcher Lichtstarke v(t)
miissen die Elemente (X;n) einer Menge F:= ((X;n): x(t),

n(t)# o), deren Trégerpunkte X der (ebenen) glatten offenen
oder geachlossenen Kurve x(t)= (x1(t), 2(1;), x3(t))T
-oco<t¢eo , angehdren, zentral bzw, perallel beleuchtet werden,
damit sie alle bei Zentrslsicht (i) bzw., Parallelsicht (s) mit
konstanter Helligkeitsstérke H(X;u)2 0O gesehen werden k‘dr;zen?

Gegeben seien
- von einer Zentralbeleuchtung (Q;v(t)) i. Art (siehe hierzu:

/1/ oder /2/) die Lichtquelle Q# X mit g= (q1,q2,q3)T bzw,
von einer Parallelbeleuchtung (1;v(t)) die Lichtrichtung
1= Qqalysdy )T mit 1%= 1,
- eine Zentralsu:ht (A) aus einem Auge Afe(Q, Xz) mit a=
(51,32,93) bzw, eine Sehrichtung s= (51,52,53)T mit 32 T;
- eine Helligkeitsstirke=Funktion

v(t) E(,r)-h(F,s) fir 0SPE 7/2,
(1)  H:= H(X;n):= 0£ 62 T/2

’
0 sonst

wobei E die zutreffende Beleuchtungsstérke-Funktion; v die
gesuchte Lichtstérke-Funktion; h die zutreffende Reflexions-
funktion, die den vom Reflexionsgrad § abhéngigen Abfall der
Intensitdt des reflektierten Lichtes, welches ins Auge ge-
langt, beschreibt; ?::4(_:_1,-1) den Beleuchtungswinkel; r:=
§3-x1 (tei Zentralbeleuchtung) den Abstand der Lichtquelle
Q vom Trégerpunkt X; €:=¥(n,-s) den Sehwinkel und s:= fa-X]
(bei Zentralsicht) den Augsbstand von X bedeuten sowie
- eine beliebige glatte etene oder Raumkurve x(t)= (x1(t),

xz(t),x3(t))Tfiir die Trégerpunkte X der Elemente (X;n), die:
~inen isophengischen zylindrischen Streifen ktilden sollen.
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Gesucht ist die Lichtstérke v(t) einer ruhenden Lichtquelle Q
bzw, der Lichtrichtung 1 mit 1= g(Q,X), in Richtung x(t) bei
vorgegebener konstanter Helligkeitsstéirke HZO,

Losung: Aus (1) ergibt sich sofort

H/(E-h) fiir 0=£¢¥YL ¥/2,
(0] 'L

(2)  v(t):= &g T/2 mit E-h40.

0 sonst

Im folgenden verwenden wir die Helligkeitsstérke-Funktion

v-cosy¥-cos§ fir 0& ¥ S #/2,
3) := v:E'h := 06 &£7/2

(0] sonst

mit cos¥:= (n,-1)/Jnlf-1]l und cos€:= (n,-s)/jrff-el, wobei bei
Zentralbeleuchtung fiir =1l:= g-x und bei Zentralsicht fiir

-g:= 8-X zu setzen ist, Mit (2) und (3) erh#lt men fiir die
Lichtstérke

(4) v(t):= H/(cosy-cos €)= ngzlll-;ll-gl/((g,-;)(_q,—,s_))

mit cos¥cosf# o, In den folgenden Beispielen sei die Leit-
kurve x(t) eine ebene glstte Kurve in der xaxB-E'bene, in der
auch die Lichtquelle Q und das Auge A bzw, der Lichtrichtungs—
vektor 1 und der Sehrichtungsvektor s liegen sollen., Die Ele-
mente (X;n) bilden bzgl. der xsz-Ebene einen zylindrischen
Streifen oder sind von gleicher Stellung n= (0,:12,113)T mit
22= 1. Die Zentralbeleuchtung (Q;v(t)) sei von 1. Art.

3, Die Gerasde x(t)= (0,%,kt+n)T, —coct<so, ~oock<oo, sei Leit-
kurve fiir einen zylindrischen isophengischen Streifen
(x(t),n(t)) der konstanten Helligkeitsstdrke H& O, dessen
Elemente (X;n) aus der Lichtquelle Q(0,-m,0) beleuchtet und
aus dem Auge A(O,m,0), m& 0, gesehen werden, Zu bestimmen ist
die der Lichtquelle zugeordnete Lichtstdrke v(t) in der Rich=-
tung x(t).
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Von Interesse sind nur solche Elemente, die erhellt, 4, h,
beleuchtet sind und gesehen werden kdnnen., Flr sie gilt mit

o= (0,-%3,%,)%/(43483) /2= (0,k, NT/(1462) /2,
(5) -1= g-x= (O,=m~t,=kt=n)" und
= a-x= (0, m~t,-kt-n)T

die Gleichung

(X;n) erhellt<=»(n,=1)20 und (n,-8)20<«>km2n und ~kmZn;

(6 (X;-n) erhellt e (-n,-1)20 und (-n,-s8)20¢>km<n und -km<n,

Setzt man (5) in (4) ein, so ergibt sich

() v()m (1+k2)-Hvn(m+t)2£(kt+n)2)((tluf-t)2+(kt+n)2)’
n“=k“m

mit n2;€k2m2.

Satz 1: Alle Elemente (X;g) von isophengischen 2zylindrischen
Streifen (x(t), n(t)) mit den Normalenvektoren n= (O,-k,1)T/
(1+k2)1/2, deren Trigerpunkte X(t) suf der Leitgeraden
x(t)= (O,t,kt+n)T liegen, miissen bei Zentralsicht (A) aus
dem Auge A(O,m,0) und tei Zentralbeleuchtung (Q;v(t)) aus
der Lichtquelle Q(O,-m,0) mit der Lichtstérke v(t) in
Richtung x(t) beleuchtet werden, damit sie von A sus mit
der konstanten Helligkeitsstérke HZ 0 gesehen werden
konnen, v(t) wird vermSge der nichtrationalen algebra-
ischen Funktion (7) berechnet,

Fig., 1 zeigt eine Schar von Lichtst#drke-Indikatrizen I(H,t):=
(X(£): x(t)= (0,%,v(£))T) fiir die Werte k= 1/2, m= 2, n= =2
und H= 0, 1/6, eee, 1o Gilt k= O, d. h.,, die Triégergerade ist
perallel zur X,-Achse, und ist A= Q mit 8= g= (0,m,0)7, s0
geht (7) Uber in

(8) (02) vee V(t)= (Tﬁm t2 + E mit m# n und H= const,
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Das ist eine Schar nach oben geoffneter Parsbeln mit dem
Scharperameter H und gemeinsamer xB-Achae, den Scheitelpunkten
SH(O,O,H) und den Halbparametern py:= (m-—n) /(2H) mit Hf o,
Weitere Sonderfd@lle, die sich aus den Lagebeziehungen von
Auge, Lichtquelle und Trégergeraden ergeben, seien dem Leser
iilberlassen,

4, Ist die Trigerkurve eine gaschlossene ebene glatte Kurve,
z. B. ein Kreis x(t):= (O, roost,rsint)?, 0% t&2r mit dem
Mittelpunkt O und dem Radius r >0, so kdnnen alle Elemente
(X;n) mit den Normalenvektoren n= (0,-cost, -sint)T von innen
aus Q(O,qa,q3) beleuch;et gnd aus A(O, 185585 ) gesehen werden,
falls as+ q3<r und as+ 33<r gilt, In Analogle zur Ermitt-
lung von Gleichung (7) erhélt masn die Lichtstédrke-~Funktion

(9) v(t)= HT’(qq—rcost) +(q.:rsint)2)((e,,-rcost) +(a.,-rs:|.nt)2)
(r-q2 cost-qBB int) (r-azcoet-aasint)

mit (r-qacoat-q3sint);£ (r-azcost-a3sint). Fig, 2 zeigt die
Schar der notwendigen Lichtstirke-Indikatrizen I(H,t) bzgl.
des Einheitskreises ko(o,r=1) und einer gegebenen Lage von Q
und & im Inneren von ko, wenn aglle Elemente die konstante
Helligkeitsstdrke HZ O haben, Fiir den Sonderfall A= Q= O,

d. h., es ist a,= 83= Qp= Q3= 0, folgt aus (9) v(t)= H,

Satz 2: Alle von der Lichtquelle Q= A= O sus mit der Licht-
stérke v= H beleuchteten Elemente (X;n), deren Trigerpunkte
X auf dem (Einheits-) Kreis k (Q,r 0) liegen und deren
Normalenvektoren n zum Kreismittelpunkt zeigen, erscheinen
dem Auge A isophengisch, d., h,, sie haben die gleiche
Helligkeitssté&rke H, Die Lichtstiérke-Indikatrizen I(H,t)
bilden eine vom Schaerparameter H sbhdngige Schar konzen-—

‘ trischer Kreise mit dem Mittelpunkt Q.

5, Seien (1;v(t)) eine Parallelbeleuchtung mit dem Lichtrich-
tungsvektor 1= (O, 12,13) ;E o, (8) eine Parallelsicht mit dem
Sehrichtungsvektor g= (O 52,33) # 0 und x(t)= (0,% sint) -
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~oo«t< oo, eine Sinuskurve als Leitkurve eines isophengischen
Zyllndrlachen Streifens (x(t), n(t)) mit n= (O,cost,—1)T/
(1+cos t)1/ , deasen Elemente (X;n) die konstante Helligkeits-
stdrke HZ0 haben, Zu bestimmen ist die Lichtstirke v(t) der
Lichtrichtung 1 in Richtung x(t) bei gegebener konstanter
Helligkeitsstéarke H.

Lichtrichtungen 11 .. {135 <= ¥ (1, &)«15 ,.Le[o,n}

Fir die {geprichtungen 8 135%p:= & (8,1)<45 £elo,m]

gibt es Streifenstiicke zwischen X1 und X3 , die Elemente
X4 und X6

enthelten, die nicht beleuchtet sind und/oder nicht gesehen

werden kdnnen, Sie liegen im "Licht-" und/oder "Sehschatten",

Mit Hilfe des skalaren Produktes (3,l)= O erh#dlt man die zu

den Punkten X1(O,t1,sint1) und X2(0,t2,eint2) gehdrenden Pa-
remeterwerte t, o= ¥ arc cos(13/1,). Die Gerade g(X,X,) ...
X= X,+ ul, -eo<u<eo, schneidet die Sinuskurve in den Punkten
X1(t1) und X3(t3). tB wird aus der gemischt-goniometrischen

Bestimmungsgleichung

(10) gint = (13/12)t + sint, - (131:1)/12 mit 12£ 0

ngherungeweise graphisch ermittelt und mit dem NEWTONschen
Iterationsverfahren belietig verfeinert,

In analoger Vieise erhdlt mesn die Punkte Xi(O,ti,sinti)

(i= 4,5,6), weun man vom skalaren Produkt (n,s)= O ausgeht,
Aus (4) ergibt sich mit den Vektoren n, -1 und -g die Glei-
chung

2
H _ H(1+ coe“t
(1) v(¥)= omgcosr = (13- T,cost)Ha_~ 5,co8t)

3

mit 13£ lzcost und s_# azcost. Fig., 3 zeigt den Verlauf der
Llchtstarke-lndlkatrizen I(H,t) fir die Vektoren

1= (0,1,,1, ) = (0,c0860°,81n60%) %= (0, 1/2, 15/2)T un

5= (0,8,,8,)"= (0,c0830°,81030°)"= (0, 1372, 1/2)7.
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Fig. 3

189



Satz 3: Alle Elemente (X;n) eines isophengischen zylindrischen
Streifens (x(t), n(t)) konstanter Helligkeitsstérke HZ 0
mit der Leitkurve x(t)= (0,t,84n%t)” und den Normelenvekto-
ren n(t)= (0,cost,-1)T/(1+coszt)1/2 miissen bei Parallelbe-
leuchtung (1;v(t)) und Parallelsicht (8) mit der Licht-
stdrke v(t) beleuchtet werden, die sich mit Hilfe der

transzendenten Funktion (11) berechnen 1l#SB8t,.

6., Die Lichtstérken ktnnen mit dem folgenden ATARI-BASIC-
E;Bgramm elementweise berechnet werden (zweckmiBig wurde y:=
und z= x4 definiert), Danach kenn mit Hilfe der Wertepaare
(t,v(t)) die Lichtstérke-Indikatrix punktweise konstruiert
werden., Das Programm bietet folgende Vorteile:

- Es konnen andere Funktionen filir die Trédgerkurven, 2z, B, Ke-=
gelschnitte, transzendente und weitere bekannte Kurven hg-
herer Ordnung durch Angabe ihrer Parameterdarstellungen
(Zeile 240) benutzt werden,

- Alle Elemente werden durch die Angsbe des Parameters t und
der Lichtstérke v in zwei Klassen selektiert:

. die erhellten Elemente; im Zeichen "(X;n) H" (Zeile 710),

. die dunklen Elemente; im Zeichen "(X;n) D" (Zeile 720),
Die Beleuchtungsgrenzelemente BG(X;n) bzw. Sehgrenzelemente
SG(X;B) werden zusdtzlich mit BG bzw, SG im Programm ge-
kennzeichnet (Zeilen 730, 740). )

- Das Programm kann bei tekannter Lichtstérke v in Richtung
x(t) nach geringer Modifizierung zur Berechnung der Hellig-
keitsstérke H(X;n)= v-E'h bei geometrischer Erhellung ge-
nutzt werden,

)
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2@ REM |ISOPHENGISCHE ERHELLUNG “YON ELEMENTMENGEN DURCH
38 REM [KONSTRUKTION YON LICHTSTRERKE-INDIKATRIZEN
182 REM EINGHBEN

118 REM HELLIGKEITSSTRERKE H

115 REM RUGE A(@,AZ,A3)> LICHTQUELLE QdE, Q2,03 ‘

120 REM PARAMETERINTERVALL T@<=T<{=T1 MIT SCHRITTWEITE W

138 REM TRAEGERKURYE C=C(T)...Y=Y(T),2Z=2(T>

148 INPUT T@,T1,W.H,A2,A3,02,023

202 REM BERECHNUNG DES LICHTRICHTUNGEVEKTORS L(Ti=(@,L2,L3)
284 REM UND SEHRICHTUNGSVEKTORS S(T)=(@,52.53>

225 DEG

238 FOR T=T8 TO T1 STEP W

248 Y=COS(T>:Z=SIN(T):REM LEITKURYE CC(T)...¥=Y{T»,2=2(T)
250 L2=R2-Y:L3=03-Z: 52=A2-Y:53=A3-Z

335 REM BERECHNUNG DES NORMALENEINHEITSYEKTORS N(T)=(@,HNz,N3)
3186 REM DES ELEMENTS (X(TJ;N(TJ>

338 REM YP,ZP SIND DIE"PUNKT"-RBLEITUNGEN YOM YC(T), Z¢T> MACH T
358 YP=-SINC(T):ZP=COS(T) : G=SGR{YPEYP+ZFXZP

378 N2=ZP-/G:N3=-YP/G:REM N ZEIGT WACH AUSSEN

432 REM TEST: ELEMENT (X;H) BELEUCHTET?

41@ P1=NZ¥L2+N3%L3:REM SKALARPRODUKT FP1=(M,L>

429 IF P1<{@ THEN 728

438 IF P1=8 THEN 738

562 REM TEST: ELEMENT (X;M)> SICHTBAR?

51@ P2=N2¥SZ+N3¥53:REM SKALARPRODUKT PZ=(M, 5>

528 IF P2<@ THEN 72B

538 IF P2=8 THEN 7448

518 REM BERECHNUNG DER LICHTSTHERKE (T3>

620 E=P1/3QR{LZXL2+L3XL3)

639 H1=P2/SOR(S52¥52+S3%53) :REM Hl:=h

640 W=H/(E*H1):Y=INT(Yk1888+a,5) 1604

782 REM SELEKTIERUNG DER ERHELLTEN ELEMENTE

718 7 "T=";T,"(XiN) H ¥=";¥:G0TO 368

720 ? "T=";T,"(¥X;N) D ¥V UNDEF":GOTO Sud

73@ 7 “T=";T,"(XK:N) D ¥ UNENDL BG ":GOTO S6a@

748 2 "T=";T,“(¥;N> D ¥ UNENDL SG " :GOTO 308

888 MEXT T

929 GOTO 148
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