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Uber die senkrechten Projektionen regulirer Simplexe

BerNULF WEISSBACH

1. Ubersicht: Aufgaben und Ergebnisse

Die hier mitzuteilenden Uberlegungen wurden angeregt durch'die Abhandlung
»Minimal universal covers in £, von H.G. EceLESTON [1]. In dieser bemerkens-
werten Arbeit wird gezeigt, daB es in euklidischen Réumen E*, n = 3, minimale
Deckel mit beliebig groBem Durchmesser gibt. Deckel wird eine Menge D genau dann
genannt, wenn jede Menge M, deren Durchmesser nicht grofler als 1 ist, eine zu D
kongruente Obermenge besitzt, und ein Deckel heilt minimal, wenn keine echte
Untermenge von D ein Deckel ist.

EccLEsToNs Beweis stiitzt sich betrichtlich auf das folgende

Lemma. Es gibt fiir n = 3 vm E* einen Korper K der festen Breite 1 mit folgender
Eigenschaft:

Ist K, senkrechte Projektion von K auf etnen (n — l)—dmwfmmaalen Underraum in
Rwhtung u und wird mit R(K,) der Halbmesser der Umkugel von K, bezeichnet, so gilt

beziiglich aller Richtungen inf R(K,) > %

Ein Beweis fiir dieses Lemma wird angedeutet, es ist mir jedoch nicht gelungen,
iiber diese Andeutungen das Lemma zu gewinnen. Darum gebe ich hier einen Satiz
an, aus dem sich dieses Lemma — mit der Emschra.nkung n=4— unm1btelbar a.b-
leiten 1a6t. Es gilt:

Satz 1. Ist S ein regulires Simplex im E® (n = 1) mit der Kantenlinge 1, so gilt fiir
die senkrechten Projektionen S, von S auf (n — 1)-dimensionale Unterriiume

1
inf R(S,) = |/2 3

Da sich ein regulires Slmplex S der Kantenlinge 1 stets — fiir » = 3 sogar auf
ma.nmgfache Weise — zu einem Korper K der festen Breite 1 erweitern 18t und
dann ja fiir alle Richtungen R(K,) = R(S,) gilt, ergnbt sich wegen
n—1 1 1 ’
Wmyz=1 Ty Wron=t
das zuvor geannte Lemma, ausgenommen ]edoch n=3. '
Gestiitzt auf Satz 1, gelingt es aber auch in diesem Fall, de.s Lemma zu bestatlgen
Es wird nachgewiesen:

3=
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Satz 2. Im E® gibt es einen ein Tetraeder der Kanltenlinge 1 enthaltenden Korper K
der festen Breite 1 mit folgender Eigenschaft: Die Radien der Umkreise aller senkrechten
Projektionen von K auf Ebenen sind grofer als -%—

Aus dem Beweisgang wird nebenbei ersichtlich, daf die Menge dieser Radien eine
untere Schranke der Gesta,lt—;- + &, € > 0, besitzen muf.

Der Beweis von Satz 2 nutzt entscheidend, da8 die in Satz 1 enthaltene Abschitzung
fiir ungerade Werte von » scharf ist und daB bei bekannter Lage von S leicht alle
Richtungen angegeben werden konnen, fiir die dann

n—1

‘Rz(Sﬂ) = 2"/ + 2

ausfillt. Fiir gerade Werte von n ist die angegebene Schranke offenbar zu grob. Im
Zusammenhang damit entstand nun die Frage, ob sich fiir andere MaBzahlen, die
den Projektionen S, eines reguliren Simplex zugeordnet werden konnen, scharfe
Abschitzungen finden lassen. Diesbeziiglich wird hier noch folgender Satz bewiesen:

Satz 3. Ist 8 evn reguliires Stmplex im E® (n = 1) mat der Kantenlinge 1, so gilt fiir
die Durchmesser d(S,) der senkrechten Projektionen S, von 8 auf (n — 1)-dimensionale
Unterrdume

. _1/1— 6
min d(8,) = l/l n + 1) (n +2)°

Es sei noch angemerkt, daf nach dem Satz von Juxa

max R(S,) = V" - !

gilt und selbstverstandlich max d(S,) = 1 ist.

2. Beweise
2.1. Um ein regulires n-dimensionales Simplex § bequem zu beschreiben, bettet man
es zweckmadBigerweise in einen (n + 1)-dimensionalen euklidischen Raum E"*! ein.

Wird dort ein Punkt mittels rechtwinkliger Koordinaten durch X = [&,, ..., &m44]
festgelegt, so ist S = conv {X,, ..., Xy} mit

1 -
R )

(8in das Kroneckersche Symbol) ein regulires Simplex der Kantenlinge 1 im n-dimen-
sionalen Raum : “s :

Es = {[fl; ooy EM-I]

EV‘E‘ = % ]/E} . (2)
i=1

Um nun S auf einen in E} gelegenen (» — 1)-dimensionalen Raum E%~! senkrecht
zu projizieren, wird man E%! als Schnitt von Ej mit einem weiteren Raum £? der
Dimension n erzeugen. Wihlt man dabei E7, senkrecht zu Ej, so kann die Projektion
von 8 auf E%! (in E%) durch senkrechte Projektion von S auf Ef erhalten werden.
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Da Verschiebungen nicht beriicksichtigt werden miissen, soll £% dariiber hinaus den
Ursprung enthalten. Jeder derartige Raum E7 ist unter Beachtung der Bedingungen
n+1 n+1
Sui=0; ul=1 (3)
i=1 i=1

gemd

E’: ={[§1: vory §n+1]

n+1
é; uii = 0} (4)

in Normalform zu beschreiben.
Ist X, die senkrechte Projektion von X; auf E%, so ergibt sich aus dem Ansatz

Xk = Xk -+ tk[ula seey un-i-l]

die Darstellung
= 1
Xe =5 12 (00 s Opa] — wily, ..y ), (5)
aus der man sofort noch
< 1
IRl = 5 (1 — ud) ®)
und, fiir b £,
- - 1
1%s — XulP = 1 — o (up — w)? )

ablesen kann.
Grundlage des Beweises von Satz 1 bildet nun das folgende

Lemma 1. Ist X evn beliebrger Punkt aus E%, so ist mindestens eine der Zahien

e w . . n—1
1X — X3 k= 1,...,n + 1, nicht kleiner als o
Zum Beweis sei zunéichst angemerkt, daB fiir einen derartigen Punkt
I1Xe — X2 = IXul + IXIE — V2 & (8)

gilt, denn es ist
_ n+1 nt1
2 Xy, X) = VE(Z Opibi — w 3 ueE.‘) =V2&
i=1 i=1
wegen X € E%. Aus der Annahme

—1 — e
srr > 1K — XIP = 1Kl + 12 — 12 &

fiir jedes k£ aus {1,...,% 4+ 1} wiirde mithin durch Summation, gestiitzt auf (3)
und (6),

1 n+1
0>5+®+DIXP—12 L&
=1
folgen. Mit X € E% und der sich daraus ergebenden Abschitzung
I
2 >
X1 2 5 | )
hitte dies aber letztlich 0 > 0 zur Folge.
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Es liegt auf der Hand, daB nach diesem Lemma fiir S, = conv {X,, ..., X,.,} jeden-
falls
1

ngzz+2

(10)

gilt. Damit ist Satz 1 bewiesen. Wann in dieser Abschitzung Gleichheit eintritt, ist
ebenfalls leicht zu zeigen.
Zuniichst hitte mit X als Mittelpunkt der Umkugel von S,

n—1
IX — Xl < g

1<k<n+41,

zu gelten. Summation fiithrt dann auf (2» 4 2) | X||2 < 1, und dies ist mit X € B}
nur fiir

i 2
’ T e— = <
11X o & PR 1sksn+1, (11)
vereinbar. Hieraus folgt aber iiber
n—1 - n 1
2 — 2 L — e
g 21X — Xl =X = V2 + 1Kl = 5 — 5 b
die Abschitzung
1
g —_—
Uk g n + 1’
die wegen (3) nur durch
W=t 1skswsti, (12)

n+1

erfiillt werden kann. Da noch die Bedingung 3’ u; = 0 zu beriicksichtigen ist, kann
in (10) Gleichheit nur fiir ungerade Werte von n eintreten, und zwar genau dann,
wenn

1

Vn+l;

U = &

- n+1
& € {—1, +1}, 2a=0 (13)
k=1
gewdhlt wird.

2.2. Aus den vorangegangenen Ausfithrungen geht hervor, dal die senkrechte Pro-
- jektion eines reguliren Tetraeders 7', dessen Kanten die Lange 1 besitzen, dann und
nur dann in einem Kreis vom Radius 1/2 eingeschlossen werden kann, wenn die Bild-
ebene zu zwei windschiefen Kanten von 7' parallel liegt. Um Satz 2 zu beweisen,
geniigt es mithin, éine Menge 7* o 7' mit d(7T") = 1 anzugeben, so dal die Projek-
tionen von 7™ in diesen drei Richtungen keine derartigen erdeckungen gestatten.
Dies kann wie folgt geschehen: Es werde 7 derart im E® gelagert, daB
T = conv (X,, X, X,;, X;) mit

| R ]

2

X [1 __vz] X,=[_

2’
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gilt. Wird auf Ebenen durch den Ursprung projiziert, so sind es gerade die Ebenen
Ey: & —-6=0, E,: &§+6&=0, Ey: & =0,

in denen das Bild von 7 in einen Kreis vom Radius% eingeschlossen werden kann.

Die Mittelpunkte dieser Kreise fallen mit dem Ursprung zusammen. Es sei dann
T* =conv (T, Y, Y,, Y;) mit

Yl S \_0’ 0’ ﬁ E]’

- 4 2

1 y& 1 y8
Y, = T 1 —'I+"4—, 0],

(1.5 1.
Ya_L—_4_+_4_’—Z+T’O]'

Die Punkte Y; sind jene Punkte auf der Kugel um X, mit dem Radius 1, in denen sie
von den Strahlen getroffen wird, die von den Mittelpunkten der Kanten X,X; aus-
gehen und nach den Mitten der Gegenkanten gerichtet sind.

Es ist
y6—1
1% — Vi = 1%~ Fip =1, 1% - Ter=1-E—1 <y
(b + &, b +0)
und ~
- rp=1-2B=3 1 s,

demnach gilt d(T*) = 1. Wird mit ¥; die senkrechte Projektion von Y; auf die
Ebene E; bezeichnet, so ist offenbar ¥; = ¥;, und da

- 1 5—2Y6_ 1
|12 = |2 = e— ——————— e
T = ¥t = o + —5— > ¢

ausfillt, liegt Y; auBerhalb des Umkreises der auf E; projizierten Punkte X,
(k =0, 1, 2). Auf recht einfache Weise (vgl. [2], p. 66) kann 7™ zu einem wohl-
bestimmten Korper der festen Breite 1 erweitert werden.

2.3. Um jene senkrechten Projektionen eines reguliren Simplex § zu bestimmen, die
kleinsten Durchmesser besitzen, ist nach (7) die Aufgabe

mini max (1 — —1— (up — u,,)’)i (14)
1Shsn+1 2 .
1sksn+1

h+k

zu behandeln, wobei alle jene (n + 1)-Tupel [u,, ..., %y;] Zum Vergleich heran-
zuziehen sind, die den in (3) angegebenen Bedingungen geniigen. Da fiir

Uy oeny Uy} = {'M‘:, seey u:+1}
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offenbar

1 1
max (1 -3 (up — w)?) = max 1— 0} (uf — u})?
1shsn+1 1Sh<ksn+l
1=ksn+1

h+k

gilt, geniigt es, (n 4 1)-Tupel zu betrachten, die auch noch den Bedingungen

Uy SUp = o0 S Uy S Ui (15)
geniigen, und da dann firh<k

O=wn —wm=w —

gilt, gelangt man zu

min d%(S,) = min{ max (1 — %(“}m = “n)z)} .

1sh<n

Im Gegensatz zur zuvor behandelten Aufgabe gelingt hier fiir beliebiges » (n = 1)
eine scharfe Abschitzung. Grundlage bildet dabei

Lemma 2. Ist uy S Uy < +++ = Upaay
n+1 n+1

Su=0 und Y ui=1,
i= i=1

i=1

0 ist mindestens eine der Differenzen wp,, — up, 1 = h < n, nicht grofer als

L 12
SV an+r D+

Der Beweis werde wieder mit der Annahme begonnen, daf

Upy — U > €, fir 1=h=n

gelte. In diesem Fall muB es eine streng monoton wachsende Folge (v,) mit v, =0
geben, so daB ’

Upyy — Up = Cy + Vp — Up-1, 1=h<n,
und damit
up =u + (K — 1) ¢y + V%1, 1<ksEn+1, (16)
ausfillt. Hieraus ergibt sich einmal
n+1 nin 1 n
0=k2u,,=(n+1)u,+—§+)c,. +k2'vk (17)
=1 =1

und zum anderen — mit Riicksicht auf diese Forderung —

n+1

1+ (n+1)uf =k§ (we — w)?

_ n(n + 1;(2'"/ + 1) cz + 20” Z”‘k’vk + (Z"‘Uk)zn (18)
k=1

k=1




Uber die senkrechten Projektionen reguliirer Simplexe 41

Nun ist es méglich, aus diesen Beziehungen auch noch u, zu eliminieren. Man gelangt
dann zu

0= (ké’lvﬁ —= j_ 7 (ké";]z;k)z) + ¢, (2ké‘!kv,, — nk‘i_l,; vk).

Hier ist aber geméd B der Ungleichung von CavcEY

n 5 1 n 2 - 1 1 n 2 0
vy — Y, = |—— [ >0,
Et-mrildo) 2575 (£0)
und die strenge Monotonie der Folge (v,) mit v, = 0 gestattet, durch Induktion auch
auf

n n
23k —n Y v >0
k=1 k=1 '

zu schliefen. Die Annahme hat also 0 > 0 zur Folge.
Da nach dem damit bewiesenen Lemma 2 fiir mindestens einen Zeiger h (1 < b < n)

6
- n(n + 1) (» + 2)

gilt, ist auch eine von der Wahl der Projektionsrichtung unabhéngige untere Schranke
firr d%S,) gefunden. Es muB nur noch gezeigt werden, daBl diese Schranke fiir ge-
wisse Richtungen erreicht wird. Eine derartige Richtung kann aber anhand des
Beweises von Lemma 2 sofort angegeben werden. Ersetzt man die Folge (v;) durch
(0), so erhdlt man mit

1
1= r) (w1 —w)* 21

Uk=(—%+k—1)6n, lékén_l'la

ein allen Nebenbedingungen geniigendes (n 4 1)-Tupel, und wegen

Upyy — Up =Cp, 1=Sh=nm,
ist fiir die durch [u,, ..., u,.;] gekennzeichnete Richtung (und fiir die Richtungen
[u,-,, ceey uin“])
1

d3(8,) =1 — 9 ¢

Damit ist auch Satz 3 bewiesen.
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