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Die p-1-s-Kegelschnitte auf der Grundlage
des mittelbaren Superoskulierens

KoNrAD DRECHSLER und ULRICH STERZ

1. Einleitung

Mengen von Kegelschnitten, die vorgegebene Kurven beriihren, konnen trotz all-
gemeiner Lage dieser Kurven Bestandteile zu hoher Dimension enthalten. Man
begegnet dieser Schwierigkeit in der Regel [7, 8] dadurch, daB man die einen kom-
plexen projektiven 5-Raum CPj erfiillende Menge aller Kegelschnitte!) der Ebene
dP, in der Untervarietit P(;, der Menge der Doppelgeraden zu einer Varietit My
Cer ,,vollstdndigen‘‘ Kegelschnitte aufblést.

Dies reicht nicht aus, wenn man Beriihrungen hoherer Ordnung einbezieht [5, 7, 3].
Wir haben deshalb eine weitere Aufblasung beschrieben [1], die fiir jede Beriihrungs-
ordnung geeignet ist [3], und dafiir die Homologiegruppen und Schnittformeln her-
geleitet [2]. Diese Aufblasung wurde in einem Produktrautn M;x S realisiert, in dem
die Koordinaten in S die Koeffizienten einer Chowform von einer Kurve in einem
14-dimensionalen projektiven Raum sind. Da diese uniibersichtlich sind, haben wir
die Aufblasung nur lokal in den Bléttern einer affinen Uberdeckung angeben kénnen.
Die Schwierigkeiten ergaben sich dadurch, daBl der verwendete Zyklus der Kegel-
schnitte in M;, die einen vorgegebenen Kegelschnitt superoskulieren, eine Ko-
dimension grofier als 1 hat.

Die von uns in [4] eingefiihrte Hyperfliche der Kegelschnitte, die einen vorgegebenen
Kegelschnitt mittelbar superoskulieren, ist durch eine Gleichung 6. Ordnung in
CP; definiert, deren Koeffizienten eine iibersichtlichere und globale Beschreibung
der Aufblasung gestatten.

2. Die Aufblasung zur Varietiit der p-I-s-Kegelschnitte

Die Varietdt M der vollstindigen Kegelschnitte — von uns auch p-I-Kegelschnitte
genannt — laBt sich in einem Produkt CPjx CL; realisieren, wobei CP; und CL;

komplexe projektive H-Rdume sind, deren Koordinaten p = (py,..., ps) bzw.
1 =(l, ..., lg) in symmetrischen Matrizen
P1 P4 Ps Ll
((P)) = | P1 P2 Ps bzw. ((l)) =|llbl
Ps Ps D3 ls ls s

angeordnet seien.

1) Diese Kegelschnitte nennen wir Punktkegelschnitte oder p-Kegelschnitte.
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Sind p; fir 7 =1, ..., 6 iiber C unbestimmt und [; proportional zu den Adjunkten
Ad(p, p) der Matrix ((p)), so ist (p, l) ein allgemeiner Punkt von M. Das Tupel {
beschreibt als Koeffiziententupel einer quadratischen Form die Tangentenmenge
an den p-Kegelschnitt p und heiflt deshalb ein zu p gehérender Linienkegelschnitt
(-Kegelschnitt).

Das Zentrum (P | P,) der Aufblasung y: M; — CP; ist durch Ad(p, p) =0 fiir
© =1,..., 6 charakterisiert. Das Zentrum einer weiteren Aufblasung y: N5 — M,
die auch fiir Berithrungen héherer Ordnung verwendet werden kann, muf die
3-Untervarietat (M | P(;)L(;)) von M sein, die durch 4Ad;(p, p) = 0 und A4d;(!,7) =0
fir7? =1,..., 6 gegeben ist [3].

Wir betrachten nun die Formen
Sin(l, p) = pipjAdy(l, 1) und 8%*(p, 1) = ll;Ad(p, p) (2.1)

fir (¢, 4, k)€ I ={(v,7,k):2,4,k=1,...,6;2 <4},

deren Verschwinden ebenfalls die Untervarietit (4 | P(,)L;)) beschreibt und die alle
homogen vom 2. Grad in p; und /; sind.

Es seien (p, ) ein allgemeiner Punkt von M und Sy ein komplexer projektiver N-
Raum mit den Koordinaten s = (8;5, 8'*), wobei N = 251 und (7, §, k) € I sind.

Definition. Es sei N; die 5-dimensionale Untervarietit von Myx Sy, die durch
den allgemeinen Punkt (p, I, 8) mit 8;3 = Sij(l, p) und s¥* = Sik(p, 1) gegeben ist.
Die Punkte von N heilen p-1-s-Kegelschniite.

Die Varietiat Ny ist eine Untervarietit von CP;x CL; xSy und geniigt als solche
den Gleichungen, die man aus

(@) (@) = «((®)" (2.2)

erhilt, wenn man ¢ eliminiert?), und den Gleichungen

PapuPSijk = PiPiPrSapy s (2.3)
Ll Ad,(p, p) si = pipjAdi(l, 1) 8*, (2.4)
LLs = L st _ (2.5)

fiir (¢, 7, k) € I'und (4, p, v) € 1.
Lemma. Jede Losung von (2.2), ..., (2.5) vst ein Punkt von N.

Beweis. Es sei (%, 4, ) eine Lisung von (2.2), ..., (2.5). Dann folgt aus (2.3) und
(2.6)

Oijk = TP (2.6)
und
o = A 2.7

fiir (2,4, k) € I und geeignete «, 8, wobei (x, 8) < (0, 0) ist. Damit wird (2.4) zu
Ad,(n, ) mf = Ady(4, A) A, (2.8)
Der Anteil (x, 4) ist als Losung von (2.2) ein Punkt von M [8].

1) ((8)) ist die Einheitsmatrix.
2) Das sind die Gleichungen fiir Mg in CPg x CL;.
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Sind Ad,(x, =) und Ady(4, 1), k = 1, ..., 6, nicht alle null, so ergibt sich
Oijk = niandk(l, ﬂ.) N O'iik = }»ilfAdk(ﬂ, J'!) . (2.9)

Das ergibt sich in diesem Fall auch aus (2.1). Also ist (x, 4, ¢) Punkt von Nj.

Sind aber Ady(w, #) und Ady(4, 1) alle null, so liefert (2.4) keine Bedingung, und
(2.6), (2.7) sind fiir alle («, f) = (0, 0) Losung.

Andererseits sind im allgemeinen ! proportional zu 4d(p, p) und p proportional zu
Ad(, 1):

al, = Ad,(p,p),  bp; = Adi(1,1). (2.10)

Es ist moglich, My so lokal zu beschreiben, dal @ und b unter den fiinf Parametern
auftreten [2], wobei @ = 0, b = 0 gerade (M | PyL;,) beschreibt. Setzt man (2.10)
so verstanden in (2.1) ein, ergibt sich

Sii(l, p) = pipipid, Stik(p, 1) = llj}a, (2.11)

wobei p und 7 in der oben genannten Parameterdarstellung zu denken sind.

Wird in (2.11) nun (a, b) — (0, 0) durch ¢ = «r, b = fr und = — 0 beschrieben, so
ergibt sich (2.6), (2.7) mit beliebigem («, ) == (0, 0) aus (2.1) als Punkt von Nj.
Auf N; hiingen die s;;, und s** linear von @ und b ab. Daa = 0,b = 0lokal (M | P(y)L,)
definiert, ist die Projektion y: Ny — My mit y(p, I, 8) = (p,l) eine Aufblasung von
M; mit dem Zentrum (M | Py L,)-

Die Untervarietit (N |A4) =y M |PyyL,y) von Ny ist ein Faserbiindel (die
Projektivierung eines Vektorraumbiindels) iiber (M | P)L(;y) mit einer projektiven
Geraden CP, als Faser. Ny ist singularititenfres.

3. Die Deutung durch das mittelbare Superoskulieren

Es sei Sp(a, b) die Spur der Produktmatrix ((a)) - (b)) zweier symmetrischer Matrizen
(@) und ((b)). Sie ist eine Bilinearform in den Elementen von ((a)) und ((b)). Die
Menge (P | S) der einen allgemeinen p-I-Kegelschnitt (p, I) mittelbar superoskulieren-
den') p-Kegelschnitte ¢ ist eine rreduzible Hyperfliche 6.Ordnung in CPgy. Ihre
Gleichung lautet nach [4]

S(q) = [Sn(l, 9)1* [Sp(4d(p, p), g)] det ((9))

— [Sp(p, 4d(g, 9))J* [Sp(4d(1, 1), 4d(g, ¢))] = 0. (3.1)
Die Glieder von S(g) lassen sich so zusammenfassen, da
S(g) = X 8¥%(p, 1) Fq) + X Siull, p) Finlq) (3.2)
(i.j.k) eI (i.j.k) el
ist, wobei
Finlg) = —2mAdi(q, q) Ady(g, 9) Adi(g, 9), (3.3)
Fiik(g) = 2ng,g,q: det ((g)), (3.4)

1) Es sei b(p, 3) ein allgemeiner Punkt der Varietit der p-Kegelschnitte, die den p-Kegelschnitt p
superoskulieren (4fach schneiden). Dann ist b(b(p, 3), 3) ein allgemeiner Punkt von (P | 8)
[4].
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Sis(l, p) bzw. S (p, 1) die Formen aus (2.1) und m geeignet aus {0, 1, ..., 4} sind.
Fiir jeden speziellen Punkt (x, 4, ¢) von N verschwindet

2(q) = X o*Fi*q) + X oinFinlq) (3.5)
(i.j.k)el (i.5.k)el )

als Form in ¢ nicht identisch, wie sich aus der folgenden Untersuchung ergeben

wird.

Dies gestattet die Deutung der Punkte (7, 4, 6) von Ny als Tripel von Punktkegel-

schnitt #, Linienkegelschnitt 4 und Hyperfliche X mittelbar superoskulierender

Kegelschnitte.

Fiir einen nicht ausgearteten p-I-Kegelschnitt (z, 1), also fiir den Fall, daB Adi(z, n)

= 0 fiir mindestens ein 7 und Ad;(4, 1) = 0 fiir mindestens ein 4, ist X eine irreduzible

Hyperfliche 6. Ordnung wie im allgemeinen Fall. Wir beschreiben jetzt die spezielle

Form von-X fiir den Fall der Ausartungen von (7, 1) auf M.

Ein Punkt (z, 1) von My heiit eine p-Ausartung, wenn Ad;(n,n) =0,7=1,...,6,

eine /-Ausartung, wenn Ad;(4,1) =0,7=1,..., 6.

Fall 1. Ist (7, 4) eine p- und I-Ausartung, d. h., liegt (, 4) im Zentrum (M | Py)L,)
der Aufblasung p, so ergibt sich aus (3.5) durch Einsetzen von (2.6) und (2.7) zu
jedem («, B) == (0, 0) eine Form

Z(q) = Z(g; x B) = «[Sp(4, 9)I® det ((g)) — B[Sp(, 4d(g, 9))P*, (3.6)

Wobeil‘S(n)) = wTw und ((1)) = ET¢ mit 0 = (w;, wy, w3) und & = (&, &, &) sind.
Diese Form verschwindet nicht identisch als Form in q. Das erkennt man, wenn man
geeignete Potenzprodukte der g; auswahlt, die nur im zweiten Glied vorkommen.

Fall 2. Ist (#, 1) eine p-Ausartung, aber keine I-Ausartung, also = proportional zu
Ad(A, 2), so erhilt man aus (3.5) und (2.9)

Z(q) = [Sp(, 4d(g, 9))]*. (3.7)

Fall 3. Ist (=, 1) eine I-Ausartung, aber keine p-Ausartung, also 1 proportional zu
Ad(m, n), so folgt

Z(q) = [Sp(4, q)I? det ((g)). (3.8)

Die Hyperfliche 2 zerfillt im Fall 2 in die dreifach zu zéhlende Hyperfliche (P | L)
zweiter Ordnung der p-Kegelschnitte ¢, die in CP, die Gerade w zweifach schneiden,
und im Fall 3 in die Hyperfliche (P | P,) dritter Ordnung der ausgearteten p-Kegel-
schnitte ¢ und die dreifach zu zéhlende Hyperebene (P | P) der p-Kegelschnitte g,
die durch den Punkt & von CP, gehen. '

Diese geometrische Beschreibung von X' in CP, erhilt man auch im Fall 1, wenn
« = 0 bzw. § = 0 sind. Es bleibt die Beschreibung im Fall 1 fiir « &= 0 und g = 0.
Wir zeigen zunichst: Sind « 0 und g % 0, so ist die Form X(g; «, f) aus (3.6)
irreduzibel.

Es seien 0. B.d. A. £ = (0,0, 1) und w = (1, 0, 0). Dann wird (3.6) zu

2'(g; %, B) = g} det ((¢)) — Blgz9s — 95)°- (3.9)
Jede Nullstelle von X’(g; &, 8) mit g; & 0 und ¢,¢; — ¢ == O hat die Gestalt

._ﬁz 2 2 — 2 =1
%—aa + ad? 4 €2, g =a +c?, €] . (3.10)

g, = ad + ce, g5 =6, gs =¢C,
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wobei a == 0 ist. Dies ist ein allgemeiner Punkt einer Komponente von 2’. Die Null-
stellenmengen von X’(g; «, ) mit g = 0 oder ¢,9; — ¢2 = 0 sind aber niederer
Dimension. Also ist 2'(g; «, 8) fiir « 3= 0 und B = 0 irreduzibel.

Wir geben nun einen anderen allgemeinen Punkt von X’ an, der eine geometrische

Beschreibung gestattet. Der Punkt #(® aus CP; mit 7 = Ju, 2® =} —f und
n§°’ = 0 sonst ist ein Kegelschnitt aus CP,, der w in & beriihrt. '
Durch

a® = 70 L ZD | (@

mit 7 =y, 22 =0 und x¥ =0 fiir ¢ = 1,2 und j sonst ist ein allgemeiner
Punkt der Menge der Kegelschnitte gegeben, die #(® in & oskulieren [4]. Man kon-
struiert nun den allgemeinen Punkt #® = b(n(®, 3) der Menge der a(® superosku-
lierenden Kegelschnitte [4]. Es ergibt sich ((z®)) = ((#)) 4 Tz mit

T = ((}/muz — }/:Fé) & (—2 V—oB o — 2]/——_,3;1) e, 2ﬁe).

Dieser ist vierdimensional iiber C (g) und erfiillt die Gleichung Z‘(¢; «, ) = 0.
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