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Ausgeartete Beriihrungsbedingungen auf Kegelschnitt-
mannigfaltigkeiten

KoNrAD DRECHSLER und ULRIOCH STERZ

1. Einleitung

Ein Motiv fiir die Einfithrung von vollsténdigen Kegelschnitten ist darin zu sehen,
daf die Menge der einen nicht ausgearteten Kegelschnitt beriithrenden Kegelschnitte
vierdimensional, die Menge der eine Doppelgerade einfach berithrenden Kegelschnitte
aber offenbar fiinfdimensional ist, wenn man nur Punktkegelschnitte betrachtet.
Bei einem entsprechenden Vergleich fiir Beriihrungen héherer Ordnung zeigt sich,
wie wir schon in [1] und [4] bemerkt haben, dal die Vervollstandigung der Menge Py
der Punktkegelschnitte zur Menge M, der Punkt-Linien-Kegelschnitte') nicht aus-
reicht, um einen derartigen Defekt zu beseitigen. Dies war fiir uns ein Anlag, eine
weitere Vervollstindigung der Kegelschnitte vorzunehmen und die Varietit N der
p-l-s-Kegelschnitte zu konstruieren [1]. Hier soll nun gezeigt werden, daBl ein solcher
Dimensionsdefekt auf Ny fiir jede mogliche Beriihrungsordnung beseitigt ist.

Dazu ist es zunédchst notwendig, die auftretenden Bedingungen des Beriihrens streng
zu fassen. Dies haben wir in [4] fiir die Mengen der einen nicht ausgearteten Kegel-
schnitt von r-ter Ordnung beriihrenden Kegelschnitte auf jeder der Kegelschnitt-
mannigfaltigkeiten Ps, My und N; getan. Aullerdem haben wir dort gewisse Glei-
chungen fiir diese Mengen und Basisdarstellungen der zu diesen Mengen gehoérenden
Zyklen iiber den in [2] angegebenen Homologiebasen aufgestellt. Wir erweitern nun
in der vorliegenden Arbeit mit Hilfe dieser Gleichungen, die wir hier iibersichtlicher
aufschreiben, die Definitionen auf die Mengen der einen ausgearteten Kegelschnitt
von r-ter Ordnung beriihrenden Kegelschnitte und beschreiben diese Mengen.
Damit zeigen wir fiir jedes mogliche  und jede der Kegelschnittmannigfaltigkeiten
Py, Mg und Nj, ob ein Dimensionsdefekt beim Vergleich der Beriihrungsbedingungen
r-ter Ordnung fiir nicht ausgeartete und ausgeartete bedingungstellende Kegel-
schnitte auftritt oder nicht. Aufilerdem untersuchen wir in gleicher Weise die inter-
essante [5] Bedingung des mittelbaren Superoskulierens [4].

1) Das ist die von uns verwendete Bezeichnung fiir vollstindige Kegelschnitte [8], wir schreiben
kurz p-l-Kegelschnitte.
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2. Beriihrungsbedingungen fiir p-Kegelschnitte
2.1. Es bezeichne

a; aq ag
((a)) = (a’l Qg a's)
as Qg Qs

eine symmetrische Matrix und (a) = (a,, ..., a;) ein geordnetes Tupel von Elementen
a; (=1, ..., 6) eines Korpers k. Fiir zwei solche Tupel (a) und () seien

3

Sp (@, b) = 3 aibi + 2 3 aib; (2.1)
i=1 i=4

und

Ad, (a, b) = 1/2{azb; + asb, — 2aeds},
Ad, (a, b) = 1/2{a;bs + agh, — 2asb;},
Ad, (a, b) = 1/2{a,b;, + ab, — 2a.d,},
Ad, (a, b) = 1/2{azbs + aghs — asb, — a.bs},
Ady (a, b) = 1/2labs + agby — abs — ashs},
Ad, (a, b) = 1/2{abs + asby — abg — aghy}-

Die Bilinearform Sp (a, b) ist die Spur der Produktmatrix ((a)) ((6)), und Ad; (¢, )
sind die Adjunkten der Matrix ((a)). Fiir das geordnete Tupel (Ad (g, b)) gilt

(2.2)

Sp (Ad (a, b), a) = Sp (Ad (a, a), b) (2.3)
und insbesondere
Sp (Ad (a, @), @) = 3 det ((a)). (2.4)

2.2. Es sei p ein Punkt eines projektiven 5-Raumes P; iiber dem Kérper k der kom-
plexen Zahlen mit den Koordinaten (p). Dieser 148t sich als ein p-Kegelschnitt?) in
einer projektiven Ebene X mit Koeffizientenmatrix ((p)) deuten. Die Menge der
p-Kegelschnitte, fiir die Rang ((p)) = » ist, bezeichnen wir mit (P | P,).

Ist Rang ((p)) = 2, so gibt es (w®) = (wid), wid, wi), j = 1,2, und (z®) = (2{?,
2y, ) mit

(w®) ()T =0, (2.5)
so daf

((2) = (@D (WD) + (W)T (WD) (2.8)
und ;

(Ad (2, p))) = (z®) (2) (2.7)
sind.
Ist Rang ((p)) = 1, so gibt es (w®) = (W, w, wi"), so daB

(@) = @) (w®) (2.8)

ist. Die Tripel (w®), k = 0, 1, 2, und (z®) lassen sich als Koordinaten von Geraden
w® bzw. eines Punktes 2® in X auffassen. Im Fall der Gleichungen (2.6) bzw. (2.8)
schreiben wir p = p(w®, w®) bzw. p = p(wW®).

1) Punktkegelschnitt."
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2.3. In [4] haben wir fiir die (6 — r)-dimensionale Varietdt der einen nicht aus-
gearteten p-Kegelschnitt = von r-ter Ordnung beriihrenden p-Kegelschnitte!) einen
allgemeinen Punkt b(=, ) angegeben durch

(b, 1)) = #((7)) + el(w)"(w) + (@)T(w)]

+ ol@)"(v) + O @)] + W)Tw), (2.9)
((B(m, 2))) = x((x)) + el(w)™(w) + (@ @)] + (w)"(w), (2.10)
((b(m, 3))) = () + ()"(). _ (2.11)

Dabei sind (w) = (w(f)) und (u) = (u(#)) Tripel mit
(w) ((Ad (7, 7)) W)* =0, (w)(@)T =0, (u)(z) =0,

(v) ist ein beliebiges Tripel und 2 = z,(¢) ein allgemeiner Punkt von z.
Diese Varietit geniigt den Gleichungen (siehe auch [4])

[Sp (Ad (x, =), )] [Sp (Ad (p, p), )]?

— 3[Sp (Ad (p, p), =)]*[Sp (Ad (=, %), p)J?

+ 4[Sp (Ad (p, p), #)]* [Sp (Ad (=, = :n)]

+ 4[Sp (Ad (=, ), p)J* [Sp (Ad (p, D), )]

— 6[Sp (Ad (=, @), =)] [Sp (Ad (p, p), =)} [Sp (Ad (=, 7), p)]

X [Sp (Ad (p, p), p)] = 0 (2.12)
fiir r = 1, d. h., p beriihrt =,

[Sp (Ad (=, =), p)]* — [Sp (Ad (», p), #)] [Sp (Ad (=, =), #)] = 0,
[Sp (Ad (m, 7), p)][Sp (Ad (2, p), 7)]

2.13
~ — [Sp(Ad (2, ). 2)][Sp (Ad (x, m), =) = 0 (&-15)
[Sp (Ad (p, p), #)]* — [Sp (Ad (7, =), )] [Sp (Ad (2, p), p)] = O
fiir r = 2, d. h., p oskuliert z,
Sp (Ad (=, 7), #) - Adi(p, p) + Sp (Ad (p, p), @) - Ad; (x, 7)
—28p (Ad (7, ), ’P) - Ad; (p, ®) =0, 2.14)

Sp (Ad (p, p), p) - Ad; (=, ») + Sp (Ad (=, n), p) - Ad; (p, p)

—28p (Ad (p, p), @) - Ad; (m, ) =0, i=1,..,86,
fiir » = 3, d. h., p superoskuliert .
Die Gleichungen (2.13) folgen aus den Gleichungen (2.14) durch Spurbildung.
Die von uns in [4] eingefiihrte vierdimensionale Varietdt der einen nicht ausgearteten

p-Kegelschnitt # mittelbar superoskulierenden p-Kegelschnitte mit dem a]lgememen

Punkt b(b(, 3), 3) geniigt der Gleichung .

[Sp Ad (p, p), n)]s [Sp (Ad (n, 7), n)] -

— [Sp (Ad (=, ), p)J* [Sp (Ad (p, p), P)] = 0. (2.18)

Die Losungen der fiir die jeweilige Varietit angegebenen Gleichungen sind auch
Spezialisierungen des gllgemeinen Punkts dieser Varietat. Dies rechtfertigt eine Defi-

1) r =1, 2, 3; »r = 2 oskulieren, r = 3 superoskulieren.
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nition der Beriihrungsbedingungen auch fiir ausgeartete Kegelschnitte durch diese
Gleichungen.

2.4. Definition 1. Es sei = ein beliebiger p-Kegelschnitt.
(P | B(z, 1)) sei die Losungsmenge der Gleichung (2.12),
(P | B(m, 2)) sei die Losungsmenge der Gleichungen (2.13),
(P| B(m, 3)) sei die Losungsmenge der Gleichungen (2.14),
(P | S’(n)) sei die Losungsmenge der Gleichung (2.15).

Diese heiflen die Menge der = berithrenden, oskulierenden, superoskulierenden bzw.
mittelbar superoskulierenden p-Kegelschnitte.

Wir beschreiben nun die definierten Mengen fiir ausgeartetes x.

Satz 1. Es sei Rang ((n)) = 2, also n = n(o®, 0®) und ((Ad (7, 7)) = (EO@)T(£O®).
(P | B(m, 1)) zerfillt in drei Komponenten, nimlich die Menge der p-Kegelschnitte, die
EO enthalten, und die Mengen der p-Kegelschnitte, die w® zweifach schneiden, © = 1
bzw. v = 2. (P | B(, 2)) zerfillt in zwei Komponenten, dve Mengen der p-Kegelschnitte,
die £© enthalten und w® zweifach schneiden, i = 1 bzw. © = 2. (P | B(z, 3)) st der
Schnitt von (P | B(, 2)) mit (P | P)). Er besteht aus der Menge der zerfallenden
p-Kegelschnitte, deren Doppelpunkt mit £© zusammenfillt, und aus den Mengen der
zerfallenden p-Kegelschnitte, die w® ganz enthalten, © = 1 bzw. © = 2. (P | S(n)) zer-
fallt in die Komponente (P | P,)) und die Komponente der p-Kegelschnitte, die &©
enthalten.

Beweis. Fiir 7 = n(0®, 0®) wird (2.12) zu

[(€®) (@) O] [(@®) ((Ad (2, p))) (@®)7] [(0®) ((Ad (p, p))) (@®)T] = 0,
aus (2.13) entsteht <

(@) (@) (£@)F = :

[(0®) ((Ad (2, D)) (@®)][(®) ((Ad (p, P))) (@®)7| = 0. .
Aus (2.14) erhilt man Sp (Ad (p, p), p) = 0, und auBerdem gelten die Gleichungen
(2.13). Die Gleichung (2.15) wird zu [(5(0)) ((p)) (E<°>)T]3 - det ((p)) = 0.
Satz 2. Es sei Rang ((n)) = 1, also & = n(w®). Dann ist (P | B(n, 1)) = (P | 8(x))
= Py und (P | B(n, 2)) = (P | B(n, 3)) die Menge der p-Kegelschnitte, die o® zweifach
schnevden.

Beweis. Fiir # = n(0®) verschwinden alle Koeffizienten von (2.12) und von (2.15),
und aus (2.13) und aus (2.14) ergibt sich (v©®) ((Ad (p, p))) (0®)T = 0.

3. Beriihrungsbedingungen ftiir p-I-Kegelschnitte

3.1. Es sei My die Varietéit der p-I-Kegelschnitte mit dem allgemeinen Punkt
(2, 1) = (p, Ad (p, p))." Die Matrix ((})) ist Koeffizientenmatrix eines Linienkegel-
schnitts /. Ist Rang ((I)) < 2, so ist dual zur Darstellung von ((p)) in 2.2. eine Dar-
stellung

= Uz®, 2®) bzw. = [(z©®) (3.1)

méglich. Ein Punkt (p,1) von M; heiBt eine p-Ausartung, wenn Rang ((p)) = 1,
eine I-Ausartung, wenn Rang ((})) =1 und eine p-l-Ausartung, wenn Rang ((p))
= Rang (() = 1.
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Fiir M gibt es eine Parameterdarstellung [1] mit

1 ¢ e
((p))=(c a+c  ad+ce )

e ad +ce ab + ad? + €

ab +bc + (cd — e)? —bc — d(cd —e) cd — e 34
() = (—bc — d(cd — e) b+ d? =d )

cd — e —d 1

3.2. In [4] haben wir die (5 — 7)-dimensionale Untervarietat von My der einen nicht
ausgearteten p-I-Kegelschnitt (z, 1) von r-ter Ordnung beriihrenden p-I-Kegelschnitte
durch den allgemeinen Punkt (b, Ad (b, b)) definiert, wobei b = b(x, ) geméB (2.9),
(2.10) und (2.11) zu setzen ist. Entsprechend definiert man die vierdimensionale
Varietit der einen nicht ausgearteten p-I-Kegelschnitt mittelbar superoskulierenden

p-l-Kegelschnitte. Diese vier Varietdten geniigen den folgenden Gleichungen (siehe
auch [4]):

1. r=1:
[Sp (4, )12 [Sp ¢, )1 — 3[Sp (I, /)] [Sp (4, p)I?
+ 12[Sp (I, )] [Sp (Ad (4, 2), Ad (p, p))]
+ 12[Sp (2, p)J2[Sp (Ad (=, =), Ad (Z, 1))]

— 6[Sp (4, #)] [Sp (, #)] [Sp (4, P)1 [Sp (I, p)] = 0. (3.3)
2. r=2:
[Sp (4, p)I* — 3[Sp (Ad (4, 4), Ad (p, p))] = O,
[Sp (4, »)1[Sp (I, n)] — [Sp (&, )] [Sp (4, 7)] = 0, (3.4)
[Sp (I, m)I? — 3[Sp (Ad (=, x), Ad (1,1))] = 0.
3. r=3:

6[l; Ad; (Ad (4, ), p) — I; Ad; (Ad (4, 4), p)] — Sp (4, p) [lid; — k] =0,

6[4; Ad; (Ad (1, 1), @) — 2; Ad; (Ad (4, ), #)] — Sp (I, 7) [Ay — A4%] =0,

8p; Ad; (Ad (7, ), |) — p; Ad; (Ad (7, @), I)] — Sp (1, #) [pir; — pjwi]l =0, (3.6)
6[~; Ad; (Ad (p, p), 4) — =; Ad; (Ad (p, p), 4)] — Sp (4, p) [mip; — 7pi] = O,
,j=1,...,86,

und

[Sp (4, m)® Bp, Ad; (p, p) 4; Ad, (4, 2)

— Ad, (1, 1) ; Ad; (7, ) m|6 Ad,, (Ad (4, 4), ) — Sp (4, p) 4,2 =0,

[Sp (, P))® By Ad; (m, ) 1; Ad, (1, 0) _

— Ady (4, 2) 4; Ad; (p, p) {6 Ad,, (Ad (2, 1), n) — Sp (I, =) L]* = 0,

[Sp (4, =)I® 3l Ad; (I, 1) ; Ady (, 7) (3.6)
— Ad) (p, p) p; Ad; (4, 4) 4[6 Ad, (Ad (n, n),1) — 8p (I, ») n,J* = 0,

[Sp ¢, )P 734 Ad; (4, 4) p; Ady (p, p)

— Ad, (7, m) m; Ady(L, 1) ,[6 Ad, (Ad (p, p), ) — Sp (4, p) pJ* = O,

b i k=1,...,86 '

sowie die Gleichungen (3.4).
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4. Mittelbares Superoskulieren:

[Sp (2, =) [Sp (Ad (4, 4), Ad (p, p))]
— [8p (4, p)PP [Sp (Ad (m, ), Ad (1, 1)] = 0. 3.7
Lemma 1. Es set (m, 1) ein nicht ausgearteter p-l-Kegelschnitt. Fiir jeden der oben

angegebenen vier Fille gilt: Ist (p,l) Losung der angegebenen Qleichungen, dann ist
(p, 1) Spezialisierung des allgemeinen Punktes der Varuett.

Beweis. Sind (7, 1) und (p, !) nicht ausgeartet und ist (p, I) eine Lisung, so ist (p)
eine Losung der Gleichungen der entsprechenden Varietdt von p-Kegelschnitten
(siehe 2.3.), also eine Spezialisierung des allgemeinen Punktes b. Damit ist (p, I) die
* eindeutig bestimmte Spezialisierung von (b, Ad (b, b)) iiber b — p.

Von den Fillen Rang ((p)) =2 und Rang((l)) = 2 geniigt es aus Symmetrie-
griinden, den ersten zu betrachten.

Es sei Rang ((p)) = 2, also p = p(w®, w?®), | = |(z@). Dann gilt fiir die Losungen
(p, 1) von (3.3)

(@) (@) @@)7] [(w®) ((2)) (wD)T][(®) ((4)) (w®)7] = 0,
von (3.4)

(2®) ((#)) ()T =0,

[®) ((2)) (w®)T] [(w®) ((4)) (w®)7] = 0
bzw. von (3.7)

(2®) () (z®)T = 0.

Damit schlieBt man wie bei Rang ((p)) = 3.

Aus Ad (1, 1) = 0 folgt mit (3.6) auch Ad (p, p) = 0, also gibt es keine Losung von
(3.6) mit Rang ((p)) = 2.

Es sei nun Rang ((p)) = Rang (()) = 1, also

p=pw®), I=1Uz®).
1. Aus (3.3) folgt
[®) (@) @) [(w®) ((3)) (@)7]* = 0.

Aus Symmetriegriinden geniigt es, fiir & = b(, 1) eine Spezialisierung (b, Ad (b, b))
— (p, 1) fiir den Fall anzugeben, dal (z©) ((n)) (z@)T = 0 ist. Diese konstruieren
wir durch eine Zusammensetzung zweier Spezialisierungen folgender Art:

(b, Ad (5, 1)) - (2, 1) > (, 1),
wobei Rang ((p')) = 2 und I = {(z©®) mit (z®) ((x)) (z®)T = 0 ist.
2. Aus (3.4) ergibt sich

(29) (@) @) =0 und (w®)((3)) (@) = 0.

Gehen in der Darstellung (2.10) von b = b(x, 2) die Parameter x und ¢ gegen Null,
und zwar » von groBerer Ordnung als g2, so ergibt sich (p(w®), l(z®)) als Speziali-
sierung von (b, Ad (b, b)).

3. Die Losungen von (3.4), (3.5) und (3.6) stimmen im Fall Rang ((p)) = Rang((})) = 1
mit denen von (3.4) iiberein. Mit » gegen Null erhalten wir (p, I) als Spezialisierung
von (b, Ad (b, b)) mit (b) aus (2.11).
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4. Tm Fall des mittelbaren Superoskulierens finden wir alle p-l-Ausartungen (p, )
als Losungen von (3.7). Es geniigt, eine beliebige solche als Spezialisierung von
(5, Ad (b, 3)), b= b(b(#, 3), 3), zu finden, wobei # ein spezieller nicht ausgearteter
Kegelschnitt ist. Eine projektive Transformation 7' von X, die & in # iiberfiihrt,
fiihrt namlich (b, Ad (b, )) in (b, Ad (b, b)) und eine p-I-Ausartung (p,) in eine
ebensolche (p,[) iiber, und aus (b, Ad (b, b)) — (p, I folgt (b, Ad (b, b)) - (p, D).
Wir wahlen (%) mit &, = 1, #; = —2, #, = &3 = &, = &g = 0 und stellen den all-
gemeinen Punkt b = b(b(#, 3), 3) und (b, Ad (b, b)) auf, [4], 4.5.

Dieser ist ein p-I-Kegelschnitt, fiir dessen Werte a, b, ¢, d, e der Parameterdarstellung
(3.2) gilt:

_e¥x 4 (2 4 1)9 _ —do(x + (& — 1))
CTTereE—vr T T Tkt @+
. + 7(82 — 1) 4 20(£2 — ¢)

% + (tZ - 1)2 ’ (3 8)
2rx + 2u(82 + 1)2 + 4o(88 + 1) )
d —_—
%+ (82 4 1)2
_r® — 26 + dolo + ) (2 — 1) 4 T2 — 1)*
‘= * + (@ — 1)2 '

Eine beliebige p-I-Ausartung, d. h. a =0, b = 0, ¢ = ¢p, d = dy, € = ¢, ergibt sich
als Spezialisierung mit » = 0 und geeigneten g, , ¢.
Damit ist Lemma 1 bewiesen und die folgende Definition gerechtfertigt.

3.3. Definition 2. Es sei (n, 1) ein beliebiger p-I-Kegelschnitt.

(M | B(z, 4; 1)) sei die Losungsmenge der Gleichung (3.3),

(M | B(m, 4; 2)) gei die Losungsmenge der Gleichungen (3.4),

(M | B(=, 4; 3)) sei die Lésungsmenge der Gleichungen (3.4), (3.5), (3.6),

(81 | S(m, 4)) sei die Losungsmenge der Gleichung (3.7).

Diese heilen die Menge der (m, A) beriihrenden, oskulierenden, superoskulierenden
bzw. maittelbar superoskulierenden p-l-Kegelschnitte.

Satz 8. Fiir ausgeartete (n, A) besteht (M | B(m, A; 1)) aus den Komponenten C®, D,
wober C® die Menge der (p, 1) mit &9 € p und DP die Menge der (p, 1) mit 0® €1
sind, und (M | B(m, A; 2)) besteht aus den Komponenten E%I, wobev B die Menge
der (p, 1) mit 5 € p und w® €1 ist. Dabei ist i =0, j = 1,2 fiir Rang((n)) = 2,
©=1,2,j = 0 fiir Rang ((4)) = 2 und i = 0, j = 0 fiir Rang ((n)) = Rang ((4)) = 1.

Beweis. Fir z = n(w®, 0®), 1 = 1(£®) ergibt Gleichung (3.3)
[(6®) () EOF] [(0®) (@) (@®)7] [(0®) (@) (@®)T] = 0,
und die Gleichungen (3.4) ergeben
(@) ((p)) )T =0,
[(@®) (@) (@®)7] [(@®) (@) (@®)T] = 0.
Fiir # = (w0 ®), 2 = A(¢§W®, £®) besagt Gleichung (3.3)
[(6®) (@) @Y [®) (p)) )] [(0®) (@) (@@ =0,
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und die Gleichungen (3.4) besagen

[(€®) (@) EDT][(E®) (@) E®)T] =0, (0®) (1) (@@)T = 0.
Fiir 7 = n(w®), A = A(£®) ergibt (3.3)

[(6@) () (@) [(0®@) (1) (@@)T]2 =0
und (3.4)

(@) ((p) GO =0,  (@©) (D) (@®)T = 0.
Bemerkung. Es bestehen die Homologierelationen
CH ~ (M| P), DO ~(M|L), E“~(M| ﬁ).
Die Bestandteile sind also homolog zu den Zyklen aus den effektiven Darstellungen

(M | Bm, 1)) ~2(M | P) + 2 | L)
bzw. '
(M | B(n, 2)) ~ 6(M | PL),

die in [4] fiir nicht ausgeartete = angegeben wurden. (M | B(x, 1; 1)) ist stets vier-
dimensional, und (M | B(m, 4; 2)) ist stets dreidimensional.

Satz 4. Es sei (7, A) ausgeartet. Fiir Rang (1)) =2, alsow = n(w®) und 1 = A(ED, £®),
zerfillt (M | B(m, 1; 3)) in vier Komponenten, und zwar die Menge der p-Ausartungen
(p, 1), also p = p(w®), mit w® = w®),

die Mengen der I-Ausartungen (p, 1), also I = l(z®), mit 2® = O, 1 =1, 2,

und die Menge der l- Ausartungen (p, 1), fiir die p den Bestandteil w©® enthiilt.

Fiir Rang ((z)) = 2 zerfiillt (M | B(m, 4; 3)) dual.

Fiir Rang ((n)) = Rang((4)) =1 dst (M | B(m, 4; 3)) = (M | B(, 4; 2)) die Menge
der (p, 1) mit £ € p und w® € 1. .

Beweis. Ist Rang ((4)) = 2, so folgt aus (3.6), daB (p, ) ausartet. Man setzt nun
(p, 1) etwa fiir Rang ((l) = 2 in der Darstellung p(w®), [(®, 2®) in (3.4) und (3.5)
ein und erhélt die Gleichungen

w}‘”wﬁ” — wz‘”w;.m =0, 4§,k=123, j=+k,

also
w0 = O,

Entsprechend verfahrt man fiir die anderen Ausartungsfille von (p, I).
Ist Rang (%)) = Rang ((4)) = 1, so erfiillen die Lésungen von (3.4), also die (x, 1)
oskulierenden p-l-Kegelschnitte, auch (3.5) und (3.6).

Bemerkung. Die im Satz fiir Rang((}.)) = 2 angegebenen Komponenten sind
homolog zu (M | PyyW?) bzw. (M | Ly X?) bzw. (M | L,Q), also zu den Zyklen
aus der fiir nicht ausgeartete = geltenden effektiven Darstellung [4]

(M | B(n, 3)) ~ &M | P, W?) + 2(M | L;yX?) + 2(M | L,y@).

(M | Bz, A; 3)) ist fiir Rang ((n)) = 2 oder Rang ((A)) = 2 wie fiir nicht. ausgeartete
(=, 4) zweidimensional, fiir Rang ((x)) = Rang ((4)) = 1 aber dreidimensional.
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Satz 5. Es sei (w, A) ausgeartet. }
Fiir Rang ((3)) = 2 besteht (M | S(m, 3)) aus der Komponente D© der (p, I) mit o® €1
und dem Bestandteil der (p, L), fiir die sich p und die Gerade w® zweifach schneiden.
Fiir Rang ((n)) = 2 zerfallt (M | S(x, 4)) dual.
Fiir Rang ((n)) = Rang ((4)) = 14st (M | S(, 4)) = M.
Beweis. Fiir 2 = A((W, £¢®) und n = #(0®) wird (3.7) zu

[(@®) (@) (@) [(0®) ((Ad (p, P))) («®)T] = 0
und bestimmt die genannten Bestandteile.
Fiir Rang ((z)) = Rang ((4)) = 1 verschwinden alle Koeffizienten in (3.7).
Bemerkung. Die Komponente D® ist homolog zu (M | L), der andere durch eine
quadratische Gleichung in p beschriebene Bestandteil ist homolog zu 2(M"| P). Er
zerfallt iibrigens in die Komponente D® und die Komponente (M | P,). Das sind
die Zyklen aus der effektiven Darstellung (vgl. [4], (4.36))

(M| S(n)) ~2(M | L) + 2(M | P)
bzw.

(M | () ~3(M | L) + (M | Py).

4. Beriihrungsbedingungen fiir p-I-s-Kegelschnitte

4.1. In [1] hatten wir die Varietidt Ny der p-l-s-Kegelschnitte durch einen allgemeinen
Punkt (p, [, 3%, §¥) definiert, wobei (p,l) der allgemeine Punkt von Mj ist und
(§7), (§%) davon rational abhingige Koordinaten fiir die Superoskulanten sind. Durch
die allgemeinen Punkte von My und N sind birationale Abbildungen

2:Ns —P; und y:Ns—> My
gegeben, [3].

Wir haben N; in [1] durch Parameterdarstellungen beschrieben. Jede solche stellt
einen allgemeinen Punkt von Ny dar. Darstellung I ergibt sich aus (3.2) mit

a=mb ‘ (4.1)
und durch zusétzliche Angabe der (§;), z. B.
P=m, 88 =1,...,
=1, §=m,...
Entsprechend erhilt man Darstellung II aus (3.2) mit
b=mna, nm=1. (4.2)
Auf N, gibt es die vierdimensionalen Ausartungsvarietéiten:

(N | P,) — die pT-Ausartungen, die in Parameterdarstellung I durch m = 0 be- .
schrieben sind und fiir die Rang ((p)) = 1 ist.

(N | LY, — dual zu (N | P{)) mit # = 0 in Darstellung II.
(N | PyyLyyy) — die p-I-Ausartungen mit Rang ((p)) = 1, Rang ((1)) = 1.

(N | PiyLyyy) schneidet (N | PT)) in der dreidimensionalen Varietit (N | P{,L,)
der pT-l-Ausartungen.

Dual dazu ist (N | Py L{,) definiert.
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Ist (=, A, G) eine p-l-Ausartung, also n = n(w®), 1 = A(§©®), aber keine pT-I-Aus-
artung und keine p-I7-Ausartung, so enthilt die zugehérige p-Superoskulantenmenge
gewisse lineare Mengen E® als Komponenten, [1], 7.4.4.1, die durch folgende all-
gemeine Punkte gegeben sind :

(e, 4, 8))) = #{(eM) + el@O)T @®) + @OF (@O)] + (@OF (@), (43)

j = 1, 2, wobei & nicht ausgeartete Kegelschnitte aus E® sind und »©® eine Gerade
durch £® ist. Alle Elemente von E® oskulieren einander in £© mit der Tangente w©.

4.2. Wir wollen nun Beriihrungsbedingungen auf Nj fiir solche bedingungstellende
p-l-s-Kegelschnitte untersuchen und beschreiben, die durch Parameterdarstellung 1
erfaBt werden, also fiir nicht ausgeartete, fiir p7-Ausartungen, fiir p-I-Ausartungen
und insMesondere fiir pT-l-Ausartungen. Untersuchungen fiir bedingungstellende
IT- bzw. p-I7-Ausartungen verlaufen dual.

Es sei also im folgenden (z, 4, &) ein p-I-s-Kegelschnitt gemif (3.2), (4:1) mit g, 8, y,
4, e statt m, b, ¢, d, e.

Analog zu 3.2. betrachten wir die in [4] durch den allgemeinen Punkt y~1(b) defi-
nierten Untervarietiten beriihrender p-I-s-Kegelschnitte. Diese vier Varietiten ge-
niigen zundchst den Gleichungen (3.3), ..., (3.7), denen die entsprechenden Unter-
varietdten auf My geniigen.

Im Fall des Superoskulierens kommen zu (3.4), (3.5), (3.6) noch Gleichungen in den 3;.
Fiir (p, 1, 8), die durch Darstellung I erfa8t werden, sind es (vgl. [4]) die Gleichungen

mlb(c —y) — (d —d) (e — &) + (d —0) (c — y) d]* — up*c — y)* =0,
ml(e — &) — (¢ — ) AP — plle — &) — (c —») 6P =0,
wB*mld — 8]° — [mb(d — 8) + (¢ —y) (e — &) — (c —9)*6]* =0,
wimlb + 28 + (d — 0)%]F — [mb + 2uf + (c — »)? PP =0,
m{2(mb* 4 ble — y)* + (e — &) — (¢ — ) d)?) + wp(b + (@ — &)
— p[2(mb? + mb(d — 8)* + ((e — &) — (c —7)9)?) + f(mb +(c—y)?)F =0,
pm?[(d — 8)* + BI* + Bupm[(c — ¥)* + pB] [(d — 9)* + 6]
— 8u?fm + [(c — ¥)* + ufl® = 0.
Entsprechende Gleichungen erhéilt man auch fiir die anderen Parameterdarstellun-
gen (vgl. [1]) von N,
Im Fall des mittelbaren Superoskulierens erhalten wir fiir (p, /, §), die durch Dar-
stellung I erfaft werden, aus (3.7) die Gleichung
plmb? + mb(d — 8)* + ((e — &) — (¢ — 7) 8 + B(mb + (c — 7)?) + uf'
— mlup? + pB(d — 8)* + ((e — &) — (c — 7) d)?
+ b{up + (c — 9)?) + mbip = 0. (4.5)

-Eine entsprechende Gleichung erhélt man auch fiir die anderen Parameterdarstellun-
gen von Ny,

(4.4)

Lemma 2. Es sei (%, 4, G) ein nicht ausgearteter p-l-s-Kegelschnitt. Jede Losung von
(3.3) auf Ny vst eine Spezialisierung von x‘l(b(n, 1)). Jede Lisung von (3.4) auf Ny
18t eine Spezialisierung von y(b(x, 2)). Jede Losung von (3.4), (3.5), (3.6), (4.4) auf
Ny 1t eine Spezialisierung von y~Y(b(x, 3)). Jede Losung von (3.7), (4.5) auf Ny st
eine Spezialisierung von x~1(b(b(x, 3), 3)). .



Ausgeartete Berithrungsbedingungen auf Kegelsohnittma.nn‘igfaltigkeiten 17

Beweis. Da fiir p-l-s-Kegelschnitte, die nicht p-I-Ausartungen sind, &; durch p,
eindeutig bestimmt sind, geniigt es, unter Beachtung von Lemma 1 und dessen
Beweis hier die als Losungen auftretenden p-I-Ausartungen zu betrachten.

Es sei erstens (p, [, §) mit p = p(w®), | = [(z®) eine Losung von (3.4), (3.5), (3.6),
(4.4) oder von (3.7), (4.5), wobei im zweiten Fall nicht zugleich z® € z und w® € 4
gelten moge. Nach Lemma 1 ist (p, ) Spezialisierung von (b, Ad (b, b)). Mit (p, )
sind zugehorige Parameterwerte b = 0, ¢ = ¢y, d = dy, € = ¢, aus (3.2) und (4.1)
bestimmt. Hierdurch sind dann mit (4.4) bzw. (4.5) ein Wert m, fiir m, also die 3,
zu (p, l), eindeutig bestimmt. Somit gibt es zu der genannten Spezialisierung eine
eindeutig bestimmte Fortsetzung auf Nj. .
Es sei zweitens (p, [, §) eine p-l-ausgeartete Losung von (3.7), (4.5) mit 2@ € x un
w® € A oder von (3.4) oder von (3.3). Jeweils besagen die Gleichungen, daf mit
(p,1) alle auf N zu (p(w®), {z®)) moglichen §; vorkommen, also ist (p,1,5) = v~ X(p,1).
Fiir die Parameterwerte aus (3.2), (4.1) bedeutet das, daB m unbestimmt bleibt. Es
bleibt zu zeigen, daB sich die Parameterwerte m, b, ¢, d, e des jeweils allgemeinen
Punktes y~1(b) zu myg, by, ¢y, do, € mit beliebigem m, spezialisieren lassen, wobei
by = 0, ¢y, dy, € zU (p(w(°)), l(x("))%‘einer der oben genannten Lésungen gehoren.
Dabei geniigt es (vgl. Beweis zu Lemma 1), von & = # auszugehen.

Im Fall des mittelbaren Superoskulierens entnehmen wir zu y~1(b) die Werte b, ¢, d, e
aus (3.8) und erhalten mit @ = mb dazu

_ e 4 1P
T Ak +(E— 1P

Fiir x = 0, p = 0, v = ¢y, ¢ beliebig, erhdlt man die gesuchten Spezialisierungen.
Entsprechend schlieBt man bei den zu y~!(b(x, 2)) bzw. zu 5 (b(=, 1)) gehérenden
Parameterwerten. .

4.3. Definition 3. Es sei (n, 4, &) ein beliebiger p-I-s-Kegelschnitt. (N | B(w,4,6; 1))
sei auf N; bestimmt durch die Gleichung (3.3). (N | B(w, 4, &; 2)) sei auf N; bestimmt
durch die Gleichungen (3.4). (N | B(, 4, &; 3)) sei auf N bestimmt durch die Glei-
chungen (3.4), (3.5), (3.6), (4.4). (N | (=, 2, &)) sei auf N bestimmt durch die Glei-
chungen (3.7), (4.6). Diese Untermengen von N heilen die Mengen der (=, 4, &)
beriihrenden, oskulierenden, superoskulierenden bzw. mittelbar superoskulierenden
p-l-s-Kegelschnitte.

(N | B(m, 4, 6; r)) wird also fiir r = 1,2 durch dieselben Gleichungen beschrieben
wie (M | B(m, A; r)). Damit sind fiir » = 1, 2 die Komponenten von (N | B(x, 4, &; 1)) -
die vollstindigen Urbilder bei ¥ von den entsprechenden Komponenten von
(M | B(m, 4; r)) aus Satz 3.

Satz 6. Es set (n, 4, 6) evne pT-Ausartung mit m = a(w®), A = A(ED, £@). Fiir diese
besteht (N | B(n, A, ; 3)) aus fiinf Bestandteilen:

der Menge der pT-Ausartungen (p, 1, §), p = p(w®), mit w® = 0®,

der Menge der p-l-Ausartungen (p, 1, §), p = p(w®), mit w® = w®,

den Mengen der IT-Ausartungen (p, 1, §), | = U(z®), mit x® = &, ¢ = 1, 2, und

der Menge der IT-Ausartungen (p, 1, 8), fiir die p den Bestandteil ® enthdlt.

Fiir evne 1T-Ausartung (m, A, &) zerfdllt (N | B, 4, G; 3)) dual. Es set (n, A, &) eine
p-l-Ausartung mit n = m(w®), 1 = A(EO®), die weder pT-l-Ausartung noch p-I1T-Aus-
artung ist. Fiir diese besteht (N | B(m, 4, &; 3)) aus vier Bestandteilen: .

der Menge der pT-Ausartungen (p, I, §), p = p(w®), mit w® = @,

der Menge der I7-Ausartungen (p, 1, §), | = [(z®), mit 2@ = £O),

2 Beltrige sur Algebra 18
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den Komponenten y YE®) mit allgemeinem Punkt y~1(e) derjenigen p-l-s-Kegel-
schnitte, die den nicht ausgearteten Kegelschnitt y~1(e)) tn £© oskulieren, § = 1, 2.

Beweis. Fiir eine pT-Ausartung (n, 4, &) gilt x = 0 in der Parameterdarstellung I.
Zu den Losungen (p, I, §) gehéren (p, I) wie in Satz 4 unter 1., 2., 3. beschrieben. Zu
den unter 1. genannten (p, l) ergeben die Gleichungen (4.4) mit x = 0 nun mb = 0,
d. h. ein Zerfallen auf N; in die Mengen von pT-Ausartungen mit w® = ©©®, ndmlich
fir m = 0, und die auf Nj ebenfalls zweidimensionale Menge von p-I-Ausartungen
mit w® = ®, ndmlich fiir b = 0. Da I7-Ausartungen von Darstellung I nicht er-
faBt werden, bilden wir nun die (4.4) entsprechenden Gleichungen fiir die Parameter-
darstellung II. Damit finden wir als Losungsmengen einmal wieder die zuletzt ge-
nannten p-I-Ausartungen und zum anderen, daf die zu (p, /) aus Satz 4 unter 2. und
3. gehorenden Losungen I7-Ausartungen auf Ny sind.

Nun sei (#, 4, ) eine p-l-Ausartung mit x 4 0 in Darstellung I, also weder eine
pT-l-Ausartung noch eine p-IT-Ausartung. Fiir (p, [, §) folgen aus (3.4), (3.5) und
(3.6) die Beziehungen -

(D) () (T =0 und (0©®)(() (@) =0

(Satz 4). Aus (4.4) erhalten wir dann zum einen mit m = 0 die pT-Ausartungen mit
Cp=p(w®), w® = »® — dual dazu findet man bei Verwendung von Parameter-
darstellung II die !7-Ausartungen mit I = {(z©®), 2©® = £® —, zum anderen die
Losungen mit m == 0. Ist die p-I-Ausartung (=, 4, ) in (3.2) und (4.1) durch g = 0,
u =y + 0,y =1y 0 =0, ¢ = ¢ gegeben, d. h. z = #(w®) mit (w®) = (1, y,, &),
A = AME®) mit (@) = (pydy — €, —Jp, 1), so erhalten wir damit unter der Voraus-
setzung m == 0 aus den fiir (N | B(x, 4, 6; 3)) geltenden Gleichungen

ox
~ (=1 V—po %
I Gt ) A Yo (&= Y=g %)
(e — (=1 V=pox)” ()i Y=pox®

das heiBit y~1(e®) mit

c=1y+ 0, d=60—|—2 , e=¢g& + x + 0d,
4

00 ’ 1
() = 2|0 (=1)fY—po Yo + (=1 Y —po 0
1 oy + (=1 V—=podo 260 + (—1) Y —po 6
0 1 do 1 9 &
+ell 2y v + & | + v 78 Yoko |» J=1,2.
% 7000 + €0 2d0e € Yofo &

Dies ist ein allgemeiner Punkt von E® zur vorgegebenen p-lI-Ausartung (=, 4, &),
[1], 6.2.4.

Bemerkung. Dieim Satz 6 im Fall einer pT-Ausartung (=, 4, ) genannten Bestand-
teile sind homolog zu (N | P§,W?), (N | PoyLyyW?), (N | LT,X?) bzw. (N | LL,G),
also zu den Zyklen aus der fiir nicht ausgeartete n geltenden effektiven Darstellung,
vgl. [4], (4.19)

(¥ | Bz, 3)) ~ 4(N | P{,W?) + 6(N | PoyLyW?) + 2(N | LE,@)

: + 2(N | L{,X?).
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Die Dimension von (N | B(x, 4, &; 3)) ist fiir alle (=, 4, &) gleich 2, also tritt auf Ny
in bezug auf das Superoskulieren kein Defekt auf.

Auch fiir das mittelbare Superoskulieren tritt auf N; kein Dimensionsdefekt auf,
denn fiir kein (m, 4, 3) verschwinden alle Koeffizienten von (4.5). Im Fall einer
pT-Ausartung (7, 4, 5), 7 = n(w®), zerfallt mit 4 = 0 Gleichung (4.5) und bestimmt
die Komponente (N | Pl,)) und die zu (N | L) homologe Komponente der (p, [, §)
mit »©® €l. Dies entspricht der Homologierelation, vgl. [4], (4.38), (N | S(n))
~(N|PE) + 3(N | L). :
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