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Konstruktion von Kreishogendreiecken

PETER SCHREIBER

Unter einem Kreishogendreieck (im folgenden kurz: Dreikreis) verstehen wir eine aus

drei Kreisbogenstiicken a = BC, b = CA, ¢ = AB zusammengesetzte einfach ge-
schlossene Kurve. Dabei sei der Fall nicht ausgeschlossen, daBl einige oder alle
Seiten a, b, ¢ zu Strecken (hier aufgefaft als Bogenstiicke von Kreisen mit unend-
lichem Radius) entarten. Daher sind die gewShnlichen Dreiecke Spezialfille von
Dreikreisen. Der Amateurmathematiker W. K. B. Horz hat seit 1944 mehrfach an-
geregt, eine zur euklidischen Dreiecksgeometrie analoge Geometrie der Dreikreise
aufzubauen (in der die bekannten Sdtze iiber Dreiecke moglichst als Spezialfille
entsprechend allgemeinerer Sitze iiber Dreikreise erscheinen sollen) und selbst einige
Beitrige dazu geliefert. Bisher hat im wesentlichen nur L. BieBERBACH diese Idee
aufgegriffen und vor allem fiir eingeschrinkte Klassen von Dreikreisen bewiesen,
daB je zwei Elemente einer solchen Klasse kongruent sind, wenn sie in den drei
Seitenlingen und den drei Innenwinkeln (d. h. Winkeln zwischen den Bogentangenten
in den Ecken 4, B, C) iibereinstimmen [6]. Es ist jedoch leicht zu sehen, daB Seiten-
langen nicht als Vorgabe fiir die elementare Konstruktion von Dreikreisen dienen
konnen. (Ein nichtelementares Nahernngsverfahren zur Konstruktion eines Drei-
kreises aus Seitenlingen und Innenwinkeln hat HorLz angegeben [10].) Aus der Sicht
elementarer Konstruktionen sind andere Bestimmungsstiicke wie z. B. Sehnen (die
geradlinigen Verbindungen der Eckpunkte) oder die zu. den Kreisbogenstiicken
gehorigen Radien und Zentriwinkel niherliegend. Im folgenden wird gezeigt, da es
genau 31 wesentlich verschiedene Méglichkeiten gibt, einen Dreikreis durch Vorgabe
von jeweils sechs Stiicken aus der Menge der Sehnen, Radien, Innen- und Zentri-
winkel zu determinieren. Von den entsprechenden Konstruktionsaufgaben sind 28
mit, Zirkel und Lineal l6sbar, die drei restlichen nicht. Die lésbaren Aufgaben
empfehlen sich einerseits zur Belebung von Schulmathematik, Olympiaden u. &.,
da hier durch eine Fragestellung ein ganzes Spektrum von Aufgaben sehr unter-
schiedlichen Schwierigkeitsgrades erzeugt wird, andererseits zur psychologisch niitz-
lichen ,,Verfremdung‘ der iiblichen Dreiecksgeometrie, insbesondere zur Diskussion
des Zusammenhanges zwischen der Anzahl und Art der Losungen einer Konstruk-
tionsaufgabe und dem jeweils ,,zugehérigen* Kongruenzsatz. Auch die drei unlés-
baren Aufgaben, die iiberdies jeweils zu anderen hier angegebenen Aufgaben #qui-
valent sind, verdienen Beachtung, da bisher ein offensichtliches MiBverhiltnis
zwischen der iiberaus umfangreichen (meist alten) Literatur iiber geometrische
Konstruktionen und der geringen Zahl derjenigen Aufgaben besteht, deren Unlésbar-
keit mit Zirkel und Lineal definitiv bekannt ist, insbesondere soweit es sich um Auf-
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gaben handelt, denen eine echt geometrische Frage zugrunde liegt. Wesentliche An-
regungen zur Problemstellung und zur Durchfiihrung verdanke ich der Arbeit [12]
von O.KROTENHEERDT. Abb. 1 zeigt verschiedene Formen und Spezialfille von

Dreikreisen.
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Abb. 1. Verschiedene Formen und Spezialfille von Dreikreisen:

6 Dreieck (alle Zentriwinkel 0), 7 Dreispitz (alle Zentriwinkel 0), 8 Vollkreis (alle Innenwin-
kel z) ; 14 Kleeblatt (alle Innenwinkel 27) ; 9— 12 Formen mit kollinearen Ecken; 8, 12, 13, 15, 21
Kreisbogenzweiecke )
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1. Bezeichnungen

Ecken: A, B, C; Kriimmungsmittelpunkte der Seiten: M,, M, M,;
Miittelpunkt des Umkreises: M ; Seiten: a, b, ¢ (Kreisbogenstiicke);
Sehnen: s, = BC, s, = C4, s, = AB (Sehnenliingen stets positiv);
Radven: r, = M,B (= M,C), ry, = MC,r. = M A;

Sehnen und Radien werden gemeinsam als metrische Stiicke bezeichnet;
Innenwinkel: «, 8,y (0 = o, B,y < 27);

Innenwinkel des Sehnendreiecks: o*, p*, y* (x* = ¢ CAB usw.);
Zentriwinkel: o, §', y' (o = L BM,C usw.). Vgl. Abb. 2.

Radien und Zentriwinkel sind vorzeichenbehaftet, und zwar

> 0, falls ¢ beziiglich AB in der gleichen Halbebene wie C liegt

7, und y’ < 0, falls ¢ und C beziiglich 4B in verschiedenen Halbebenen
liegen,

1, =00, ' =0, falls ¢ = 4B. (Fiir a, b analog.)

Fiir den nicht ausgeschlossenen Fall kollinearer Ecken (vgl. Abb. 1) zeichnen wir
willkiirlich die beziiglich des von 4 in Richtung B verlaufenden Strahls linker Hand
gelegene Halbebene als diejenige aus, aus der der Punkt C in die kollineare Grenzlage
geraten ist. Daraus ergibt sich sinngeméB z. B. im Fall ,,B zwischen 4 und C*:

Tay 7oy &', ' > 0, falls ¢, a in der ausgezeichneten Halbebene,

75, B’ < 0, falls b in der ausgezeichneten Halbebene.

Durch Vorgabe der Absolutbetriige von je zwei der drei Stiicke Radius, Sehne, Zentri-
winkel] einer Seite ist das dritte Stiick bestimmt und mit Zirkel und Lineal konstruier-
bar und damit die ganze Seite bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt.l) Durch die
Vorzeichen von Radius und Zentriwinkel wird die relative Lage der Seite beziiglich der
Eckpunktfigur ABC bestimmt. Bei jeder Lage von (0. B.d. A.) M, auf der Mittel-

senkrechten von 4, B wird der Kreis vom Radius AM, um M, durch die Punkte

1) Die Angaben r, = oo und »’ = 0 bedingen sich gegensegig und legen s, noch nicht fest.
Daher muB in diesem Fall eines der fiir ¢ gegebenen Stiicke s, sein (analog fiir a, b).
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A, B in zwei Kreishogen zerlegt, von denen beziiglich des Eckpunktdreiecks 4 BC
der zu positivem Vorzeichen von r. und y’ gehérende Teilbogen in Richtung C' und
"der zu negativem Vorzeichen gehorende Teilbogen in die entgegengesetzte Halb-
ebene geklappt ist. Umgekehrt ist die Lage von M, beziiglich 4, B wie folgt von ' .
abhéngig:

—_m <y < ——721 — M,, C in verschiedenen Halbebenen beziiglich 4B,
O
y = 3 M, € AB,

—% <7 <0 M, C in der gleichen Halbebene,

y = 0> M, unendlich fern,

2
2
e

¥ =% —> M, € 4B,

0< 9y < —= —> M, C in verschiedenen Halbebenen,

T

3 < 9’ < n - M,, C in der gleichen Halbebene.

Ferner seien noch folgende allgemeine Bezeichnungen vereinbart : Fiir Punkte P == Q
bezeichne PQ die Verbindungsstrecke, PQ die Klasse aller zu PQ kongruenten
Strecken bzw. die Liénge von PQ, L(P, () die Verbindungsgerade. Fiir Punkte
P, @, R mit Q % R bezeichne Z(P; Q, R) den Kreis vom Radius QR um den Mittel-
punkt P, Z(P, z) bezeichne den Kreis vom Radius z um P.

An Dreikreisen sei stets g, die Mittelsenkrechte von BC, g, die Mittelsenkrechte von
CA, g, die Mittelsenkrechte von 4B, o, die Spiegelung an g, (z = a, b, ¢).

2. Satz tiber die Winkelsumme in Dreikreisen

Die getroffenen Festlegungen iiber das Vorzeichen der Zentriwinkel sichern die all-
gemeine Giiltigkeit der Beziehungen

et
at=a 45+ 5,
p=p+1+3 (1)
* LA
Pr=r+3+5

Abb. 3a begriindet das Auftreten der halben Zentriwinkel an den Ecken und stellt
den Fall §', ' > 0 dar, Abb. 3b zeigt den Fall §’, ' < 0, Abb. 3c den Fall g’ > 0,
¥’ < 0. Die logisch méglichen®ille, die in Abb: 3d und 3e dargestellt sind, konnen
wegen der Voraussetzung, daB die Dreikreise einfach gegchlossene Kurven sein sollen,
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a)
Abb. 3

nicht eintreten. (Will man diese Voraussetzung streichen, so mufl man, um den Satz
iiber die Winkelsumme zu retten, auch die Innenwinkel in naheliegender Weise als
vorzeichenbehaftet ansehen.)
Aus den Gleichungen (1) ergibt sich durch Addition unmittelbar der Satz iber die
Winkelsumme tn Dreikreisen:

In jedem Dretkreis vst die Gesamtsumme der Innen- und Zentriwinkel gleich n.

c

~IR_

} Abb. 4
A ¥ B
2

Da die gewShnlichen Dreiecke in der Menge der Dreikreise durch die Bedingung
«’ = B’ = 9’ = 0 charakterisiert sind, ergibt sich hieraus als Spezialfall der Satz
iiber die Winkelsumme in Dreiecken. Der entgegengesetzte Spezialfall besagt, da8
in einem Dreispitz (Abb. 1»7) die Summe der Zentriwinkel gleich -z ist. Als leichte
Folgerung erhilt man ferner, daB nur der mit drei Punkten versehene Vollkreis
(Abb. 1, 8) der Bedingung &« = f = y = = geniigt.

5 Beltrige zur Algebra 13
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Die bisherigen Betrachtungen lehren, da die Aufgabe, einen Dreikreis aus gegebenen
Stiicken zu konstruieren, dquivalent zur Konstruktion der (mehr symbolischen)
Figur Abb. 4 ist, sofern die zugelassenen Konstruktionsmittel die Konstruktion
eines Kreises aus zweien seiner Punkte und der Tangente in einem dieser Punkte
gestatten. Dabei ist in Abb.4 o.B.d. A. der Fall dreier positiver Zentriwinkel
gezeichnet.

3. Zur Untauglichkeit von Seitenlingen als Bestimmungsstiicke

In Verallgemeinerung von Zirkel und Lineal, Einschiebung usw. verstehen wir unter
algebraischen Konstruktionsmitteln solche, bei denen beziiglich kartesischer Koordi-
natensysteme die Koordinaten der konstruierbaren Stiicke Nullstellen von Poly-
nomen sind, deren Koeffizienten rational von den Koordinaten der gegebenen Stiicke
abhingen. Wir nehmen an, Dreikreise seien mit algebraischen Mitteln aus einem
hinreichenden und unabhéngigen System von Stiicken konstruierbar, zu denen die
als Punktepaar vorgegebene Lénge wenigstens einer Seite (0. B. d. A. ¢) gehért. Eine
solche Konstruktion mufl auch auf den Fall anwendbar sein, in dem die gegebenen
Stiicke einen gleichseitigen (d. h. a, b, ¢ von gleicher Linge) und gleichwinkligen
(d. h. « = B = y) Dreikreis determinieren. Ein solcher kommt nach dem Kongruenz-
satz von BIEBERBACH bei jeder Permutation von 4, B, C mit sich selbst zur Deckung.
Daher sind in diesem Fall auch die Zentriwinkel und damit die Seiten a, b, ¢ paarweise
*kongruent. Wihlt man die gegebenen Stiicke etwa so, daB sie den gleichseitigen und

gleichwinkligen Dreispitz determinieren, so ist &' =g’ =y’ = %—.Demnach wire
nach Ausfiihrung der Konstruktion zugleich der gemeinsame Radius » der drei
Seiten und ihre Liingeﬂ—I

3
durch eine nur noch rationale Operation eine Strecke der Lénge n konstruierbar.

als Punktepaar auf dem Papier reprisentiert, mithin

4. Klassifikation und Aufzihlung aller wesentlich verschiedenen Aufgaben,
einen Dreikreis aus je sechs Stiicken aus der Menge der Sehnen, Radien,
Innen- und Zentriwinkel zu konstruieren

Zur Reduktion der Zahl der ol 924 Fille und zur iibersichtlichen Aufzihlung

(6
" der wesentlich verschiedenen Fille verwenden wir folgende Prinzipien:

1. Auf Grund der trivialen Konstruierbarkeit eines Kreisbogens aus je zwei der drei
Stiicke Sehne, Radius, Zentriwihkel ist es sinnvoll, sich auf solche Aufgaben zu
beschrénken, bei denen von jeder Seite hochstens ein metrisches Stiick gegeben ist.
Beispielsweise wird Vorgabe von 7, und 8, mit Vorgabe von 7, (oder s,) und «’ identi-
fiziert. Wir klassifizieren primér nach der Zahl der gegebenen metrischen Stiicke,
d. h. nach der Zahl der Seiten, von denen ein metrisches Stiick bekannt ist. Dies
ergibt die Aufgabenklassen 1., 2., 3. (0. kommt nicht in Frage, da eine Figur, von
der nur Winkel gegeben sind, héchstens bis auf Ahnlichkeit bestimmt sein kann.
AuBerdem lassen sich wegen des Satzes iiber die Winkelsumme nur fiinf Winkel un-
abhingig voneinander vorgeben.)

2. Da bei Vorgabe eines Zentriwinkels die zusiitzliche Vorgabe des zugehérigen Radius
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Nr. der Bemerkungen zur Klassifikation und zu den gegebenen o. B. d. A.
Aufgabe Stiicken gegeben
1. fiinf (d. h. sechs) Winkel und ein metr. Stiick, dann egal, Tes 05 By ¥y &y B ¥
welches; keine weit. Unterteilg.
2.1. zwei Seiten vollstindig u. zwei weitere Winkel a, b, d. h.
gegeben Tas Tp &’y B/ und
211 Yy
2.1.2 o,y
2.1.3 o, B
2.14. o, Y
2.2. eine Seite vollstindig, c
ein metrisches Stiick von (0. B. d. A.) a und drei weitere
Winkel 3 o’
2.2.1. r, und
2.2.1.1. o By y
2.2.1.2. o B, B
2.2.1.3. P 4
2.2.1.4. B, v, B
2.2.2. ¢, 8; und
2.2.2.1. & Br ¥
2.2.2.2. o B B
2.2.2.3. o, Y, B
2.2.2.4.* B, v, B
2.3. je ein metrisches Stiick von o. B. d. A. a, b,
vier von o', f’ verschiedene Winkel, d. h. &, B, ¥, ¥ und
2.3.1. 855 3p
2.3.2 (wegen Symmetrie bzgl. a, b) o. B. d. A. 8gs Tp
2.3.3. Tar Th
3.1. drei metr. Stiicke u. drei Zentriwinkel a, b, c
3.2. drei metr. Stiicke, zwei Zentriwinkel, ein Innenwinkel a, b und
3.2.1. y, dann 8, schon bestimmt, es mu gegeben sein Ter ¥
3.2.2. o. B.d. A. x gegeben
3.2.2.1. Tey 06
3.2.2.2. ° 84 O
3.3. drei metr. Stiicke, ein Zentriwinkel, o. B. d. A. 7’y d. h. ¢ und
zwei Innenwinkel (x, § gleichwertig)
3.3.1. &, y und
3.3.1.1. 83, 8
3.3.1.2. 8gs Th
3.3.1.3.* Tas 8
3.3.1.4. Tar T
3.3.2. ¢, &, B und
3.3.2.1. 845 8p
3.3.2.2. (0.B.d.A) 85 T
3.3.2.3. Tar Td
34. je ein metrisches Stiick von a, b, ¢ und o B,y
3.4.1. 80, abr Cc
3.4.2. 835 80> T
3.4.3.% Tar To» 8¢
3.4.4. Tar Ths Te

b*
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bzw. der zugehdrigen Sehne trivial dquivalent sind, identifizieren wir jeweils diese
beiden Fille und klassifizieren sekundér nach der Zahl der Seiten, fiir die der Zentri-
winke] und ein metrisches Stiick (also die Seite bis auf Kongruenz) gegeben sind.

In der Tabelle auf S. 87 sind die drei nicht mit Zirkel und Lineal l6sbaren Aufgaben
durch einen Stern hinter der Nummer gekennzeichnet.

b. Skizze einiger Lisungen

Zu den einfachsten Aufgaben gehort 1. Nach Konstruktion der vollsténdig bekannten
Seite ¢ ergeben sich aus den bekannten Winkeln zwei von B bzw. 4 ausgehende
Strahlen als geometrische Orter fiir €, und der Einbau der Seiten a, b kann dann
jeweils auf der. Grundlage zweier bekannter Punkte und der bekannten Tangente
in einem dieser Punkte erfolgen. Die an die gegebenen Stiicke zu stellende Bedingung,
die die Losbarkeit sichert, erfordert hier nur die Existenz eines Schnittpunktes der
erwihnten Strahlen in der durch die gewihlte Lage und das gegebene Vorzeichen
von ¢ bestimmten Halbebene fiir C, d. h., es muB
g7
0< a4+ ) + ) <m,

0<ﬂ+%+%<n,

0<7+%+132—<n, @

a+B+y+a' +8 +y=n
gelten.
Bei kollinearer Lage von 4, B, C reicht ein metrisches Stiick nicht zur Determination
des Dreikreises aus. Demnach erhalten wir den folgenden zur Aufgabe 1. gehorigen
nerweiterten‘‘ Kongruenzsatz: .

Zu exnem belvebigen metrischen Stiick und beliebigen sechs Winkeln, die die Bedingungen
(2) erfiillen, gibt es bvs auf Kongruenz genau einen Drevkrevs mit den vorgegebenen
Stiicken.

Allgemein verstehen wir unter einem. erweiterten Kongruenzsatz einen solchen, der
nicht nur die Kongruenz je zweier Figuren aussagt, die in gewissen genannten
Stiicken iibereinstimmen, sondern auch unter moglichst allgemeinen Voraussetzungen
iiber die gegebenen Stiicke die Existenz solcher Figuren behauptet. Er 1a8t sich
unter Benutzung von Variablen z;, y;, y; fiir geometrische Objekte verschiedener
Art immer in der folgenden normierten Form aussprechen:

Fiir alle zy, ..., x, qilt (Wenn H'(z, ..., z,), 30 gibt e8 yy, ..., Y, 80 daf (H' (zy, ..., Ty,

Yiy oo Ym) und fiir alle vy, ..., Y mit H'(xy, ..., Tp, Y1, - -, Ypn) gibt €8 eine Bewegung

b mit b(y,) = yi und ... und blym) = Yn))-

Zum Beispiel konnte und sollte man den Kongruenzsatz ,,SSS* in der folgenden

schulgeméBen erweiterten Form behandeln:

a) Zu je drei Strecken a, b, ¢, die den Dreiecksungleichungen a <b +¢, b <c + a,
¢ < a + b geniigen, gibt es ein Dreieck ABC mit AB = ¢, BC = a und CA = b.

b) Je zwer Dretecke, die in den Seiten iibereinstimmen, sind kongruent.
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Zusatz: Aus je dret Strecken, die den Drevecksungleichungen geniigen, ist das demnach
bis auf Kongruenz eindeutig besttmmte Dreveck mit diesen Seiten auf folgende Werse
mat Zirkel und Lineal konstruierbar . ..

Eine Reihe von Dreikreisaufgaben ist nach der ,,Methode der géometrischen Orter*
l6sbar, z. B. 2.2.1.3. (gegeben ¢, 74, &, 7, f’). Nachdem man ¢ an beliebiger Stelle
konstruiert hat, ergibt sich als erster Ort fiir M, der Kreis Z(B, r;). Aus 4, «, §’
erhilt man einen Strahl als Ort fiir C und bei zunéchst beliebiger Wahl von C auf
diesem Strahl aus #’, y und 7, die jeweils zugehorige Lage von M,. Verschiebt man C
auf seinem Ort, so bewegt sich M, auf einem dazu parallelen Strahl, dem zweiten Ort
fiic M,. (Hat man M, so auch den zugehorigen Punkt C und dann leicht den gesuch-
ten Dreikreis.) Je nachdem, ob die beiden Orter fiir M, keinen, genau einen oder
zwei Punkte gemeinsam haben, gibt es keine, eine oder zwei Losungen der Aufgabe.
Dem Leser sei empfohlen, die Bedingungen dafiir in Bedingungen fiir die urspriing-
lich gegebenen Stiicke zu iibersetzen und den zugehorigen erweiterten Kongruenzsatz
zu formulieren.

Eine Reihe von Aufgaben JaBt sich mittels einer oder mehrerer Spiegelungen an
Mittelsenkrechten des Sehnendreiecks 16sen, z. B. 2.3.1. (gegeben s,, sy, «, 8, ¥, ¥').
Hintereinanderausfiihrung der Spiegelungen o,, ¢, an g, bzw. g, (Abb. 5) ist, da

Abb. 5

hierbei Bin 4 iibergefiihrt wird, eine Drehung um M um den Winkel 26 = < BMA,
wobei 6 = X ¢g,, gp = <X BCA = y* ist. Bei o, geht Strahl (B, 4) iiber in den in
Abb. 5 mit s bezeichneten Strahl und s bei o3 in den Strahl ¢’, woraus sich schlieflich
20 =n +y — (« + B + ¥'), mithin fiir y* der bekannte Winkel = Ty (;-+ﬂ +7)
ergibt. Aus p*, s, und s, ist nun das Sehnendreieck konstruierbar, in das man mittels
y', , B die Seiten c, b, a eintragen kann.

Wegen ihrer Verwandtschaft mit einer der nicht mit Zirkel und Lineal 16sbaren
Aufgaben ist 2.3.3. von Interesse (gegeben 7,, 1y, &, B, 7, ¥'). Da man aus r,, 7, und y
sofort die Strecke M, M, konstruieren kann, ist diese Aufgabe (Abb. 6a) dquivalent
zu der Aufgabe, ein Viereck aus drei Seiten und den der unbekannten Seite an-
liegenden Winkeln zu konstruieren (Abb. 6b). Die Losung der transformierten Auf-
gabe erhilt man wie folgt: Ausgehend von r, = BM, erhilt man den Kreis Z(M,;
M,, M,) als ersten Ort fiir M, und durch den bekannten Winkel bei B einen Strahl
als Ort fiir A. Aus dem bekannten Winkel bei A4 ergibt sich zu jeder zunichst will-
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kiirlichen Wahl von 4 auf diesem Strahl eine zugehérige Lage von M. Bewegt man
A auf seinem Ort, so bewegt sich M, auf einem hierzu parallelen Strahl, dem zweiten
Ort fiir M,,.

M,

a

1.0rt fur M,

MG
2.0rt far M,

6. Die Aufgabe 2.2.2.4.

Gegeben sind s, s, 8, ¥, #’, ¥'. Daher ist der Dreikreis konstruierbar, sobald man
das zugehorige Sehnendreieck kennt. Die Analysisfigur Abb. 7a zeigt, daB man die
Aufgabe, das Sehnendreieck zu finden, als Aufgabe D formulieren kann, ein gew6hn-

liches Dreieck aus zwei Seiten 4B, BC und der Differenz 8 der Winkel bei B und C

zu konstruieren. (6 = y* — p* ergibt sich in unserem Fall als %— +y—p— % aus
den gegebenen Winkeln.)
c
A B
a)
Abb. 7

Wire die Aufgabe D mit Zirkel und Lineal 16sbar, so auch im Fall 4B = BC. In
diesem Fall wiire daher (mit den Bezeichnungen von Abb. 7b) aus einem beliebig
gegebenen Winkel 4 der Winkel g = £ —3 2

Aufgabe D ist dquivalent zu einem Spezialfall der Aufgabe TPK, die gemeinsamen
Tangenten an einen gegebenen Kreis und eine durch Brennpunkt und Leitlinie
gegebene Parabel zu legen (deren Unlésbarkeit mit Zirkel und Lineal also ebenfalls
auf die als bekannt angenommene Unlésbarkeit der Dreiteilung beliebiger Winkel

konstruierbar.




Konstruktion von Kreisbogendreiecken 1

zuriickgefiihrt ist): Die Aufgabe, bei gegebenem 4 und B den Punkt C so zu finden,
daB BC die gegebene Linge und die Differenz der Winkel den gegebenen Wert 4
hat, ist offenbar gleichwertig der Aufgabe, die Mittelsenkrechte g, zu finden. g, ist

§ - . 8, i 5
einerseits Tangente an den bekannten Kreis Z (B, 5" , spiegelt andererseits den

Strahl (C, A) auf einen Strahl (B, A*), der mit Strahl (B, A) den bekannten Winkel 8
einschlieft (Abb. 8). Die letztere Bedingung wird bekanntlich gerade von den
Tangenten derjenigen Parabel erfiillt, die 4 als Brennpunkt und L(B, 4*) als Leit-
gerade hat. Demnach ist die Aufgabe D dquivalent zu demjenigen Spezialfall von
TPK, in dem der Mittelpunkt des Kreises auf der Leitlinie der gegebenen Parabel
liegt. Ubrigens ist TPK und damit auch D bzw. 2.2.2.4. zeichenpraktisch sehr gut mit
einem rechtwinkligen Dreieck zu l6sen. Bewegt sich der Scheitel des rechten Winkels
so auf der Scheiteltangente der Parabel, dal der eine Schenkel durch den Brennpunkt
gleitet, so durchléuft der andere Schenkel die Tangenten der Parabel (Lambertscher
Parabelsatz). Durch Verschieben des Zeichendreiecks findet man mit guter Genauig-
keit diejenigen Tangenten, die gleichzeitig Tangenten an den gegebenen Kreis sind.

Abb. 8

Wir wollen uns noch mit der interessanten Determination der Aufgabe D beschiftigen.
In einem Dreieck A BC hiangt (beziiglich in Dreiecken iiblicher Bezeichnungen) y bei
festem c und a stetig von ab Fiir @ < cist y(8) monoton fallend, und zwar 7(0) ==,
p(r) =0beia <c, pB) =
genau ein By mit y(8,) = fo + _6. (Beia =cmuB 6 < ? sein, andernfalls gilt dies
fiir 6 < #.) Von den im allgemeinen vier gemeinsamen Tangenten von Kreis und
Parabel ergeben in diesem Fall zwei die bei festem 4 und B spiegelbildlichen Lagen
von C, wihrend die beiden anderen den Punkt A4 nicht auf die durch den Winkel §
gegebene Halbgerade der Leitlinie spiegeln. Im Fall ¢ < a liegen bei festem 4, B
die Scheitel C' mit festem < BCA auf einem Kreisbogen iiber der Sehne 4B, dessen
Zentriwinkel gréBer als n ist. Die Scheitel C' mit festem BC liegen auf einem Kreis

um B (Abb. 9). Daher gibt es zu y, < y; (sin = %) zwei Werte 8 mit p(8) = y,,

bei @ = ¢ sogar lmear Daher gibt es zu festem 4

zu po = 7y, genau ein solches f und zu p, > 9, kein f. Da ferner in diesem Fall
(0) = y(x) = 0 ist, ist die Funktion y(8) im Intervall [0, ;] monoton wachsend und
im Intervall [8,, 7] monoton fallend. Abb. 10 macht plausibel, daB es in diesem Fall
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fiir hinreichend kleine & zwei verschiedene Winkel 8, mit y(8,) = B, + 0 geben kann.
Dies 148t sich durch die Konstruktion der gemeinsamen Tangenten zu entsprechend
gelegenen Kreisen und Parabeln verifizieren.

Ort fur C

Abb. 9

Abb. 10

>
N[
R
) /

7. Die Aufgaben 3.3.1.8. und 3.4.3.

Gegeben seien 7, 8, ¢, &, ¥y (Aufgabe 3.3.1.3., Abb. 11). Durch Spiegeln an g, geht
ko = Z(M,, r,) in einen Kreis kg iiber, der nach willkiirlicher Plazierung der bekann-
ten Seite ¢ aus der Kenntnis von «, y konstruiert werden kann. Die Aufgabe ist im
wesentlichen gel6st, wenn man C, d. h., wenn man g, kennt. g, ist einerseits Tangente

an den bekannten Kreis Z {4, %), spiegelt andererseits B in einen Punkt B* auf k3.
Wir benutzen den bekannten Satz

Drie Menge aller Qeraden, die B auf einen Punkt von k§ spiegeln, ist die Schar aller
Tangenten evner Hyperbel mit den Brennpunkten B, M} (= a,,(Ma)) und 2a =1,
(d. h. dem Richtkreis k3), falls B auferhalb von k§ liegt; die Schar aller Tangenten einer
Ellipse mit den Brennpunkten B, M} und dem Richtkreis k3, falls B innerhalb des

Richtkreises liegt; insbesondere die Schar aller Tangenten des Kreises Z (M 2, %) , falls

B= M? ist.

Demnach ist die Aufgabe 3.3.1.3. dquivalent zur Aufgabe TKK, die gemeinsamen
Tangenten eines Kreises und eines durch Brennpunkte und Richtkreis gegebenen
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Kegelschnittes zu konstruieren. Zeichenpraktisch 1a8t sich diese Aufgabe wiederum
sehr gut mit einem rechtwinkligen Zeichendreieck 16sen. Gleitet sein Scheitel auf dem
Hauptscheitelkreis und sein einer Schenkel durch einen Brennpunkt, so durchliuft
der andere Schenkel alle Tangenten des Kegelschnittes, insbesondere diejenigen, die

gieichzeitig Tangenten an den gegebenen Kreis Z (A, 82—") sind.

Abb. 11

Die Aufgabe TKK ist dual zur Aufgabe, die Schnittpunkte eines Kreises und einer
Ellipse/Hyperbel/Parabel zu konstruieren. Auf die letztere Aufgabe (und damit
durch einfache Umdeutung der Punktkoordinaten in Geradenkoordinaten auch auf
TKK) lassen sich nach dem Satz von SmitH und Kortum ([1], pp. 1561. und dort
angegebene Literatur sowie [13], pp. 285ff.) alle Aufgaben dritten Grades mit Zirkel
und Lineal reduzieren. Daher ist die Aufgabe TKK und damit die Aufgabe 3.3.1.3.
nicht allgemein mit Zirkel und Lineal losbar.

Nachtriglich erkennt man, daB diese Begriindung auch zur Unl6sbarkeit der Auf-
gabe 2.2.2.4. reicht. Jedoch ist die in 6. angegebene Reduktion der Winkeldrei-
teilung auf den Fall TPK der Aufgabe TKK neu und durch ihre Einfachheit iiberaus
reizvoll. Leider ist es trotz langer Bemiihungen nicht gelungen, eine dhnlich schone,
rein geometrische Reduktion einer bereits als mit Zirkel und Lineal unlésbar bekann-
ten Aufgabe auf die Fille Ellipse/Hyperbel der Aufgabe TKK zu finden.

Zum Nachweis der Unl6sbarkeit der Aufgabe 3.4.3. mit Zirkel und Lineal zeigen wir,
daB diese Aufgabe dquivalent zum Fall Ellipse der oben behandelten Aufgabe TKK
ist. Gegeben sind 7, 73, 8., &, B, . Wie bei Aufgabe 2.3.3. ist aus 7,, r, und y sofort
die Strecke M,M, konstruierbar, und wie dort erkennt man, daB 3.4.3. dquivalent
zur Aufgabe ist, ein Viereck zu konstruieren, von dem aber diesmal alle vier Seiten
und die Differenz 8 zweier benachbarter Winkel gegeben sind (Abb. 12a). Diese
Vierecksaufgabe bezeichnen wir mit V, und in unserem Fall ist die Differenz é =« — §
derWinkel bei 4 und B bekannt. Umgekehrt kann jeder Fall der Aufgabe V als Auf-
gabe 3.4.3. interpretiert werden, wenn nur fiir die beziiglich der Lage der Winkel,
deren Differenz bekannt ist, als 7,, 7, und M, M, zu deutenden Viereckseiten die Un-
gleichung M, M, < r, + r, erfiillt ist. Durch Spiegelung an der Mittelsenkrechten
g. geht 4 in B und M, in einen Punkt M} iiber, der durch M¢B = r, und < M, BMy
= ¢ charakterisiert ist. Daher 148t sich die Figur M,BM} aus den gegebenen Stiicken
sofort zeichnen, und die Auffindung des Punktes 4 (oder M), der das Viereck
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fixiert, ist d&quivalent zur Auffindung der Mittelsenkrechten g,. Diese ist einerseits
Tangente des Kreises Z | B, l;—‘- , andererseits Tangente der Ellipse mit den Brenn-

punkten M,, M} und der groBen Achse 2a = M, M, = MaPM;' (P Beriihrungs-
punkt, siehe Abb. 12b).

Abb. 12

Umgekehrt kann der Fall Ellipse der Aufgabe TKK immer als Aufgabe V und damit
auch als Aufgabe 3.4.3. gedeutet werden, sofern die grofle Achse der gegebenen
Ellipse kleiner oder gleich der Summe der Absténde r,, 7, der Brennpunkte vom
Mittelpunkt B des gegebenen Kreises ist. Erwdhnt sei abschliefend, dal die Aufgabe
V u. a. im Spezialfall § = 0 mit Zirkel und Lineal 16sbar ist. Dies entspricht dem
Fall o« = f der Aufgabe 3.4.3. bzw. dem Fall der Aufgabe TKK, wo der Mittelpunkt
des Kreises zu den Brennpunkten der Ellipse kollinear ist.
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