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Erzeugung isophotischer Streifen bei geometrischer
Zentralbeleuchtung zweiter Art, wenn die Leitkurve eine Gerade ist

ERHART BOHNE

0. Einleitung

Besitzt im B2 jedes Flachenelement eines orientierten Streifens (r(u), n(u))l) mit der
Leitkurve = r(u) und dem Normalenvektor n = n(u) bei geometrischer Beleuch-
tung die gleiche Beleuchtungsstirke, so heifit dieser Streifen ein isophotischer Streifen.
In [2] wurde von E. BoaNE ein Verfahren zur Erzeugung isophotischer Streifen bei
geometrischer Parallelbeleuchtung und Zentralbeleuchtung erster und zweiter Art
mit einer Lichtquelle angegeben, wenn die Leitkurve des zu erzeugenden Streifens,
eine feste Beleuchtungsstirke und die Lichtquelle gegeben sind.

Nachfolgend wird das Beleuchtungskegelverfahren zur Erzeugung isophotischer
Streifen bei geometrischer Zentralbeleuchtung zweiter Art (Beriicksichtigung des
Abstands der Lichtquellen von den Aufpunkten der Flichenelemente) verwendet.
Die Leitkurve ist eine Gerade. Mit der Methode der konstruktiven Geometrie werden
unter Beriicksichtigung der Lagebeziehungen zwischen Lichtquelle und Leitgerade
sowie beliebig vorgegebener Beleuchtungsstirken Aussagen iiber die Existenz, Anzahl
und Art der zu erzeugenden isophotischen Streifen hergeleitet und Konstruktionen
zur Ermittlung der Streifenerzeugenden und Streifenbegrenzungen angegeben. Ein
interessantes Resultat der Erzeugung isophotischer Streifen bei Zentralbeleuchtung
zweiter Art ist eine Schar trizirkularer algebraischer Kurven sechster Ordnung, auf
denen die Streifenbegrenzungspunkte isophotischer Streifenstiicke liegen. Diese
Kurven haben offensichtlich auch physikalisch-lichttechnische Bedeutung.

Nach [2] wird jedem Flichenelement (P, vr) und jeder Lichtquelle Q; (3 P) eines
isophotischen Streifens genau ein Beleuchtungskegel (P, 1=UPQy), v= <X (, r))
mit Q7 als zentrale Lichtquelle, ! als Kegelachse und y als halber Offnungswinkel des
7
2 .
der Normalen n des Fliachenelements und dem Lichtstrahl ! ist, der das Flichen-
element in P trifft. Bei Zentralbeleuchtung zweiter Art éndert sich der halbe
Offnungswinkel y des Beleuchtungskegels @z, lings eines isophotischen Streifens

im allgemeinen bei konstanter Beleuchtungsstirke 8, = 0(::20) mit a = |[PQ;|| &= 0

geraden Kreiskegels zugeordnet. Dabei gilt y + ¢ = =, wenn ¢ der Winkel zwischen

stetig, und alle Kegelachsen gehéren dem Biindel (Q;) der orientierten Lichtstrahlen
an. )

1) Vgl. etwa W. BLASCHKE [1] oder K. STRUBECKER [6].
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1. Erzeugung isophotischer Streifen tiir b, = 0

Wir betrachten zunichst den Fall, daB die Lichtquelle @, mit der Leitgeraden ¢
inzidiert. Ist b, > 0 und damit der Beleuchtungswinkel y > 0, so liegt die Kurven- -
tangente ¢ = g der Leitlinie g fiir jeden Kurvenpunkt P im Innern des zugehorigen
Beleuchtungskegels ®zx. Damit gibt es durch keinen Punkt P von g ein Flichen-
element der konstanten Beleuchtungsstirke b, > 0 als Tangentialebene an ® gy
durch die Spitze P, welches zugleich die Kurventangente ¢ enthilt. Bei y = 0 ent-

arten alle Beleuchtungskegel, und die Streifenerzeugenden fallen mit g zusammen.
Also gilt

Satz 1. Inzidiert die Lichtquelle Q; bev Zentralbeleuchtung zweiter Art mit der Leit-
geraden g, 8o existieren zu g dann und nur dann isophotische Streifen, wenn die Beleuch-
tungsstirke by = 0 1st. Jeder unbegrenzte planare Streifen mit g als Leitgerade ist cin
18ophotischer Strevfen dieser Beleuchtungsstirke.

Im folgenden wird der Sonderfall, daB @, mit ¢ inzidiert, ausgeschlossen. Dann
spannen g und @, stets eine Verbindungsebene &(gQ;) auf. Durch ¢ wird aus dem
Biindel (Q;) ein Lichtstrahlenbiischel {Q;} herausgeschnitten, dem alle Achsen der
Beleuchtungskegel der Leitkurvenpunkte von g angehdren. Ist fiir die Erzeugung
isophotischer Streifen lings g die Beleuchtungsstiirke b, = 0 gegeben, so entarten
alle Beleuchtungskegel mit ¢ = 0, und die erzeugten Ebenen der Flichenelemente
isophotischer Streifen fallen mit ¢ zusammen.

Satz 2. Ist g Leitgerade und inzidiert die Lichtquelle Q; nicht mit g, so existiert fiir
by = 0 ldngs g bev Zentralbeleuchtung zweiter Art genau ein unbegrenzter planarer
1sophotischer Streifen.

2. Erzeugung isophotischer Streifen fiir b, = 0

Bei Zentralbeleuchtung zweiter Art mit der Lichtquelle @, liegen die Trigerpunkte P
(= @z) aller Flichenelemente gleicher Beleuchtungsstirke b, im abgeschlossenen

Gebiet der Beleuchtungssphire (QZ, ‘/5—1) Der Schnitt der Beleuchtungssphire
2
@y, mit der Ebene _e_(gQ,) liefert fiir den betrachteten Fall das abgeschlossene

Kreisgebiet kB( 2 l/i)l), in dem die Triger von Flichenelementen der festen

. O2
Beleuchtungsstirke b, == 0 liegen. Hieraus folgt sofort

Satz 3. Schneidet oder beriihrt eine nicht durch Q, gehende Leitgerade g den Beleuch-
tungskreis kp, so gibt es auf g bev Zentralbeleuchtung zweiter Art Trigerpunkte P von
Fléchenelementen der Beleuchtyngsstirke b, == 0.

Beriihrt g den Kreis kp in einem Punkt Py, so existiert genau ein g enthaltendes
Flichenelement der Beleuchtungsstirke b, (== 0).

7y ist die g enthaltende und zu & orthogonale Tangentialebene an die Beleuchtungs-
sphire in Pr. Schneidet g den Beleuchtungskreis kp in zwei Punkten, so gibt es in
einer Umgebung des Mittelpunktes Py, der Sehne auf g stets oo! Triigerpunkte erster
Art mit genau zwei Flichenelementen der Beleuchtungsstirke b, (<= 0), die ¢ ent-
halten und den zugehérigen Beleuchtungskegel beriihren. Als Schnitt dieser Tan-
gentialebenen mit dem Beleuchtungskegel erhilt man die Streifenerzeugenden e, 4.
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Satz 4. Bev Zentralbeleuchtung zweiter Art qibt es auf einer Leitgeraden g ﬁir_B,' +=0

und Qz ¢ g genau ein Kurvenstiick mut Trigerpunkten erster Art, wenn 0 < ||[PQg|| < bl

2
gilt. Somit exustieren lings des Kurvenstiicks genau zwet 18ophotische Strezfenstucke der
Beleuchtungsstiirke b,.

Von Bedeutung sind die Begrenzungspunkte der'lsophotischen Streifenstiicke auf g.
Das sind Triagerpunkte zweiter Art mit genau einem Fliachenelement der gegebenen
Beleuchtungsstirke b,. Diese Flichenelemente gehoren beide isophotischen Streifen-
stiicken an. In Tragerpunkten zweiter Art beriihrt die Kurventangente den zugehori-
gen Beleuchtungskegel, und die doppelt zu zéhlende Streifenerzeugende fallt mit ¢
zusammen. Es sei (O; z,, x3) ein kartesisches Normalkoordinatensystem -in der
Ebene £(g@Qz) mit @z(0, 0) = 0. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit habe die Leit-
gerade g die Gleichung r = r(u) = 1y + wa mit Richtungsvektor @ = (1, 0)T und
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Abb. 1

ro = (0, 2,)T. Fiir die Trigerpunkte zweiter Art einer Leitkurve iéophot—ischer
Streifen gilt cos? « = cos?y, wobei & = < (I, ¢) ist. Mit r%(u) = 23 + 23 = a? ist
-g—f—i. Ferner ist cos? p = 1 — b2at = 1 — b3(x2 + 22). Also gilt

Ba2 +a2® —22=0 mit b, = 0. | (1)

Diese algebraische Kurve sechster Ordnung ist in Abb. 1 dargestellt. Sie gehért zu
der Familie der Rosenkurven und fand bisher keine Erwihnung.!) Die trizirkulare
Kurve (1) liegt im Inneren des durch b, = konstant bestimmten Beleuchtungs-

kreises kg (Q,, |/ 7 ) Sie besltzt den Doppelpunkt Qz = Oals Symmetnepunkt und.
2

cos? x =

1) Vgl. etwa G: Lorza [5], S. 305, J. Kramzs [4], S. 210, oder K. Frapr [3].



B8 ERHART BOENE

hat dieKoordinatenachsen als Symmetrieachsen. Der Schnitt einer zur z,-Achse paralle-
len Leitgeraden g mit der Kurve (1) liefert die Begrenzungspunkte der erzeugten
isophotischen Streifenstiicke. Die zu diesen Punkten zweiter Art gehérenden Streifen-
ebenen enthalten die Leitgerade g und haben orthogonale Lage zur z,,z5-Ebene.

Satz 5. Bei paralleler Lage der Leitgeraden g zur x,-Achse und Zentralbeleuchtung
zwetter Art mit Qz = O und b, == 0 18t der Ort fiir die Trigerpunkte zweiter Art als
Begrenzungspunkte vsophotischer Streifenstiicke die algebravsche Kurve (1), welche dem
Beleuchtungskreis ky etnbeschrieben vst.

Eine punktweise Konstruktion der algebraischen Kurve sechster Ordnung ist mog-
lich. Man konstruiert zu den Punkten auf der z3-Achse im Intervall (O, 1/5—1) die

2
Beleuchtungskégel und betrachtet eine der beiden Kegelerzeugenden des wahren

Unmrisses als Leitgerade g (Abb. 1). Der LotfuBpunkt P, des Lotes von Q; = O
auf g ist Mittelpunkt des Leitkurvenstiicks erster Art, von dem P, (= Anfangspunkt)
konstruiert werden kann. Durch Rotation 7(Q;, —¢ bzw. 7 — ¢) von g erhilt man g,
und g, paralle]l zur z,-Achse. Dabei wird die Tridgerstrecke PPy der isophotischen
Streifen auf die Bildstrecken P4 P} und P%P% abgebildet, und die Bildpunkte von P,
und Py sind Punkte der Sektrix (1). Fiir b, = 0 entartet die Kurve (1) zu der reellen

Doppelgeraden zg = 0. Inzidiert g mit @Q,, so schrumpft die Strecke P,Pz zum
Punkt @, zusammen.

3. Analytische und konstruktive Darstellung der isophotischen Streifen

Die erzeugten isophotischen Streifen sind lings g gegeben, wenn in jedem Leitkurven-
punkt P die Tangente ¢ und die Streifenerzeugenden e, , als Schnitt des Beleuch-
tungskegels (P(u), UQzP), w(u)) der gegebenen Beleuchtungsstirke b, (3= 0) mit den
die Kurventangente ¢ enthaltenen Tangentialebenen analytisch oder durch Kon-
struktion bestimmt sind.

Mit a; = (0, az(u), azw)T =q — 1, —ua, ay =1, t=a=(0,1,0T und
cos®y = ¢f = 1 — bi(u? 4 23)? gilt fiir die Formenmatrix der Beleuchtungskegel
nach [2] (6)

/ —c310 o
M= O a%y(u) — c3 i azs(u) azs(u) mit ¢+ 0. (2)
0 | an(w)an()| aw) — d

Wegen a} = 1 ist 6; = az(u) - w, und das quadratische System (9) von
[2] hat die Gleichungen Vur + <

M Pax: —ciai + (af — ) 23 + (a%3 — ) 2§ + 2az:025737; = 0,

(IL) 7 (a3 — ¢3) 22 + azoaz373 = 0, (3)
(L) Pgky: @+ +ai=1

n(u) ist die Polarebene der Leitkurventangente #(u) beziiglich des Beleuchtungs-
kegels @ gy (u) und Pgg, die Einheitskugel. Die Losungen des Gleichungssystems sind
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die Erzeugendeneinheitsvektoren der isophotischen Streifen. Es gilt

-

am=@

2 2 \T
T % _gi) (3 _ gl 22 QT da
Cxize Va3s(c3 — a3s) — (c} — abn) c, Eins )
mit k=1, 2.

Die Normalvektoren fiir die erzeugten isophotischen Streifen (r(u), N,,(u)) erhélt man
mit dem Kreuzprodukt

Ne = Nyw) = [t(w), ex(w)]  (k=1,2).

Das Kreuzprodukt verschwindet in den Trigerpunkten zweiter Art, den Begrenzun-
gen der isophotischen Streifenstiicke. Wegen N, (u) = (0, 0, —1)T gilt &(u) = Aey(u)
mit A = 0.

Die Vektoren e;(u) sind zugleich die Erzeugendenvektoren der zu den isophotischen
Streifen adjungierten Regelflichen ®, = ®,(u, v) = r(u) + ve(u) (k = 1, 2), die die
erzeugten isophotischen Streifen als isophotische Flichenstreifen tragen.

Abb. 2 (Anstelle von e, = e;, = m; muB es richtig heiBen: ej; = ef; = n7!)

In Abb. 2 ist die Konstruktion zur Klassifizierung der Punkte der Leitgeraden und
der Streifenerzeugenden ausgefiihrt. Nach Konstruktion des Einheitskreises um @

und Vorgabe von b, (= 0) erhilt man =1- durch Inversion an kg und den Beleuchtungs- -
24 1 ;
kreis kp (Qz, a= 1/5—1-) - Mit ¢4, folgen y, g, cos ¢4,z und Py als Schnitt des Kreises.

2
iiber H,H, mit der zs-Achse. In Py 18t sich der zugehérige Beleuchtungskegel mit
v4,z als halben Offnungswinkel konstruieren, und g féllt mit einer der beiden in der
%y, 23-Ebene liegenden Kegelerzeugenden zusammen. Das Lot von Q; auf'g liefert Py
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P, und P sind Tragerpunkte zweiter Art. Fiir die im Inneren von P,Pg liegenden
Triagerpunkte erster Art lassen sich die Beleuchtungskegel in analoger Weise kon-
struieren. Die Bilder der Streifenerzeugenden erhilt man unter Verwendung der

zugehérigen Biindelpolarititen. Alle auBerhalb P,Pg liegenden Punkte auf g sind
Tréager dritter Art mit je zwei konjugiert komplexen Streifenerzeugenden; diese

haben fiir Realisierungen keine Bedeutung. Somit liegen auf ¢ lings P, Pz nach Satz 4
zwei isophotische Streifenstiicke, deren Streifenebenen in P, den grofBiten Schnitt-
winkel haben und in P, und Py zusammenfallen. Die adjungierten Regelflichen
durchdringen sich lings g.
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