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Gruppentheoretischer Aufbau affiner Riume einer beliebigen
Dimension > 2 auf der Grundlage von Schrigspiegelungen

ERHARD QUAISSER

Ankniipfend an BacHMANN [1] hat KLoTzEK in [6, 7] einen gruppentheoretischen
Aufbau der dquiaffinen Ebenen (d. h. der papposschen Ebenen mit Char == 2) durch
die Gruppe dquiaffiner Abbildungen gegeben, die von Schragspiegelungen erzeugt
wird. Durch KrorH erfolgte in [5] eine entsprechende Charakterisierung der rdum-
lichen dquiaffinen Geometrie (d. h. der dreidim. affinen Rdume iiber einem kommu-
tativen Korper der Char. = 2); erzeugende Elemente sind hier die Schrigspiegelun-
gen an Ebenen in Richtungen von Geraden. SchlieBlich gelang KLoTzEK in [8a]
die affinen Raume (iiber einem Kérper der Char. = 2) einer beliebigen Dimension
> 3 mit Hilfe des Schriigspiegelungsbegriffs aufzubauen. Eine Ubersicht iiber diese
und damit zusammenhingende Arbeiten wird in [9] und [10] gegeben.

Die Arbeit [8a, b] zeigte, daB bei einer Dimension = 3 auf die Giiltigkeit des pappos-
schen Satzes verzichtet werden kann und damit der Zusammenhang zwischen dem
Schrigspiegelungs- und Inhaltsbegriff keineswegs so eng ist, wie es in der ebenen
Geometrie den Anschein hatte. Das legte die Frage nach einer Darstellung desargues-
scher Ebenen auf der Grundlage von Schrigspiegelungen nahe. Diese wird in [16]
unter weitgehender Nutzung der Ausarbeitungen von Krorzex [7] und WERNICKE
[18, 19] gegeben.

In der vorliegenden Arbeit wird die grundlegende Frage untersucht, welche affinen
Ridume sich gruppentheoretisch auf der Grundlage von Schrégspiegelungen dar-
stellen lassen. Dabei wird eine einheitliche Beschreibung fiir 2- und hgherdimensio-
nale Riéume gewonnen, die durch die Arbeiten [6, 7, 18, 16] einerseits und [8a, b; 5]
andererseits nicht besteht. Naheliegenderweise werden Punkt- und Schrigspiegelun-
gen an Geraden zugrunde gelegt. Das vorgelegte gruppentheoretische Axiomensystem
unterscheidet sich in seiner Anlage wesentlich von denen der oben genannten Arbeiten.
Die gewonnene Darstellbarkeitsbedingung bedeutet fiir die ebene affine Geometrie
eine wesentliche Erweiterung des Darstellungsbereichs. Ferner werden einige offene
Fragen aus [9] und [10] beantwortet.

Die Geometrie der betrachteten affinen Riume und die Theorie der vorgelegten
Gruppen ist ineinander interpretierbar; es besteht eine volle Ubersicht iiber die
Modelle des gruppentheoretischen Axiomensystems. ’

Als Grundlage fiir die Formulierung eines einheitlichen inzidenzgeometrischen
Axiomensystems bot sich die Arbeit [12] von LENz an, in der Geradenaxiome der
affinen Geometrie einer Dimension = 3 gegeben und dabei nur die Grundbegriffe
Punkt, Gerade, Inzidenz und Parallelitit von Geraden verwendet werden.

Aus Platzgriinden konnen hier an einigen Stellen nur Ergebnisse angegeben werden. -
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Der Verfasser hofft, daB dennoch die Darlegung weitgehend auch ohne die Kennt-
nis der angegebenen Literatur lesbar sind.

Fiir freundliche Hinweise méchte ich Herrn Prof. KrLorzEK und den Kollegen der
von ihm geleiteten Potsdamer Forschungsgruppe danken.

1. Inzidenzgeometrie und Spiegelungen in affinen Riumen

1.1. Inzidenzgeometrisches Axiomensystem

Grundannahme. Gegeben ser eine Menge B = (A, B,C,...}, eine Menge
& = {a, b;c, ...} von Tetlmengen von B sowre eine bindre Relation || in &.

Die Elemente von R und & heiflen Punkte bzw. Geraden; fiir A € a benutzen wir die
iiblichen Sprechweisen. Man nennt a parallel zu b, wenn a || b; a 4 b ist die Vernei-
nung von a || b. Punkte einer Geraden heiflen kollinear. Man nennt a komplanar zu b
genau dann, wenn a || b oder a n b 5 0.

Inzidenzaxiome:

I1. Zu zwer verschiedenen Punkten A, B gibt es genau eine Gerade a mit A, B € a
(Axiom G,Ia in [12]).

Diese Gerade a wird Verbindungsgerade von 4, B genannt und mit AB bezeichnet.

Zwei Geraden mit genau einem gemeinsamen Punkt heiflen sich schneidend.

I2. Jede Gerade enthdlt wenigstens zwei Punkte (Axiom G,III in [12]).

13. Es gibt drev Punkte, die nicht kollinear sind.

14. Drie Relation || ist etne Aquivalenzrelation.

15. Zu jedem Punkt A und jeder Qeraden a gibt es genau evne Gerade b mit A € b
' und a || b (Euklidisches Parallelenaxiom, Axiom G,Ib in [12]).

Diese Gerade b heifit die Parallele zu a durch A und wird mit par (a, 4) bezeichnet.

16. Sind A, B, C nicht kollineare Punkte und a eine zu BC komplanare Gerade
mit a > A und ferner c eine zu AB komplanare Gerade mit ¢ > C, so ist a
komplanar zu c. .

Ein affiner Raum A ist nun ein System (B, @, ||), das der Grundannahme und den

Axiomen I 1—1 6 geniigt.

Das. Axiomensystem ist inhaltlich widerspruchsfrei — auch ohne Bezug auf die

Widerspruchsfreiheit der Arithmetik —, denn das bekannte Minimalmodell der

affinen Geometrie aus vier Punkten und sechs Geraden ist Modell.

Das Axiomensystem ist nicht unabhingig; so folgt z. B. aus I 5 und der Reflexivitit

der Parallelitit im Rahmen der iibrigen Axiome die Symmetrie fiir diese Relation.

Unabhéngigkeitsforderungen sind hier nicht von wesentlicher Bedeutung; als Axiome

wurden moglichst einfache Aussagen angestrebt und offensichtlich Entbehrliches

weggelassen.

Im Rahmen der iibrigen Axiome ist I 6 gleichwertig mit der Konjunktion der beiden

Aussagen ‘

IP. Sind A, B, C nicht kollineare Punkte, so gibt es einen Punkt D mat

. D¢ par (4B, 0), par (BC, A). (Parallelogrammaxiom; in [12] als Axiom

G,ITb nur fiir den Fall, daB card a = 2 fiir alle Geraden a.)

IT. Sind A, B, C nicht kollineare Punkte und E ein von B, C verschiedener Punkt
aus BC, so gibt es esnen Punkt D mit D € par (AB, C), AE. (Trapezaxiom;
Axiom G,IIa in [12].)
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Dies ist leicht einzusehen; iiberdies folgt IP aus IT, falls eine und damit jede Gerade
mehr als zwei Punkte enthélt.
Es gilt

(1.1) card a = card b fiir alle Geraden a, b.

1.2. Unterrdume

Eine Punktmenge U & R heit Unterraum genau dann, wenn fiir alle Punkte
A4, B, C € Umit 4 = Bgilt par (4B, C) & . Dann ist auch AB < U fiir alle Punkte
A, B # A ausUl. Diese Eigenschaft, die gew6hnlich zur Definition eines Unterraumes
benutzt wird, ist schwicher als die hier (wie in [12]) benutzte, und zwar gerade in
dem Fall, daB jede Gerade genau zwei Punkte enthalt.

Unter der Hiille einer Punktmenge 8 & ® — kurz 8 — wird der Durchschnitt
aller Unterraume verstanden, die 8 umfassen. B ist selbst Unterraum.

Fiir Unterrdume gilt der Darstellungssatz (vgl. [12], S. 25)

(1.2) Ist U Unterraum, 4 € 1 und B ¢ U, dann gilt Wu {B} = U par (4B, P)
pell
sowie die Abhingigkeitseigenschaft

(1.3) Ist U Unterraum, A ¢ Wund 4 € Wu (B}, sogilt B€ Nu {4).

Man nennt B(S P) unabhingig genau dann, wenn P ¢ B \ (P} fiir alle P € B;
und B(S N) heibt Basrs des Unterraumes 11 genau dann, wenn 8 unabhéingig und
¥ = 1 ist. Das Zornsche Lemma sichert die Existenz und Gleichmichtigkeit von
Basen fiir alle Unterrdume eines affinen Raumes. Als Dimension von U wird
card (B \ {P}) mit P € B verstanden.

Die Geraden sind eindimensionale Unterriume. Als Ebenen werden zweidimensionale
Unterrdaume erklart. Es gilt: ¢ S B st Ebene genau dann, wenn & nicht kollineare
Punkte A, B, C mit e = (A, B, C} enthilt.

Nach (1.3) besitzt auch jedes andere Tripel nicht kollinearer Punkte einer Ebene
diese Eigenschaft. Die durch ein nicht kollineares Tripel von Punkten 4, B, C be-
stimmte Ebene wird kurz mit ¢(4, B, C) bezeichnet.

H < R heillt Hyperebene des affinen Raumes genau dann, wenn H Unterraum ist
und es einen Punkt P € B\ H mit H v {P} = P gibt. Die Existenz von Hyper-
ebenen folgt nicht aus dem Axiomensystem; sie wird durch das Zornsche Lemma
gesichert.

SchlieBlich erkliren wir fiir zwei Unterrdume 11, 8 mit 1 < dim U < dim B folgende
Parallelitét :

ujB: & 2u jeder Geraden a S U gibt es evne Gerade b & B mit a || b.

Es gilt: Zu jedem Unterraum U (dim 1 = 1) und jedem Punkt A gibt es genau einen
Unterraum B der gleichen Dimension mit A € B und 11 || B ; wir setzen par (11,4):=B.

1.3. Affine Ebenen und Ridume einer Dimension = 3

Eine affine Ebene wird haufig als eine Inzidenzstruktur ausgegeichnet, die bekannten
ebenen Inzidenzaxiomen geniigt (siehe u. a. LENz [13], S. 135) und in der die Paralleli-
tiat von Geraden eine definierte Relation ist, ndmlich durch

(P) a|lbea=bvanb=240.
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Zur Einordnung dieser affinen Ebenen in den eingangs erkliarten affinen Raum-
begriff ist niitzlich

(1.4) a | b genau dann, wenn es eine Ebene e mita, b S egibtunda =bvanb =0
gult.

Wir zeigen nun

(1.5) Dre affinen Riume (B, @, |), in denen (P) gilt, sind genau die affinen Ebenen
(im Sinne von [13]).

Beweis. In P gibt es drei nicht kollineare Punkte 4, B, C (I 3); und P sei ein be-
liebiger Punkt aus . Da nun par(4B, P) 4 BC ist, gibt es nach (P) einen Punkt
Q € BC n par(4B, P), und demnach ist P € ¢(4, B, C). Daraus folgt bereits PR
= ¢(4, B, 0), d. h., der affine Raum ist zweidimensional, also eine Ebene. Uberdies
sind unter Bezug auf (1.4) die bekannten Inzidenzaxiome der ebenen affinen Geo-
metrie ([13]) erfiillt. — Umgekehrt geniigt offensichtlich eine affine Ebene (im Sinne
von [13]) den Forderungen I 1—1 6 sowie per definitionem (P).

Der Beweis zeigt, daB affine Riume (B, @, ||), in denen (P) nicht gilt, von einer
Dimension = 3 sein miissen. Weiterhin ist 1 (P) gleichwertig mit

(R) Es gibt Geraden a,b mita 4 bund anb = 4.

Diese Aussage (R) ist bei LENz [12] das Axiom G,IV. Das Axiom I 3 ist dann ent-
behrlich.

Man priift ohne Miihe nach, daf die affinen Réume mit 1 (P) genau die Inzidenz-
strukturen sind, die durch die Inzidenzaxiome (bis auf das Fano-Axiom) bei KLoTZEK
[8a, b] bestimmt sind. (Grundbegriffe sind hier Punkte, Geraden, Ebenen; die
Axiome sind an HiLBERT [9] und LENz [13,] orientiert.) In diesen Rdumen ist der
Satz von Desargues — kurz (D) — ableitbar; sie sind gerade die affinen Rdume
einer Dimension = 3 iiber beliebigen Kérpern.

1.4. Spiegelungen

Von wesentlicher Bedeutung ist, welche notwendigen und hinreichenden Bedingungen
sich aus der Existenz (und Eindeutigkeit) von Punktspiegelungen und Schrig-
spiegelungen an Geraden fiir den affinen Raum ergeben. Im Rahmen einer spateren
Prizisierung sind dies némlich notwendige Bedingungen fiir eine spiegelungsgeo-
metrische Darstellung eines affinen Raumes.

Wir erkliren in (B, @, ||): o ist eine Spiegelung an dem Punkt A bzw. eine Schrig-
spiegelung an der Geraden a genau dann, wenn o eine involutorische Kollineation von
P mit PP =P& P = Abaw. PP =P & P € aist.) In [8a, b] werden Punkt- und
Schrigspiegelungen als gewisse Mittelpunktsabbildungen eingefiihrt. (Dazu wird von
vornherein vorausgesetzt, daf die Ebenen Translationsebenen mit Fano-Axiom sind
und Hyperebenen existieren.)

Zunéchst bemerken wir

(1.6) . Ist o Kollineation von R, so folgt aus a || b stets a° || b°.

Wir wenden uns den Konsequenzen zu, die sich aus der Existenz von Punktspiege-
lungen ergeben. Bereits schwache Voraussetzungen ergeben nennenswerte Folge-
rungen, 80

" I8t o etne Spiegelung an A, so ist A € PP’ fiir alle Punkte P == A.

1) Durch spitere Ergebniése ist die Exponentialschreibweise fiir das Bild gerechtfertigt.
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Denn wire A ¢ PP?, dann miiBten sich — da A, P, P° nicht kollinear sind — die
Parallélen par(AP, P°), par(4AP°, P) nach I P in einen Punkt @ 3= A4 schneiden. Mit
(1.6) ergibt sich aber Q° = @ und damit @ = 4.

Weitere Sitze dieser Art sind:

Ist o etne Spiegelung an A und sind A, P, Q nicht kollineare Punkte, dann ist PQP°Q°
ein Parallelogramm mit sich tn A schneidenden Diagonalen.

Sind o, und o, Spiegelungen an A, und A, (= A,), so ist 0,0, eine nicht identische
Verschiebung, und es existiert nur eine Spiegelung an A,.

(Der Beweis, den LINGENBERG [14] in der Ebene fiir die zweite Aussage (unter etwas
anderen Begriffserkldrungen) gibt, 148t sich iibertragen.)

Im Hinblick auf die Zielstellung interessieren uns aber besonders Bedingungen, die
mit der Existenz von Spiegelungen an jedem Punkt dquivalent sind. Anhand der
obigen Teilergebnisse (und Resultate fiir die affine Ebene in [15]) erhédlt man

(1.7) Existiert an jedem Punkt exne Spiegelung, so gilt der kleine affine Satz von
Desargues (d) (d.h., jede Ebene ist eine Translationsebene) und die
Fano-Aussage (F) (d.h., in jedem Parallelogramm schneiden sich die
Diagonalen). Umgekehrt gibt es unter diesen Bedingungen an jedem Punkt A
etne und auch nur eine Spiegelung — im folgenden kurz mit o4 bezeichnet.

Fiir eine Dimension = 3 sind die bisherigen Erérterungen weit weniger ergiebig, da
der recht starke SchlieBungssatz (D) und damit erst recht die kleine desarguessche
Aussage (d) zur Verfiigung stehen.

Im weiteren setzen wir (d) und die Fano-Aussage (F) voraus. Dann gibt es zu je zwei
Punkten 4 und B genau eine Translation r mit A* = B, die kurz mit AB bezeichnet
wird, und iiberdies gibt es genau einen Punkt M mit AM = MB, den Mzttelpunkt

von (4, B) — kurz Mp(4, B). Mit der schon genannten Beziehung zwischen Punkt-
spiegelungen und Translationen ergibt sich dann

(1.8) Q st Bild von P bet der Spiegelung an A & A = Mp(P, Q) & apoy = 040g.

Entsprechend den Punktspiegelungen werden nun Schrigspiegelungen an Geraden
betrachtet; dabei geht es vor allem um zusétzliche (iiber (1.7) hinausgehende)
Bedmgungen, die fiir den affinen Raum entstehen. Diesbeziigliche Ergebnisse, ohne
von vornherein die kleine desarguessche und die Fano-Aussage vorauszusetzen,
enthalt [17].

(1.9) Ist o evne Schrigspiegelung an a und P irgendein Punkt, dann ist Mp (P, P°) € a.,

Beweis. Sei A = Mp(P, P°). Aus P4 = 4P° folgt P°A° = A°P nach (1.6) und den
Eigenschaften von ¢. Demnach ist A° = Mp(P, P°) = A und damit 4 € a. B

(1.10)  Ist o eine Schriigspiegelung an a und sind P, Q ¢ a verschiedene Punkte, fiir
die PQ komplanar zu a ist, so gilt PP° || QQ°.

Bei einer Schrigspiegelung o an a liegen also innerhalb einer Ebene & durch a die
Bilder in einer Richtung von den Originalpunkten aus (Spregelungsrichtung von o
beziiglich &).

Zur Vorbereitung des néichsten Satzes setzen wir fiir eine Schrégspiegelung ¢ an a
und einen Punkt 4 € a

= (P € B:Mp(P, P°) = 4).
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Von grundlegender Bedeutung ist nun
(1.11)  H, ist esne Hyperebene.

Beweis. Zunichst ist Hy n a = {4}, denn fiir P 5 4 aus a gilt Mp(P, P°) = P + A.
Ferner ist mit P auch P° aus H,. — Wir zeigen nun, daB PQ < H,, wenn P, Q ver-
schiedene Punkte aus H, sind. Sei R € PQ und 0. B.d. A. P ¢ a.

Nun enthilt (P, P?, Q} mit R und Q° auch die Punkte B’ und Mp(R, R°). AuBerdem

ist |P, P?, Q) @} na = {4} nach (1.10). Da Mp(R R°) in a liegt, muB nun R € H, sein.
Damit ist H, Unterraum. — SchlieBlich seien jetzt X Xe PBund B( A)€a beheblg

gewa.hlte Punkte und M = Mp(X, X°) und v = MA (Abb. 1). Aus XX* =
folgt X°(X)* = MA = XX* und daraus XX’ — X*(X*)°. AuBerdem gilt XX"
= X*(X)", so daB nun (X*)" = (X°)" und damit Mp(X, (X7)°) = Mp(X*, (X°)) =
ist. Also gilt X* € H,. Wegen M €a und B¢ H, ist X € par(4B, X*) S H, v [B}
und damit schlielich f = H, u (B}, d. h., H, ist Hyperebene.

Damit ist im wesentlichen eine Fragestellung aus [10] geklirt: Wihrend bei KLorzEk
[8a,b] in die Ableitung des gruppentheoretischen Axiomensystems aus einem
inzidenzgeometrischen das Zornsche Lemma eingeht, um die Existenz von Hyper-
ebenen und damit von Schrégspiegelungen zu sichern, wird dort bei der gegen-
laufigen Herleitung keine dem Auswahlaxiom gleichwertige Aussage der Mengen-
lehre benotigt. Aus der Existenz einer Schrigspiegelung an einer Geraden folgt aber
— wie nun (1.11) zeigt — bereits die Existenz einer Hyperebene.

Im folgenden Satz bedeutet (dp) den Parallelogramm-Desargues, d. h. die Aussage

Sind A,A4;A3 und B,ByB; Dreiecke und gy, gy, gs verschiedene Geraden mit gemein-
samem Punkt Ound A;, B; € ¢;, ¢ gi (¢ £ k; 7, k = 1, 2, 3) und sind ferner A,4, || B,B,
lgs und A;ds || ByBs || g1, s0 ist A4, || BB, (Abb. 2).

Sie ist natiirlich ein Spezialfall der desarguesschen Aussage (D), aber in Trans-
lationsebenen nicht ableitbar. (Ein Gegenbeispiel geht auf HaLL zuriick, siehe [4],
S. 142). Die Translationsebenen mit Fano-Aussage und (dp) sind die Moufang-
Ebenen (Char. = 2). Niaheres zur Einordnung enthilt [17].

Abb. 2
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Generelle und zur Existenz von Schrigspiegelungen an Geraden équivalente Be-

dingungen gibt

(1.12)  Exustiert zu je zwei sich schneidenden Geraden a und b evne Schrigspiegelung
an a mit b als Fixgerade, so gult der Schliefungssatz (dp) und dve Aussage (H):
Es gibt eine Hyperebene H mit b S H und a H+ H.
Umgekehrt gibt es unter der zusitzlichen Bedingung (dp) zu jeder Geraden a
und Hyperebene H mit a H H eine und nur etne Schrigspregelung an a mat
H als Fizhyperebene — dann kurz mit o bezeichnet — und gilt iiberdies
(H), dann gibt es zu je zwer sich schneidenden Geraden a, b evne Schrigspiege-
lung an a mit b als Fixgerade. ’

Beweis. Die Notwendigkeit von (dp) besteht nach [17]. Den restlichen Beweis er-
bringt (1.11). — Zur Umkehrung wird die gewiinschte Abbildung ¢ konstruktiv
geschaffen, indem man durch einen beliebig vorgegebenen Punkt X € ‘B die zu H
parallele Hyperebene H’ legt und X durch X4 = AX° mit {4} = H' n a festlegt.
Die Invarianz der Kollinearitat fiir diese Abbildung sichert in der Ebene der Schlie-
Bungssatz (dp).

1.5. Einiges zur Spiegelungsgruppe

Im folgenden betrachten wir nur affine Rdume, die den inzidenzgeometrischen
Bedingungen aus den Sitzen (1.7) und (1.12) geniigen, d. h. den Aussagen (d), (F),
(dp) und (H).

Es sei IT die Menge der Punktspiegelungen und I' die Menge der Schrigspiegelungen
an Geraden eines affinen Raumes A sowie S(A) die durch /7 und I'-(endlich) erzeugte
Gruppe (mit der identischen Abbildung als Einselement), die Spiegelungsgruppe des
affinen Raumes A. Fiir eine gruppentheoretische Darstellung affiner Rdume auf der
Grundlage von (Schrédg-) Spiegelungen ist wesentlich, Charakterisierungen der
inzidenzgeometrischen Grundbegriffe — hier Inzidenz von Punkt und Gerade sowie
die Parallelitit von Geraden — in der Spiegelungsgruppe aufzuzeigen. Man erklirt
dazu fiir a, b € S(A):

a|b: e a,b, ab tnvolutorisch.

(1.13)  Sei g, etne Schrigspiegelung an a. Dannist A € a genau dann, wenn o4 | o,.
Beweis. Sei 4 € a und X € P ein beliebiger Punkt sowie ¢ = 04 und ¢ = ;. Aus
XA = AXe folgt zunichst X°A = 4Xe. Wegen X°4 = AX°¢ ergibt sich daraus
weiter X’ = Xce, Damit gilt bereits ¢ | 0, denn ¢ = ¢ ist nicht méglich. — Der
Beweis fiir 4 ¢ a = g4 t 0, kann aus [8b] direkt iibernommen werden. i

Der nichste Satz zeigt den engen Bezug zwischen Schrigspiegelungen an Geraden
und an Hyperebenen. Dabei versteht man unter einer Schrigspiegelung o an der
Hyperebene H entsprechend den Erklarungen in 1.4. eine involutorische Kollineation
von ¢ mit P* = P & P € H. Unter den gegebenen inzidenzgeometrischen Voraus-
setzungen gibt es an jeder Hyperebene H und zu jeder Geraden a 4 H genau eine
Schrigspiegelung o mit PP’ | a fiir alle Punkte P ¢ H, kurz mit ¢% bezeichnet.

(1.14) Wenn A € a, 0 ist 0,08 = 0%., wobes H' = par(H, A).
Zur Beschreibung der Geradenparallelitdt wird entsprechend [8b] erklart
ook :©a|bAH| K.

(1.16)  Es qilt off || off genaw dann, wenn fiir alle Produkte o,0p mit P € g guit
olo,0p € IT & offay0p € I1.
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Beweis. Sei o || of und o 40P die Spiegelung an einem Punkt @; o. B. d. A. sei
K=H. Wegen Peg glbt es eine Hyperebene H' mit o,0p = 0%, so daB dann
og = 0¥0%, und damit ¢fog = 0%, und weiter Q € a, H' = par(H,Q) und g| a
nach (1.13) und (1.14) ist. Nun erhalten wir X0 0p = 0¥, = of's%.,, und das
letzte Produkt ist nach (1.14) eine Punktsplegelung

Umgekehrt folgt Bus o0,0p = 04 und off6,0p = 0p zunichst 4 € a, B € b und damit
0% = 0408 = ool = o fiir H' = par(H, A) und K' = par(K, B). Folglich ist
H =K' und a|| b, d. h. of,’]la,,

Wir bemerken noch

(1.16)  Das Erzeugendensystem IT u I ist invariant gegeniiber inneren Automorphis-
men der Spiegelungsgruppe S(A).

Dieser Satz ist dquivalent damit, daB fiir alle Punktspiegelungen o4, o5 und Schrig-
spiegelungen oy, o, die Produkte o7'0p0, und 6,00, Punktspiegelungen und die
Produkte 650304, 05100, Schrigspiegelungen sind.

Da die von den Schriigspiegelungen an Geraden erzeugte Gruppe bei einem unendlich
dimensionalen Raum die von den Punktspiegelungen erzeugte Gruppe nicht enthilt
(vgl. u.a. [10]), wird im folgenden gruppentheoretischen Aufbau von einem zwei-
teiligen Erzeugendensystem ausgegangen.

2. Gruppentheoretisches Axiomensystem

Wir setzen in der Grundannahme nur so viel voraus wie zur Formulierung der
Axiome bereits ausreicht. Als ersten Teil des gruppentheoretischen Axiomensystems
(den G-Axiomen) verwenden wir eine Ubersetzung der inzidenzgeometrischen
Axiome, die durch den Abschnitt 1.5. vorgezeichnet ist.

2.1. Grundannahme, G-Axiome und grundlegende Folgerungen

Grundannahme. Gegeben seien Mengen II = {4, B,C, ...} und I' = {x, B, y, ...}
und eine Halbgruppe S = [o, e, I v I'] mit Einselement e und Erzeugendensystem
IT u I'. Die Mengen II, I' seien nicht notwendig von der leeren Menge verschieden;
die Elemente von IT heiflen Punkte.

Fiir a, b € S wird erklart

a tnvolutorisch: & a =eAnaoa =e
a|b: < a,b, aob involutorisch;

gy ovos G | Byy Bt © A 05 | b;
5]

und ferner sei fiir x € I
() :=1{4: A elTrA|a}.

Diese Teilmengen aus IT heilen Geraden und werden auch mit g, &, ... bezeichnet,
 bezeichnet die Menge der Geraden. Weitere Festlegungen sind (motwnert durch 1.5.)

a||B:firalleyocCeSmitC|ygiltaoyoCell & foyolCell
gLk :© fiir alle x € I' mit (x) = g gibt es ein f mit o || B und (B) = h.
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G-Axiome.

G 1. Zu je zwei verschiedenen Punkten A, B gibt es ein Element x€I'mit A, B | «;
fiir A, B € IT und «, 8 € I' folgt aus A, B | &, 8 und A = B stets (x) = (f).

Fiir (x) wird dann auch (4, B) gesetzt.

G 2. Zu jedem Element € I gibt es verschiedene Punkte A, B mit A, B | «.
G 3. Es gibt A, B, C € I, so daf fiir ketn « € I' qilt A, B, C | .

Derartige Punkte werden wicht kollinear genannt.

Aus G 3 folgt card IT = 3 und weiter aus G 1, daB alle Punkte involutorisch sind und
I' &= 0. SchlieBlich hat G 2 zur Folge, daB} alle Elemente aus I' involutorisch sind
und (x) = @ fiir alle « € I" ist. Daraus folgt leicht

(2.1) S st etne von tnvolutorischen Elementen erzeugte Gruppe.

Bereits aus der Definition der Relation || in I" ergibt sich, daB sie eine Aquivalenz-
relation ist; damit besteht auch Reflexivitdt und Transitivitit fiir die Relation ||
in 8. Die Symmetrie folgt aus der Ubertragung der euklidischen Parallelenaussage
(I5) in &, so daB eine ébertmgung von I 4 fiir den gruppentheoretischen Aufbau
vollig entbehrlich wird. Auf Grund der Darlegungen im Abschnitt 1.5 ist als Axiom
gerechtfertigt

G 4. Zu jedem o« € I' und A € IT gibt es genaw ein Element (8) € & mit A | § und
() I (B) -

Damit gilt die euklidische Parallelenaussage (I 5) fiir || in . Wir setzen par(4B, C) fiir
die Gerade g €  mit C € g und (4, B) || g.

GP. Sind A, B, C € II nicht kollinear, dann gibt es evnen gemeinsamen Punkt D
von par(4B, C) und par(BC, A4).

GT. Sind A, B, C € II nicht kollinear und E etn Punkt aus (B, C) mit E + B,
dann gibt es etnen gemeinsamen Punkt D von par(4B, C) und (4, E).

Die durch 7, & und || vorliegende Inzidenzstruktur (11, &, ||) heit Gruppenraum von S
und wird mit A(S) bezeichnet.

Wesentlich fiir eine gruppentheoretische Darstellung affmer Réume (und hier sofort
einzusehen) ist der Satz

(2.2) Geniigt S der Grundannahme und den G-Axzivomen, so vst der zugehirige
Gruppenraum A(S) ein affiner Raum.

Weitere Axiome (sogenannte S-Axiome) werden aus der Forderung erwachsen, daB
IT und I gerade die Punkt- bzw. Schriagspiegelungen (an Geraden) im Gruppenraum
A(S) darstellen. Zuvor stellen wir noch einige Hilfssdtze bereit.

(2.3) o || B genau dann, wenn es zu jedem Punkt A € («) einen Punkt B € (f) mit
xA = BB gibt und umgekehrt.

(2.4) EsustIInI' = 0.

Beweis. Angenommen, es gibt Erzeugende 4 € IT und « € I' mit 4 = «. Dann
existieren nach G 4 und (2.3) eine Erzeugende § mit « || # und 4 | ﬂ sowie ein Punkt
B € (x) mit B = B4 ; offensichtlich ist B = g.

Aus () steht ein weiterer Punkt D zur Verfiigung (G 2) und dazu ein Punkt C € (8)
mit fC = «D. Damit ist D = D = «Cf = ACB = BAC = fDB. Wegen D + B
= B folgt daraus D | § und zusammen mit («) || (8) schlieflich (x) = (8) und damit
A | x. Dies widerspricht 4 = «. il . .
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Im weiteren sei
ab:=plab fiira,be€S.
(2.5) (a) Aus A, B |y folgt BA|y.
(b) Aus B | xA und B } « folgt BA & B.

2.2. Spiegelungen im Gruppenraum und S-Axiome
Auf Grund von (1.8) erwarten wir, daB fiir jede Erzeugende A € IT die Abbildung
A : IT - IT vermége P + P4

eine Punktspiegelung im Gruppenraum A(S) ist.
Wir zeigen, daB dazu die Giiltigkeit der folgenden beiden Forderungen nicht nur
notwendig, sondern auch hinreichend ist.

S1. Fiir alle A, B € IT ist BA € II.
S2. Fiir alle A € ITund B € I' ist (B)4 := (B4: B| B} € 8.

Die Axiome S 1 und S 2 sichern zunichst unmittelbar, daB 4 eine Kollineation in
A(S) ist. Allein mit dem zusitzlichen Axiom S 1 gilt

(2.6) Wenn B &= A, so 1st B4 &= A.

Beweis. Zunichst gibt es ein « € I' mit 4 | « und B }t « (nach G 1—G 3) und dazu
die Parallele g € I' zu « mit B | sowie C € (x) und D € (f) mit x4 = D und
«C = BB (Abb. 3). — Nach (2.5b) ist B¢ <= B.

AuBerdem gilt AC = AxaC = xAxC = DB = DB = DB. Wire B4 = A, so
wiirde B¢ = BA® — BPB und so mit B |8 (und D | 8) auch B° | g nach (2.5a) sein.
Erst jetzt machen wir von S 1 Gebrauch, danach ist B¢ ein Punkt. Wegen B® 4 B
ist C € (B, B®) = (B) und damit (8) = (), da («) || (8) und C € («). Das wire aber
ein Widerspruch zu B ¢ («). Il '

Jetzt ist einzusehen, dafl .

P=AsoP+=P

und 4 involutorisch ist. _
Damit ist bewiesen: Jede Abbildung A ust eine Punktspiegelung an A vm Gruppen-
raum A(S).

Der Satz (1.7) hat nun sofort zur Folge
(2.7) Im Qruppenraum A(S) gelten die Inzidenzaussagen (d) und (F).

(2.8)  Fiir jedes A € IT st A = o4 in A(S), d. h., die Abbildungen A sind genau die
Punktspiegelungen in A(S). .
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Wir wenden uns nun den zusitzlichen Bedingungen fiir S zu, unter denen fiir alle
« € I die Abbildung &: IT — IT vermége P+ P* eine Schrigspiegelung an («) ist.
Dafiir sind als zusétzliche Forderungen ausreichend (und notwendig)

S 3. Fiir alle « € IT und B € IT ist B®* € II.
S4. Fiir alle «, B € I st (B)* € &.

Auf Grund der Axiome S 3 und S 4 ist namlich & eine Kollineation in A(S).
Mit (2.4) ergibt sich leicht, daB

Pe(n)oP=P

und & involutorisch ist.

Demnach gilt: Jede Abbildung & ist eine Schrigspiegelung an (x) vm Gruppenraum
A(S).

Fiir A | « ist wegen P | x4 & P* = P4 nach (1.11) die Menge (xd4) = (P: P | x4}
eine Hyperebene im Gruppenraum A(S). Das sind im allgemeinen jedoch nicht alle
Hyperebenen in A(S), und damit sind die Abbildungen & nicht alle Schriigspiege-
lungen im Gruppenraum, wie folgendes Modell zeigt.

Es sei IT und I" die Menge der Punkt- bzw. der Schrigspiegelungen an Geraden im
dreidimensionalen affinen Raum iiber dem Kérper der reellen Zahlen; und I'y sei die
Menge jener Spiegelungen o¥ aus I, fiir die H zu einer Koordinatenebene beziiglich
eines vorgegebenen affinen Koordinatensystems parallel ist. Die durch IT und I,
erzeugte Gruppe S, geniigt den bisher vorgelegten gruppentheoretischen (G- und S-)
Axiomen. Aber die Mengen (x4) mit 4 | & sind nicht alle Hyperebenen in A(S,).
Mit diesem Modell ist eine andere bemerkenswerte strukturelle Eigenschaft bewiesen:
Aus der Grundannahme, den G- und den bisherigen S-Axiomen folgt nicht die Invarianz
des Erzeugendensystems IT u I' gegeniiber inneren Automorphismen von S. Diese In-
varianz bedeutet S 1 und S 3 sowie die Verschirfungen S 2’ (Fiir alle A € I, p € I
ist pA € I'.) und S 4’ (Fiir alle «, B € I" vst p* € I.). Sie wird oft — falls moglich —
bereits als Forderung in die Grundannahme aufgenommen. Das wire auch hier auf
Grund des Satzes (1.16) gerechtfertigt. Der hier vorliegende gruppentheoretische
Aufbau zeigt, daB dieser Forderung keineswegs eine besondere tragende Rolle zu-
kommen mufB. Im Modell gilt zwar noch S 2', aber nicht S 4'.

Das folgende (und letzte gruppentheoretische) Axiom sichert, da die Hyperebenen
(xA) mit 4 | x alle Hyperebenen in A(S) sind. Dazu wird in S erklirt: H < IT ist
S-Hyperebene genau dann, wenn es A, B € IT mit A ¢ H und B € H derart gibt,
daB zu jedem P € IT ein @ € H mit P € par(4B, Q) existiert.

S5. Fiir alle A € IT, « € I" und S-Hyperebenen H mit (x) n H = (A} gibt es genau
eine Erzeugende B € I so, daB () = (x) und (BA) = H.

Daraus folgt

(2.9) Fiiralle A € IT, x € I'und B € IT mit A | x und B }t « gibt es eine Erzeugende
B € I so, dafB (B) = («x) und B | pA.

Diese Aussage reicht zusammen mit den bisherigen gruppentheoretischen Axiomen
bereits fiir weitere wesentliche Ableitungen aus, so fiir

{2.10)  Im Grupepnraum A(S) gelten neben (d) und (F) die Inzidenzaussagen (dp)
und (H). (Zum Beweis siehe (1.12).)

8 Beltriige zur Algebra 12
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Das volle gruppentheoretische Axiomensystem sichert

(2.11)  Zu jeder Geraden g € & und S-Hyperebene H mitcard g n H = 1 gibt es genau
emn o € I'mit & = off und umgekehrt, d. h., die Abbildungen & sind genau die
Schrigspiegelungen vn A(S).

2.3. Hauptsitze

Zusammenfassend ergibt sich aus den bisherigen Darlegungen (siehe insbesondere
Sétze (1.7), (1.12), Abschnitt 1.5 sowie Satz (2.10)) der

Hauptsatz.

(a) Ist A evn affiner Raum mat den Eigenschaften (d), (¥), (dp) und (H), so geniigt die
Spiegelungsgruppe S(A) den gruppentheoretischen G- und S-Axiomen.

(b) Ist S eine durch die Grundannahme und die G- und S-Aziome ausgezeichnete
Gruppe, dann vst der Gruppenraum A(S) ein affiner Raum, in dem die Inzidenz-
aussagen (d), (F), (dp) und (H) gelten.

Unter den hier genannten Priamissen fiir A bzw. S und (1.16) gilt iiberdies der

Isomorphiesatz.
(a) A(S(A)) ist isomorph 2w A;
(b) S(A(S)) 7st isomorph zu S.
Im Fall (a) wird durch
P> opund g > {0p: 0p | 0¥}

fiir alle Punkte P und Geraden g aus dem affinen Raum A tatsichlich eine Bijektion
von A auf den Gruppenraum der Spiegelungsgruppe von A vermlttelt bei der beziig-
lich P € g und g || & Relationstreue besteht.

Die zweite Behauptung (b) ergibt sich vermdge

A+ o4 und & > ol¢P (mit 4 | &) firalle 4 € ITund « € I

Damit ist auch eine vollstindige Ubersicht iiber alle Modelle des vorgelegten
gruppentheoretischen Axiomensystems gegeben. Schlieflich ist die eingangs gestellte
Frage beantwortet, welche affinen Réume sich gruppentheoretisch auf der Grund-
lage von Punkt- und Schrigspiegelungen an Geraden darstellen lassen. Wenn sich
in einer solchen Darstellung die Erzeugenden A4 € IT und « € I" (genauer: die Ab-
blldungen A und &) als die Punkt- bzw. Schrigspiegelungen im Gruppenraum aus-
weisen — und dies ist semantisch eine ganz natiirliche Forderung —, so ist fiir die
gruppentheoretische Darstellung dve Giiltigkeit der affinen Sitze (d), (dp), (F) und (H)
nicht nur notwendrg, sondern auch hinreichend. Fiir die affinen Ebenen bedeutet dieses
Ergebnis im Vergleich zu den Arbeiten [6, 7, 18, 19] und [16] eine erhebliche Er-
weiterung des Darstellungsbereichs.
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