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Eine Verallgemeinerung des Regularitiitshegriffes bei p-Gruppen II

WoLFGANG BANNUSCHER

Einleitung

Der zweite Teil dieser Arbeit schlieBt direkt an [1] an. Die Numerierung der Para-
graphen und Sitze erfolgt durchlaufend. Die Bedeutung der Bezeichnungen sind
samtlichst [1] zu entnehmen. Die in diesem Teil der Arbeit ohne Literaturhinweis
zitierten Sétze findet man in [1].

Im folgenden seien die wesentlichsten Ergebnisse von [1] zusammengefa3t.

Eine p-Gruppe & heilit k-regulér, falls fiir alle X, Y € @ gilt

(XY)* = X»Y* [T D¥*

mit geeigneten D; € (X, Y)'.

Ausderk-Regularitit einer p-Gruppe @ folgt die (£ + 1)-Regularitdt von & (Satz 1).
0Q,(®) bzw. U,(@), die aus den Elementen von & der Ordnung kleiner oder gleich
' bzw. den p'-ten Potenzen von Elementen von & erzeugten vollinvarianten Unter-
gruppen von @, werden bei k-regulirem @ fiir { = & schon von diesen Elementen
gebildet (Satz 2).

Es existiert fiir jede Primzahl p und jede natiirliche Zahl k eine nicht k-regulire
p-Gruppe der Ordnung pP-1k+2 (§ 4). ~

In § 5 wird jetzt gezeigt, dafl jede p-Gruppe mit einer Ordnung kleiner oder gleich
p@-Dk+L fregulir ist (Satz 9a)), womit das Problem der Konstruktion einer nicht
k-reguldren p-Gruppe kleinster Ordnung vollsténdig gelost ist. AuBerdem wird ein
tiefer liegendes k-Regularititskriterium bewiesen. Es gilt: Ist |@/U, (@) < pP-1k,
80 ist @ k-reguliir; und: Ist |Zy(®)/U(Zi(®))| < pP~* %1 fiir ein ¢ mit 2 < 7 < p,
80 ist @ k-reguliir; und: Ist |Z;(®)/U(Zi(®))| < p®—i+V*-1 fiir ein i mit 2< 7 < p,
8o ist @ k-regulir (Satz 9d) bzw. c)). Daraus wird ein handliches Kriterium gefolgert:
Ist @& eine p-Gruppe und hat @& keinen Normalteiler * mit exp % < p* und |R|
= p®-Dk g0 ist @ k-regulir (Satz 10).

AnschlieBend wird fiir jede Primzahl p und jede natiirliche Zahl k ein Beispiel einer
nicht k-reguliren p-Gruppe & der Ordnung p»*1* angegeben mit

(1) (@) =p,
2) |24(®)/0(Zi(®))| = pP-++1* fir i = 2,3, ..., p.

Jeder der Sitze aus § 1 bis § 5 ist fiir £ = 1 bereits bekannt (P. HaLL [3] und [4]).
In § 6 werden einige Eigenschaften von direkten Produkten von k-reguliren p-
‘Gruppen bewiesen. Satz 11 zeigt, daB das direkte Produkt der k-reguldren p-Gruppen
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@, und @, mit U,(H;) = € oder U(#;) = € stets k-regulir ist. Aus diesem Satz
sind einige Folgerungen hergeleitet worden. Fiir £ = 1 erhélt man die Ergebnisse
von O. GRUN [2].

§ 5. Die exakte Bestimmung von n(k, p). Ein Regularititskriterium

Wir haben nun also erkannt, daB n(k,p) < (p — 1)k + 1 gilt. Im Fall p =2
wissen wir: n(k,2) =%k 4+ 1= (2 — 1)k + 1. Im folgenden stellen wir uns das
Ziel, -

n(k,p)=(p— 1)k +1
fiir beliebige k, p zu beweisen sowie ein k-Regularitatskriterium herzuleiten. Dazu

benétigen wir einige Hilfssitze.

Hilfssatz 5. Ser & eine nicht k-regulire p-Gruppe. Dann gilt:

a) Es existieren X, Y aus ® mat der Eigenschaft: (X, Y)/U(X, Y)') vst nicht k-reguldr.
b) Sind alle echten Untergruppen von © k-reguliir, so ist &/U (') nicht k-regulir.
Beweis. a) Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Definition der k-Regularitat
einer p-Gruppe.

b) X, Y aus a) sind nur so wihlbar, daB ® = (X, ¥) und somit nach a) @/U(#’)
= (X, Y)/U,((X, Y)') nicht k-regulér ist.

Hilfssatz 6. Sei & eine beliebige p-Gruppe. Ist U(®) fiir ein gewisses I = 0 k-
regulir, dann gilt

Un(01(®)) = Tpyn(®)
fiir alle m = k.
Beweis. Es geniigt zu zeigen, daB U,,(U,(@i)) = U 1(®) gilt, denn U\() ist m-
regular fir alle m = k. Offensichtlich gilt U.(®) < U,(7,(®)). Wir betrachten
anstelle von @& /0,,,(®), setzen o. B. d. A. U;,,(®) = € und haben U,(J,(®)) = €
zu zeigen. Zuniichst zeigen wir U4(U,(®)) = [04(01(®)), ©]. T{(T:(®)) besteht aus
Elementen der Form (X#X2' ... X?')?* mit X; € . Wir beweisen durch Induktion
nach s: Alle diese Elemente liegen in [0,(0,(®)), ®]. Fiir ¢ = 1 gilt

(XP)* = Xp'* € Upa(®) = € < [04(0(@)), 6]

Sei jetzt 8 > 1 und die Behauptung schon bis s — 1 bewiesen. Dann folgt aus der
k-Regularitit von U;(®) und der Induktionsannahme

(X:{'Xg' ai X::‘)pl' = ((X{‘ Vv s X::l) X:‘)p“ — (X:l" ass Xgil)p' XD
mit ;
. (X2 ... X2 ) € [U,(01(®)), 8, X =E

powie ]
D € U{[0/(®), U1(©)]) = [0{0(®)), U,(®)]

< [0401(®)), 6] (©)
Wegen (o) ist (X2 --- X2')* € [U4(0(®)), ©]. Also gilt

UH0(®)) < [U:(0(®)), §]. (*)
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Wiire U,(U1(®)) > €, so wiirde [U4(T(®)), B] < T(U\(®)) gelten, was aber wegen
(*) nicht méglich ist. Also gilt &(T,(§)) = € wie behauptet.

Hilfssatz 7. Sei ® eine beliebige p-Gruppe. Dann gilt:

a) Ist U((®) fiir esn gewrsses I =0 reguldr, so st
10i(®)/Tin(8)] = |0:41(8)/Ti2(8)]

fiir alle v = 1.

b) Ist |Upn(®)/T pa(@)] = p" < pP fiir ein gewisses m = 0, so 18t
10(8)/01(8)] = p

fiir alle § mit 0 < j < m. Mathin gilt
|8/0nii(B)] = pTm*D.

Beweis. a) Es ist U;(®) regulér und damit nach Hilfssatz 6 U,,,(®) = U,(T(®))

sowie U;,5(8) = 6'2(6';(@5)). Satz 4b) (§ 2) fiir m = 1, angewandt auf Uy(§), liefert

dann die Behauptung.

b) Wiire |U;(®)/0;,(®)| < p'~! < pr~? fiir ein j mit 0 < j < m, so wiirde wlegen
0in(®) = 0,(0,(®)) : -~

U(®) regulir sein. Dann wire nach a) |Up(®)/Tpu(®) = p™~1, was einen Wider-
spruch zur Voraussetzung ergébe.

Hilfssatz 8. Es set N ein k-reguliirer Normalteiler einer beliebigen p-Gruppe ©.
Dann st

Ult([%x @’ eeey @]) = [6‘,(%), @, coey @]

T

fiir alle r = 1.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach r. Zunichst sei
r = 1. U ([N, ®]) wird erzeugt von Elementen der Form

([Ny, G1] [Ny, Go] -+- [N}, G
mit N, € R, G, € . Wir zeigen durch Induktion nach j, daB diese Elemente in

[U(R), ] liegen. Zuniichst sei also j = 1. Wir haben wegen der k-Regularitdt
von N

[N, G* = (N-INC)»* = N-»*(N**)¢ D

mit

D € O([R, N]) = [U:N), R] = [Ux(R), &]
BOwle )
N-P(NP)® =[NP, G] € [UR), 6]

fiir alle N € N und @ € @. Also ist [N, Q]** € [U(RN), @] fiir alle N € N und G € @.
Sei jetzt 7 > 1 und bereits

([N, G1] -++ [Ns, Gu])P* € [O(R), ]
fiir N, € R, Gy € @ und 8 < § — 1. Dann gilt
([Ny, Gi] -+ [N, Gy])P* = (([Ny, 4] - -+ [N 1, Gpa)) ([N, Gy)))P*
= ([N, G]-- [N;"—u G;—l])p' [N,, G}]”' D,
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mit
([Ny, Gi] ++- [Ny, Gia))P" € [Ok(N), @) (Induktionsannahme),

[NV;, GiJP" € [O,(M), B]  (Fall j = 1)
sowie

D, € O([R, R]) = [0x(N), N] = [T(N), B].

Somit ist T[N, B]) < [T(N), B]. [U(N), ®] wird andererseits erzeugt von Ele-
menten der Form [N?*, G] mit N € i und G € @ (man beachte: N ist k-regulér).
Es ist jetzt

[N#, G] = N-P*(N€)»* = (N-IN€)?* D, = [N, GJ** D,
mit D, € Tp([N, N]) = O ([N, G]). Es gilt also auch

[04(3), 6] < TR, 6)),
und somit ist

[Ox(R), B] = TN, B]).

Sei jetzt r > 1 und die Behauptung des Hilfssatzes bereits bis » — 1 bewiesen. Es

ist [N, @, ..., B] ein in N enthaltener Normalteiler von @, also k-regulidrer Normal-
r—1

teiler von . Wenden wir den schon bewiesenen Teil » = 1 auf [, &, ..., &] an, so
erhalten wir r—1

Uk([mr @’ 2oy ®]) = U,,([[ER, @j: —l, ®]1 @5]) == [Uk([%, &, -—l, (‘5]): ®]
Nach Induktionsannahme ist

Uk([m’ o, l’ (‘B]) = [Uk(m)s G, ..., @5]

= r—1

und damit

Uk([m! @’ ';" @j]) = [Uk(ga), @, oy @i]

r

wie behauptet.

Hilfssatz 9. Sev @ eine beliebige p-Qruppe und k = 2. Exvstiert ein (k — 1)-regulires
Z(®) (2 = = p) mit

|0x-1(24(®))[04(2i(®))| < p*—,
dann st

Oia(Z5(®)) < Ui(Z4(©)).

Beweis. Da Z;(®) (k — 1)-regulir ist, gilt nach Hilfssatz 8 und der Voraussetzung
dieses Hilfssatzes

Uk-l(zﬂ(®)) = Cs'l'—l([Zl'(@), @5:’_"» 6])
= [ak—l(zi(@))! @y p:: @]
= U4(24®)) < U4(24(®)).

Bemerkung. Ist k£ = 1 in Hilfssatz 9 und entfillt die Be&ingung »(k — 1)-regular
. fiir Z;(®), so bleibt die Aussage von Hilfssatz 9 trivialerweise erhalten.
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‘Hilfssatz 10. Sei p Primzahl und 1 € N.
a)Istp =23undl =2o0derp=2undl = 3, so st
PP—2p>p@—-1(C—-1.
b) Ist I = 3, so gult
pPP-D=z@E-HI-1.
Beweis. Wir beweisen beide Behauptungen durch Induktion nach .
a) Die Ungleichung ist dquivalent mit

=2 p— <
= —-2=1
p—1 Pp—17 P2
Fiir/ = 3 und p = 2 gilt
28— 4
— =4>2.

81

Sei jetzt I > 2 (p = 3) bzw. I > 3 (p = 2) und die Ungleichung schon bis I — 1

bewiesen. Es ist dann

ﬂ—%zﬂ-ﬁum“—%
p—1 p—1 p—1
b) Fiir I =.3 ergibt sich

>pl4l—2>1—1.

2p(p — 1) |
—_ = >
Py 2p = 2.
Sei I > 3 und schon

-8 ___
gﬂ?.___l_)gl_z,

p—1
Es ist dann
-2 -3 _ 1) . ol-8(m .
2p(p N 2 Dy pe—0 o, 9171
p—1 p—1 p—1
und damit

PEE—1)2Z@E—1)(—1.
Jetzt kénnen wir den angekiindigten Satz beweisen.
Satz 9. Es sei ® eine p-Gruppe sowie k € N. Dann gilt:
a) Ist |@]| < pP~Dk+1) g0 45t (B'k-regula'r. Es gilt also
nk,p)=(@— 1)k +1. 5 g

6 Beltraige zur Algebra 12
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b) Ist |®/U:(®)| < p*~V*, so vst
19/0(9)] = |8/0(®)|
fiir alle Untergruppen 9 von ©.
c) Ist |Z:(®)/U(Z(®))| < p®+D¥1 fiir ein i mit 2 < i< p, so ist & k-regulir.
d) Ist |®/U(®)] < p®~D*, g0 ist @ k-reguliir.
Beweis. Fiir k = 1 sind alle Behauptungen aus Satz 11 richtig

a) P. Haww (3], Corollary 4.14, Seite 73;
b) P. Harw [4], Lemma 2.2, Seite 476;
¢c), d) P. HaLL [4], Theorem 2.3, Seite 477.

Sei jetzt £ > 1 und Satz 9 bis ¥ — 1 vollstdindig bewiesen.

a) Es sei @ eine nicht k-regulire p-Gruppe kleinster Ordnung. Wir nehmen |@|
< p®~Vk+1 an und fiihren das zum Widerspruch (zu Satz 6 (§ 3)): U,_{(Z) = € fiir
alle j mit 1 < j < k. Der Beweis erfolgt durch Induktion nach j. Sei zunéchst j = 1.
Nach der Wahl von & und Hilfssatz 5 ist sicher U, (®’) = €. Wir nehmen an, es gelte
Uy_1(Zp) > € und fithren das zum Widerspruch: Z, ist nicht (k¢ — 1)-regulir (denn
es gilt |Z,| < p?~D*-D, und damit ist Z, nach Induktionsannahme (k — 1)-regulir).
Da @ nicht (k — 1)-regulér ist, gilt nach c) fiir £ — 1

|Z4]041(Z,)| = pP-DE-D,
Es ist aber auch |Z,| < p»~V¥-1, Daraus folgt
|0¢1(Z,)| = pP73,

und damit ist nach Hilfssatz 9, der Annahme U;_,(Z,) > € und wegen U, (@') = €
auch Z,(®) nicht (k — 1)-reguldr. Sei jetzt 2 < m < p und schon Z,_,(®) nicht
(k — 1)-regulir. Nach ¢) im Fall ¥ — 1, angewandt auf Z,,_,, gilt dann

\Z O (ZL,_y)] = pP-D-D),

Es ist Z,, = Z,_,; b) angewandt auf Z, ergibt '
| Zon| O k1(Zg)| = PP~ DD,

AuBerdem ist
|Z,| < pP-Dk-m+1,

Daraus folgt |U,_(Z,)| = pP~™, und damit ist nach Hilfssatz 9 Z,, nicht (k — 1)-
regulir. Es folgt also der Widerspruch: Z, ist nicht (¢ — 1)-regulér. Also ist U_,(Z,)
= €. Wir zeigen noch fiir p = 2 und j = 2

© Ors(Z,) = €.
Es ist hier |Z,] < 21, das heiBt |Z,| < 2¢-3 und damit
O,5(Z,) = €.

Seijetzt k =7 =2 (p = 3) bzw. k = j = 3 (p = 2) und schon
Op-p1(Zpr) = G-
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Es gilt nach Hilfssatz 10 a)

R ale P p—_
|Zps_p| < PP DU-D-(01-20) < (P-D-1=(=1)~1) — p(P-1)k=j),

Ist k —j =1, so folgt nach Induktionsannahme: Z,_, ist (£ — j)-regulir (man
beachte: k — j = 1). AuBlerdem gilt

|Ok-i(Zps—p)| = PP,
denn wire

|O4-j(Zp1—p)| = ‘ak—i(%p’—p)/ak-jﬂ(ZP’—P)l = p?

(U=j+1(Zps—p) = € nach Induktionsannahme),
so wiirde nach Hilfssatz 7 b)

|Zps—p| = pPh=D > pP—Dk= (k —j = 1)
gelten. Nach Hilfssatz 8 gilt jetzt

Tii(Zp) = Ok i([Zps—ps B, .., B)) = [O4—(Zp1_yp), B, ..., B] = G.
p P

Im Fall £ — j = 0 erhalten wir .
Ty = Zipr_p = €.

Also ist U}_j(Zys) = € fir alle j = 1, ..., k und & damit nach Satz 6 (§ 3) k-regular.
Das ergibt einen Widerspruch zur Wahl von &. Also muf |@| = pP~1¥+2 gein.
Damit ist jede p-Gruppe @ mit |@| < p'P~1%+1 nach Induktionsannahme k-regulir.

b) Es sei & ein Gegenbeispiel kleinster Ordnung. Weiterhin sei

W (9) = logy |D/T,(D)

fiir alle Untergruppen  von @&. Nach der Wahl von @ existiert eine Untergruppe $
von & mit |@: 9| = p sowie 0P (H) > (). Es ist

|9/0:(9)]

I8/0:(8)] = » & &)

< |9/0(9)].

Daraus folgt

[U(@)/0:(9)] = p*,

das heifit, es existiert ein Normalteiler € von & mit J,(H) < & < U (®) und
|U(®)/8] = p Nach der Wahl von @ ist jetzt & = §, denn andernfalls wiire &/
ein Gegenbeispiel zu b) von kleinerer Ordnung als |®| mit /8 fiir H. Wir haben also
|0:(®)| = p% U(H) = € sowie || < pP~Dk+2, Wire @ k-regulir, so wiirde gelten

|®/0:(®)] = |2(B)] = |2(D)] = |9/0:(9)].
Das ergibt einen Widerspruch zur Annahme
B/0(®)] < 19/04(9)!.

Damit ist & also eine nicht k-regulire Gruppe der Ordnung p{P~1¥+2 mit U (@)| = p*
Wir werden zeigen, daB @& entgegen der Annahme k-regulir ist. Es ist wegen a) jede
echte Untergruppe von @ k-regulir. AuBerdem ist Uy(@') < Ux(9) = €. Fiir alle

6*
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P,Q aus & gilt
[QF', P] = QP*P1QP*P = Q7" (P-1QP)»* = Q7 (QS)**

mit S =[Q,P]€ @'. Es ist (71, Q8) =(Q, S) <(Q, &) < & und damit (@1, @S)
k-regulér. Also ist

Q‘P'(Qs)pt — (Q—IQS)pk e Spk — @

und damit [Q7*, P] = E; demnach ist U,(¢) < Z((B) Offenbar ist U(®) nicht-
zyklisch, denn wire etwa U;(®) = (C), ord C = p?, so wiirde ein X € @ existieren,
so daB X?* = (%, (I,p) =1 und X?*"' & E wire. Es ist aber X? ¢ § und damit
(X?)?* = XP*" = E fiir alle X ¢ ®. Also ist U4(®) ein in Z(®) liegender elementar-
abelscher Normalteiler vom Typus (p, p) von &. Sei U,,(@j) = (4) x (B) mit ord A
=ord B=p. Da 4, B € Z(®) gilt, folgt (4) =T @ sowie (B) <1 ¢§. Nach a) sind
dann @/(4) sowie 8/(B) k-regulir. Die k-Regularitét von G/(4) bzw. @/(B) bedeutet
wegen U(Zy(®) ) < U,(9) = C: Fiir alle X, ¥ € @ gilt

(XY = Xpryr 4! bzw. (XY = Xryrpm,
Also gilt A' = B™. Es ist aber (4) n (B) = G, damit 4' = B™ = E und somit
(XY)r* = Xpryr*

fir alle X, Y € @. Das heifit, @ ist k-reguldr entgegen unserer Annahme. Damit
ist b) bemesen

c) Wir bewelsen c¢) wieder durch Induktion nach |@|. Fiir § < @& ist nach b) wegen
Zi(9) = Zi(®)

Izi(@)/ag(Z;(@))l < pp—itnk-1
und § damit nach Induktionsannahme k-regulir. Fir € < %t = 2@ ist
|Z:(®/M)[0(Z:(®IM)| = 12:(®) RIN| |T(Z:(®)) R/R|

_ 12481 [04Z4®) n B _ _124(0)
1Z:(®) n R [04(24®))] ~ [04(2:(8))]

= |Zi(®)/0,(Z:(®))| = pp—ithE=1

und @/N damit. nach Induktionsannahme k-regulir. Dann ist nach Hilfssatz 5
o) £(@") = €. Wir zeigen wieder U,_;(Z,:) = € fiir 1 < j < k durch Induktion nach j,
wbdurch nach Satz 6 (§ 3) @ k-regular ist. Sei * zunichst j = 1. Wir nehmen
U,H(Zp) > € an und zeigen: Z m(®) ist nicht (k — 1)-reguléir fiir 7 < m < p. Sei zu-
nachstm = 7. Esist | Z;(®)] < p“"""")" 1, Hilfssatz 7b) liefert dann |U,_4(Z;)| < p?—+,
denn wire |U;_1(Z;)| = |0%_4(Z;)/0(Z;)| = pP—i+1, so wiirde nach Hilfssatz 7b), an-
gewandt auf Z;, ‘

|Z;| = |Z;]O(Z;)| = p'r—i+1k

gelten. Damit ist Z;(®) nach Hilfssatz 9 nicht (k — 1)-regulai‘ Seinunp =2m =7+ 1
m{d sehon Z,_; nicht (k — 1)-regular Dann ist wegen Z;,_, < Z,, nach b) und c)
im Fall k'— 1 :

elfe ot Izu/(;'_l(zm)l Zp(p ntk-1) 2pw i+1)k—1)
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AuBerdem ist

(Zml §_ p(p-—i+l)k+i—m—l.
Daraus folgt

|O-1(Z)| = pP—™.

Hilfssatz 9 liefert dann wieder die Nicht-(k — 1)-Regularitidt von Z,. Es ist also Z,
nicht (k — 1)-regulér. Es gilt jedoch

|Z,| < pP—ithk=1-p+i — pP—i+Nk=1) < pP—DG-1)
womit nach a) Z, (k — 1)-regulér ist. Das ergibt einen Widerspruch, und es muf
darum O)_,(Z,) = € gelten. Wir zeigen noch im Fall p = 2

Oy9(Zy) = €

Es ist hier |Z,| < 2@-i+Dk=1 = 2k=1 (nur ¢ = 2 ist moglich). Darausfolgt |Z,| < 2¢-3
und damit T, o(Z,) = €. Seijetzt k =j =2 (p=3) bzw. k =j =3 (p =2) und
schon

Ok-js1(Zpr) = €
Es ist dann nach Hilfssatz 10a)
|Zps-p| < pP—DUk=D=(p1=20) < H(P-Dk—),

Ist k = j,80i8t Zp = Zpp_, = G. Istk — j = 1, soist Zps_p nach a) (k — j)-regular.
Auflerdem gilt nach Hilfssatz 7b)

|Ok-(Zps—p)| = pP1.
Dann ist nach Hilfssatz 8

Uk—i(zp’) == [Gk—i(Zp’—P)’ @, ceey @] == (5;‘.

Damit ist ¢) vollsténdig bewiesen.

d) Wir beweisen d) wieder durch Induktion nach |®|. Analog zu c) folgt nach b)
wieder, daB jede echte Unter- und Faktorgruppe von & k-regulir und somit nach
Hilfssatz 5 U,(®’) = € ist. Durch Induktion nach j wird bewiesen, daB U, ;(Z,) = €

fiir alle j mit 1 < j < k gilt, woraus nach Satz 6 (§ 3) die k-Regularitit von @ folgt.
Sei zunéchst § = 1. '

Esist @' (kK — 1)-regulir:

Beweis. Wir nehmen an, @’ ist nicht (k — 1)-reguliir. Nach b) ist
&' = |&'/0(Y)| < |8/0,(F)] < plo—DE.

Wir zeigen
[0%(Zy)] = p.

Esist|Z,| < p—V%*-1+1yund damit Z, nach a) (k — 1)-regulir. Da aber nach unserer
Annahme Z,; nicht (k — 1)-regulir ist, existiert ein m (2 < m < p) mit der Eigen-
schaft: Z,_, ist nicht (k — 1)-regulir, und Z, ist (k — 1)-regulir. Dann gilt wegen
Z,,_, < Z, nach b) und c) im Fall £t — 1

|ZnlO1(Zi)| 2 p'P~ DD, N s kS
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AuBlerdem gilt |Z,| < p(e—Vk-m+2, Daraus folgt |U,;,(Z,)] < pr—™+1. Hilfssatz 8
liefert dann

]Uk—l(zp)l = I[Cyk—l(zm), @: seey @’]l é p.

p—m
Wir zeigen jetzt durch Induktion nach I, daB firalle I mit 2 <1 < k
Uk-—l(zzp“‘) =€

gilt, woraus wegen Zp-1(Z,;) < Z,,-+ nach Satz 6 (§ 3) entgegen der Annahme die
(k — 1)-Reguliritait von @' = Z, folgt. Sei zunichst ! = 2. Es war Z, (k — 1)-
regulir sowie |U;_;(Z,)| < p. Hilfssatz 8 liefert dann

O1(Zpn1) = [0k1(Zy), 8] = €.
Auflerdem gilt .
| Zpul S pPDED,
Daraus folgt
1Zpsl S 1 Zapial S po-D=D-9-1 = pla-Dk-2)-2
< po-D-2-1,

Ist k > 2, so folgt nach c) die (k — 2)-Regularitdt von Z,,,.
Hilfssatz 7b) liefert auBerdem |Uy_,(Z,.,)] < p?71, so daB nach Hilfssatz 8

Ois(Zap) = [042(Zp), ®, ..., 8] = €

p—1
gilt. Ist & = 2, 80 ist |Z,,,| < p?~! und-damit
Z’P = [Zp+l: G, ---; @5] =@E.
P
Also gilt stets

Uk—z(zzp) = €.
Sei jetzt 3 < I < k und schon U,,;,+,(Z2p:--) = €. Dann gilt nach Hilfssatz 10b)
|Zapis—pi1] < pE—DE-D~(2"'~2p)
= p(r—l)(k—x)—zp(p'-'—x)
< p(p-l)(k—l), ‘
Ist k — 1 = 1, 80 ist Zyp-1_pyy (k — I)-reguléir nach a). AuBerdem liefert Hilfssatz 7b)
10 k-1(Zap-1—p11)| = [Ukt(Zap-1—p1-)/Opts1(Zapr-1—p11)| < PP~
Damit ist nach Hilfssatz 8

Op1(Zop-1) = [Oki(Zop-1—p 1), G, v ¥] = €.
e
Ist k — 1 = 0, so ist

Zypr < Zgpr-s_pyy = €.

Also ist @’ (k — 1)-regular. :
Es war |@/U,(®)| < p®-Vk, Ist |@/0,(G)| < pP1,80 ist @ regulir, und es ist nichts
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zu zeigen. Sei also |@/T,(®)| = p?. Dann ist
0:(8)/0(¢)] < pp-D=D-1,
Hilfssatz 7b) liefert somit
10-1(8)/0(@)] < p*2.
Da U,(U,_1(®)) = U,(®) gilt, ist T, (@) regulir und damit nach Hilfssatz 6
01(0x1(®)) = U(©).
b) angewandt auf U,_,(®) ergibt dann mit Hilfssatz 6
|01(8")/0)(Tes ()| = |T41(@)/T(&)]
< |0e1(8)/01(041(®))| = [041(B)/T(B)] < pP~2.
Es ist @’ (¢ — 1)-regulidr und somit nach Hilfssatz 9
Bin(Zy) = UL(®) = 6.
Wir zeigen noch fiir p = 2
Uk—z(ZA) = €.
Es war
1Zy| = |Zo/OK(Z,)| < |B/0(G)] < 23Dk = 26,

Daraus folgt |Z,| < 2¥2 und damit T, 4(Z,) = €. Sei jetzt £k =j = 2 (p = 3) bzw.
k=j =3 (p = 2) und schon T_;,(Zps) = €.
Es ist wieder nach Hilfssatz 10a)

|Zp’—p+1' < p(ﬂ—l)(lt—l)+1—l—(P’-2P) < p(P—l)(""i).

Also ist Zps_pyq im Fall £ — j = 1 (k — j)-regulir. Hilfssatz 7b) liefert
10k-1(Zp1—p+1)| = |Ok-(Zp1—p 1) Ok-j11(Zpt—p41)| = P71,

so daB nach Hilfssatz 8
TeiZp) = O Bp—ps1), 6, ..., 6] = €

gilt. Fir k = j ist
Zpk = Zp'—p+l = (‘E.
Damit ist d) vollstindig bewiesen.
Als Folgerung aus Satz 9 kénnen wir den folgenden Satz angeben.

Satz 10. Sev ® eine p-Gruppe. Hat & keinen Normalteiler R mit exp N < p* und
IN| = p®—Dk g0 18t @ k-regulir. '

Beweis. Ist U,(®) = G, so ist die k-Regularitit von & klar. Andernfalls existiert

ein Normalteiler It von @& mit || = p und M < T(®). G/M erfiillt wieder unsere
Voraussetzung:

Sei namlich R/ ein Normalteiler von @&/ mit einem Exponenten kleiner oder
gleich p* und von der Ordnung p®-1%, dann hat § die Ordnung p®-D¥+1 und ist
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nach Satz 9a) k-regulir. Es gilt dann nach Satz 4a) (§ 2)
|Qu(R)] = |R/T(R)] = |R/M| = ple—1¥

und auch 2,(8) = @. Es ist jetzt 2,(R) ein Normalteiler von @ von einem Exponen-
ten kleiner oder gleich p* (man beachte: & ist k-regulir!) und einer Ordnung groBer
oder gleich p®»—D¥, Das widerspricht jedoch der Voraussetzung von Satz 10. Also
erfiillt &/IMM die Voraussetzung des Satzes. Vermoge eines Induktionsschlusses
konnen wir annehmen, dafl &/ k-reguldr ist. Wegen M < U,(G) gilt dann

|®/0:(®)] = |G/M/T(B/M)| = |2(B/M)| < pP-Dk-1,

da 2,(®/M) ein Normalteiler von &/IM mit einem Exponenten kleiner oder gleich p¥
ist. Somit ist & nach Satz 9d) k-regular.

Folgerung (P. HaLu [4], Lemma 2.41, Seite 479). Sei & eine p-Gruppe. Hat &
keinen Normalteiler t vom Exponenten p mit || = p?-1, so ist ¢ regular.

Beweis. Die Behauptung folgt aus Satz 10 mit £ = 1.
Aus Satz 9 ergibt sich weiterhin:

Folgerung. Sei & eine p-Gruppe. Wird & von Elementen der Ordnung kleiner
oder gleich p* erzeugt undist |@| < p!+t*®-1, dann hat jedes Element von & héch-
stens die Ordnung p* (P. HaLL [4], Theorem 2.64, Seite 485).

Beweis. NachSatz9a)ist ® k-regulir. Nach Voraussetzung istauBerdem & = Q,(®).
Somit ergibt sich aus Satz 4a) (§ 2)

U(®)] = |6/2(®)] = 1.
Damit ist U,(@) = € wie behauptet.

Beispiel. Fiir jede Primzahl p und jede natiirliche Zahl k existiert eine nicht
k-regulire p-Gruppe & der Ordnung pP+D¥ mit

(1) c(®) =p,
@ - |Z(@)/OZ(®) = pe-itk fir i=2,..,p.

Beweis. Es sei A = (4,) X (4,) X -+ X {4,) eine abelsche Gruppe mit ord 4; = p*
fir7 = 1,2, ..., p. Dann ist die Abbildung & mit

A? = A;A;,, I=si=p—1), 4;=4,

offenbar ein Automorphismus der Ordnung p* von %. Wir betrachten die Gruppe

& = WX) mit AX = A-fiiralle 4 € Aund X»* = E. Dann hat die Gruppe als semi-

direktes Produkt von % und (X) die Ordnung p»+V*. Weiterhin ist offensichtlich
Zi(®) = (A) X (Ai) X -+ X (4p) fiir 2<T<p,

go daB}

|Z:(®)/04(2:(®))| = 12:(®)] = plo-i+D*
gilt. Wegen € + Z,(®) = (4,) < Z(®) ist c(®) = p. Die k-Regularitit von G
wiirde wegen @’ < ¥ insbesondere

| X4,|P= XP*4P* = E
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erfordern. Es gilt jedoch wegen Hilfssatz 4 (§ 4)

(XA = X047 [T (4, X, ..., &) =4, x, ., x18) = a@) L B,

=2 t—1 p—1

§ 6. Direkte Produkte von k-reguliren p-Gruppen

Es ist bekannt, daB sich die gewShnliche Regularitdt von zwei p-Gruppen im all-
gemeinen nicht auf ihr direktes Produkt vererbt (siche B. HuppErT [5], III., Satz
10.3¢), Seite 323). So ist zu erwarten, daB das auch allgemein fiir k-reguldre p-Grup-
pen gilt.

Beispiel. Es gibt eine regulire (!) 3-Gruppe & mit |&| = 37 derart, daB @& x &
nicht 2-reguldr ist.

Beweis. Die Komponenten @&; (¢ = 1, 2) des direkten Produktes werden gegeben
durch die definierenden Relationen

A¥=BY=F, Ak=4

: "

Es ist &/ = (43) zyklisch und damit @&; regulir (siche B. HuppErT [5], III., Satz
10.2¢), Seite 322). Man erhalt fiir H;, = A4,B;* und H, = B4,

U ((Hy, Hy)') = (A7¥4T)
sowie

(H,Hy)* = HIHY A%,
Also ist @; X ®; nicht 2-regulir.

Bemerkung. Das Beispiel zeigt auch, daBl eine nicht k-regulire Gruppe & mit:
k-regulirem &/U,(®’) existiert, so daB Hilfssatz 5b) (§5) ohne die dort gemachte
Zusatzvoraussetzung im allgemeinen nicht gilt. Tm Belsplel ist namlich

B/0(®') = B.(AT) X Bo/(AT)
sowie
Zy(®/U(®")) = (ATIKAT) x (APH(AT).
Also ist |
U\(Z(8/0:(6"))) = T(@")/0(E') =C
und damit nach Folgerung 2) aus Satz 6 (§ 3) &/U(®') 2-regu1élr.

Es lassen sich fiir direkte Produkte von k-regulidren p-Gruppen folgende Aussagen
machen. (Fiir k = 1 erhalten wir die Sa.tze von O. GRUN [2].)

Satz 11. Sezen (551, ®, k-regularep Gruppen. Ist U (@) = @ oder U (@;) = €, dann
ist @, X @, k-regulir.

Beweis. 0.B.d. A.sei U;(®;) = €. Seien weiterhin @ = @, x @, sow1eS,T,,SgT,€ (4]
beliebig mit S; € @,, T; € @, fiir © = 1, 2. Aus der k-Regularitit von &, und @,
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folgt dann
(8, T, - 8, T,)P* = (8,8,)P* (T, T,)"
— spsporTyTy
= (8§;T,)%* (S,T,)*" C**
mit C7* € T ((S;, S,)"). Wir zeigen
0((81, 83)") < U (81T, 8:T5)'),
woraus die k-Regularitit von & folgt. Sei § = (8,74, S;T,). Es ist dann
9 = (5T, 8;T:1% | H € 9). Jedes Element aus U, ({S;, Sy)') hat die Form
F = ((81, 8,108 [8,, 8,105 ... [8,, 8,1°08") ™
= ([Sy, Sp]E:TI ST L. [§,, S, |S:TI ST D)P*
mit
D = [T, TS TS T L [T, T[S T ™S T,
Dann ist

7 ”
F = (17 ([8y, By T ST [T, Tz](SxTx)"(S-T-)"'))

i=1

=1

= (ﬁ ([Sly Sa] [Tl) Tzl)(S,T‘)ﬂ(slT')q,)p‘

d 3 t L
= ( IT [8:Ty, S;T;)5:T» (s,r.>")

i=1

€ 0,(9")
und damit T, ((S;, S;)’) = U(9’) wie behauptet.

Folgerung. 1. Das direkte Produkt einer k-reguldren p-Gruppe mit einer abelschen
p-Gruppe ist k-reguldr.

2. Das direkte Produkt einer k-reguliren p-Gruppe mit einer p-Gruppe vom Expo-
nenten kleiner oder gleich p* ist k-regular.

Beweis. Die Behauptungen folgen unmittelbar aus Satz 11.

Satz 12. Sind ©, und ©, k-regulire p-Gruppen und @ = &, X ®,, so sind die Faktor-
gruppen /U (Zy(®,)) und ©/U(Z,(®,)) von & k-regulir.

Beweis. Es ist ®&/0y(Zy(®))) = 8,/0(Zy(®,)) X ,. Also ist &,/0Us(Zy(®,)) eine
k-regulire p-Gruppe, deren Kommutatorgruppe héchstens den Exponenten p* hat.
Mit Satz 11 ist somit @&/T(Z,(®,)) k-regulir. Analog ist ©/Ty(Zy(®,)) k-regulir.
Folgerung. Seien @,, ®; k-regulire p-Gruppen sowie @ = &, X ..

1. ®; X 2,(®;) und @, X 2,(@,) sind k-regulire Normalteiler von @, denn 2,(®,)
und £2,(®,) haben éinen Exponenten kleiner oder gleich p*.

2. Seien N, bzw. A; abelsche Normalteiler von &, bzw. &,. Dann sind &, X %, und
, My X @, k-regulire Normalteiler von @.
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3. Haben &, bzw. @, die Klassen c; bzw. ¢,, 80 sind &, X Z,j21+1(®;) und Zy, o141 (;)
X @, k-regulire Normalteiler von @, denn Z,z)+1(®;) bzw. Z,j9+1(®,) sind abel-
sche Normalteiler von @, bzw. §,.
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