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Abfaserbare teilweise geordnete Mengen

Ko~NraAD DRECHSLER und WOLFGANG ZAHN

In [3] wird der klassische Begriff Fahnenraum dadurch verallgemeinert, daB die
zugrunde liegende linear geordnete Menge durch eine teilweise geordnete Menge
ersetzt wird. Es ergibt sich die Frage, in welcher Weise sich geometrische und topo-
logische Eigenschaften des Fahnenraums in der teilweise geordneten Menge wider-
spiegeln. Mit dem hier zu definierenden Begriff der Faserbarkeit in der teilweise
geordneten Menge erfaft man Faserungen der Fahnenriume, die zur Entscheidung
iiber Mannigfaltigkeitscharakter, Orientierbarkeit und Homologiegruppen der
Fahnenrdume fiihren.

1. Faserbarkeit

Es sei im folgenden (M, <) immer eine teilweise geordnete Menge!) mit kleinstem
und gréBtem Element 0 und 1.2)

Definition 1. Es seien (M, <) eine Teilmenge von M mit der induzierten Relation
< und v € M\ M. Das Element u heiBt ein unterer Nachbar von M in M, wenn es
ein m € M gibt, so daB fiir alle m € M\ M

u=m (1.1)
und

USMEZEmM>m=1u (1.2)
gilt. Entsprechend ist ein oberer Nachbar o von M definiert.

Definition 2. Eine Teilmenge M von M heiBt faserbar in (M, <), wenn 0 € M,
1¢ M und M in (M, <) genau einen unteren und genau einen oberen Nachbarn
besitzt.

Man iiberlegt sich leicht das

Lemma 1. Es se M endlich. Eine Teilmenge M von M 18t genau dann faserbar, wenn
es Elemente u und o aus M\ M gibt, so da fiir alle /@ € M und m ¢ M\ M gilt
USW MSo0 (1.3)
und
mEm>mEu, mMEm=>0S m. (1.4)

1) < reflexiv, antisymmetrisch und transitiv.
%) boundet poset [5]
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Fiir die Verwendung des Wortes faserbar gibt es folgendes Motiv aus der Topologie
der Fahnenridume. Die teilweise geordnete Menge (M, <) seiendlich. Esseid: M —~ N
eine ordnungstreue Funktion in die natiirlich geordnete Menge N der natiirlichen
Zahlen mit d(0) = 0 und d(1) = n.

Der Fahnenraum F = F(M, <, d, K) besteht aus den Elementen (g;) des Produkts
H G¥(n, (7)) von GraBmannmanmgfa.ltlgkelten des affinen Raums K" iiber dem

Korper K, fiir die g; S g; gilt, wenn ¢ < j ist.

Es seien f: F — H G‘(n d(z)) die kanonische Projektion und K ein Korper mit einer
EM\M
Topologle In .[3] wird gezeigt, daB f dann! eine lokaltriviale Faserung ist, wenn

M in (M, <) faserbar ist.

2. Vollstﬁndig abfaserbare Mengen

In diesem Abschnitt sei (M, <) eine endliche teilweise geordnete Menge mit 0 und 1.
Wir betrachten den Spezialfall, da M nur aus einem Element 7 besteht.

Definition 3. Die teilweise geordnete Menge (M, <) heile vollstindig abfaserbar,
. wenn es eine Folge 7y, ..., M, aus M gibt derart, dafl m; faserbar in (M \ {m,, ...,
Mig), =) fir2=1,...,8 und M\ {my, ..., m,} = {0, 1} sind. Wir suchen Kriterien
fiir diese Eigenschaft.

Satz 1. Ist (M, <) vollstindig abfaserbar, so vst (M, <) ein Verband.

Beweis. Wire (M, <) kein Verband, so gibe es Elemente 7, s, p, ¢ € M, wobei
¢g=r,p=r,¢g=s8 p<sund r mit 8 und p mit ¢ unvergleichbar sind (Abb. 1).
Diese Elemente sind nicht faserbar.

><

p

Abb. 1

Q./ow

Damit beschrénken sich die weiteren Untersuchungen auf endliche Verbinde.

Wir vergleichen die Begriffe faserbares Element und vollstindig abfaserbar mit den
in [5] und [8] definierten Begriffen doppelt irreduzibel und abtakelbar.)

Definition 4. Ein Element 7 eines Verbandes M heillt doppelt irreduzibel, wenn es
sich weder als Durchschnitt noch als Vereinigung von zwei von 7 verschiedenen
Elementen aus M darstellen laft.

Bemerkung 1. Es ist leicht zu sehen, daB ein Element m == 0, 1 genau dann faser-
bar in (M, <) ist, wenn es doppelt irreduzibel in (M, <) ist.

Definition 5. Ein endlicher Verband (M, <) heilit abtakelbar?), wenn es eine Kette
von Teilverbénden

.M=.M,-DM'_1:>"'DM2:M1 (2.1)
gibt, wobei
M{_‘ = M‘\{m‘,, 7: =,2, ceey Ty 'llnd Ml = {mll (2.2)

sind.

1) In [4] werden diese Begriffe auf teilweise geordnete Mengen verallgemeinert.
, ) dismantlable
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Bemerkung 2. DaB M; , Teilverband in M, also in bezug auf Durchschnitt und
Vereinigung abgeschlossen ist, ist gleichbedeutend damit, daB m; doppelt irreduzibles
Element von M ist.

Satz 2. Ein endlicher Verband (M, <) tst genau dann vollstindig abfaserbar, wenn er
abtakelbar vst.

Beweis. Ist (M, <) vollstindig abfaserbar, so gibt es eine Folge von faserbaren
Elementen 7y, ..., M, aus M, die nach Bemerkung 1 doppelt irreduzibel sind. Nach
Bemerkung 2 gibt es dann eine Kette von Teilverbanden, wie in Definition 5 gefor-
dert wird.

Es sei (M, <) abtakelbar. Ist ein Verband abtakelbar, dann auch jeder Teilverband
[8]. Dann ist (M, <) in der Weise abtakelbar, daB M, = {0, 1} ist. Die Elemente m;
sind nach Bemerkung 2 doppelt irreduzibel und nach Bemerkung 1 faserbar.

Damit lassen sich die Ergebnisse aus [2] auf die Abfaserbarkeit iibertragen.

Satz 3. Jeder endliche planare Verband ust vollstindig abfaserbar.

Die Umkehrung des Satzes gilt nicht. Dafiir sind in [6, 8] Beispiele angegeben, die
allerdings nicht distributive Verbénde sind.

Satz 4. Ein endlicher distributiver Verband st genau dann vollstindig abfaserbar,
wenn er planar st.

In [2] wurde der Begriff der Krone definiert.

Definition 6. Eine Krone ist eine teilweise geordnete Menge {x;, 23, - .+, Zns Y15 Y25 -
Ys) der Ordnung 2n, in welcher z; < y; firt =1,...,n,y; 2, firve=1,...,n — 1
und z, < y, die einzigen in Relation stehenden Paare sind (Abb. 2).

o1 _—

A/\ﬁ//\

Abbildung 1 stellt eine Krone der Ordnung 4 dar. Ein Verband entha.lt keine Krone
der Ordnung 4. Aus [1, 6] folgt nun zunéchst der

Satz 5. Evn endlicher Verband vst genau dann vollstindig abfaserbar, wenn er keine
Kronen etner Ordnung 2n (n = 3) enthdlt.

Durch Einbeziehung von Satz 1 ergibt sich der Satz 6. Eine endliche teilweise ge-
ordnete Menge mit 0 und 1 ist genau dann vollstindig abfaserbar, wenn sie keine
Krone enthilt.

Dieser Satz wird in [4] mit der auf teilweise geordnete Mengen verallgemeinerten
Abtakelbarkeit durch doppelt irreduzible Elemente formuliert und bewiesen.

Folgerung 1. Jéder Verband M der Ordnung |M| < 7 ist vollstandig abfaserbar.

Ist die teilweise geordnete Menge, die einem Fahnenraum zugrunde liegt, vollstindig
abfaserbar, so gibt es eine Folge von lokal-trivialen Faserungen des Fahnenraums,
8o daB jede Faser und der Basisraum der letzten Faserung GraBmannsche Mannig-
faltigkeiten sind. Damit kann auf die topologxsche Struktur des Fahnenraums ge-
schlossen werden. Zum Beispiel ist er dann eine Mannigfaltigkeit.
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