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Der graduierte Ring beziiglich des Primideals von Macaulay

Nago Vier TruNG

1. Essei R der Polynomring k[ X,, X,, X3, X,], wobei k irgendein Korper ist, P sei das
bekannte Primideal von MAcauLAY in R, welches die allgemeine Nullstelle (4, t3u,
tud, u®) bzw. die Basis

= XiX; — ng P = X1 Xy — X, X;, p3= X1X§ - ngu
Py = szf - X%

hat. Bekanntlich ist P ein imperfektes Primideal (vgl. [1, S. 124]) bzw. der lokale
Ring Rx, x, x.xo/(P) ein Buchsbaum-Ring (vgl. [6, S. 443]). Nun wollen wir in

dieser Arbeit den graduierten Ring grp(R) = EDP"/P"+1 ausrechnen und zeigen,

daB grp(R) ein Cohen- Macaulay-Integntatsberelch ist (obwohl R/P kein Cohen-
Macaulay-Ring ist!). Damit wird nach [2, Theor. 1E] gleichzeitig nachgewiesen, da8
alle Potenzen von P Primirideale sind, und alle monoidalen Oberringe von R be-
ziiglich P sind nach [3, Theor. 4.11.5] Cohen-Macaulay-Ringe. Ferner haben wir
mit grp(R) ein Gegenbeispiel zu einer Frage von NagATA in [6, Question 3].

2. Die Methode, die hier zur Berechnung von grp(R) benutzt wird, entnehmen wir
2, (2.3)]
Es seien Y,, Y,, Y;, Y, neue Unbestimmte iiber k. Durch die Zuordnung Y; — 3;,
1= 1, 2, 3, 4, wobei P; das Bild von p; in P/P? bezeichnet, erhalten wir einen sur-
jektiven graduierten Ringhomomorphismus ¢: R[Y] = R[Y,, Y,, Y,, Y,] — grp(R).
Es seien _

o= X3Y, — X3Y, — X,Y,,qs = X, Y, — X, X,Y, — X, ¥,

0 = X, X, Y, — X3Y, — X,Y,,q, = X3Y, — X, ¥; — X, Y,

q5= YlY“—X2X3Y§+ Yg. .
Es ist leicht nachzupriifen, daB g, ..., ¢; in ker ¢ enthalten sind. Es sei ¢ das Ideal

(P, ¢15 .-, ¢s) in R[Y]. Wir werden im folgenden sehen, daB ker ¢ = @ bzw. die
folgende Proposition gilt:

Proposition 1. grp(R) >~ R[Y]/Q.

Beweis. Wir bemerken zuerst, da8 grp(R) ®p Rp ein regulirer Ring der Dimension 2
ist. Folglich besitzt ker ¢ eine prime Primdrkomponente der Hohe 4. Da Q S ker ¢
gilt, geniigt es zu zeigen, daB @ ein Primideal der Hohe 4 ist.

3=
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Es gilt zunichst

QR[Y, X'] = (p1, P ¢1s 03) RLY, X7,

QR[Y, X{'] = (pay Po ¢2» 9) RY, X71].
Hieraus ist leicht zu ersehen, daB R[Y, X7]/(Q) bzw. R[Y, X;]/(Q) isomorph
dem Ring k[X,, X,, Y,, Yy, X7] bzw. k[ X,, X,, Y,, Y,, X;] ist. Danach kann man
zeigen, daB8 Q eine prime Primérkomponente der Hohe 4 besitzt, welche Y, nicht
enthdlt, und daB alle anderen moglichen assoziierten Primoberideale von @ die
Unbestimmten X; und X, enthalten miissen. Hierzu sei bemerkt, daB ¥(Q, X, X,)
= (X, X3, X3, X4, Yy Y, + Y3) ein Primideal ist. Folglich ist }/6 Yy = ]/6 Nun
braucht man nur noch zu zeigen, daB (@, Y,) ein Primideal ist. Denn danach hat
man }@ S (@ Y;)bzw.Q & Q + Y,(}@ 2 Y,) =@ + Y, Y@, und man kann aus der
homogenen Form des Nakayama-Lemmas schlieBen (vgl. [4, (1. M)]), da8 Q = ]/'Q_
gilt. Wiire ferner (X,, X,, X3, X,, Y,Y, + Y}) ein minimales Primoberideal von
Q, dann miiBte (X,, X,, X3, Xy, Y, Y, + Y3, Y,) nach 1, S. 182, Lemma] in (Q, ¥,)
enthalten sein, was im Widerspruch zu A4(Q, Y,;) = b steht. Alles in allem ist Q also
ein Primideal der Hohe 4.
Essei R = R[Y,, Y,;, Y,] und

n = XY, — XiY;, ¢ = X\Y, — XpY3, ¢3 = X3Y;5 + X, Y,

= XY+ XY, ¢ =Y,Y, + Yi.
Wir bezeichnen mit Q' das Ideal (P, ¢j, ..., q5) R’. Wie man leicht sieht, ist
QR[Y:! = (p1s ¢ 445 95) R'[ Y1) ein Primideal. Um zu zeigen, daB (@, ¥,) bzw. Q’
ein Primideal ist, braucht man folglich nur noch nachzuweisen, da8 Y, kein Null-
teiler in R'/Q’ ist. Angenommen, es gibt eine Relation

Ap, + Bpy + Cps + Dpy + Eqy + Fqy + Ggy + Hey + Igs = KY,, (1)

wobei 4, ..., K Polynome aus R’ sind, dann miissen wir zeigen, dal K € Q' gilt.
Dazu kénnen wir zuerst o. B. d. A. annehmen, daB Y, nicht in A4, ..., I auftritt
und daB 4, B, C, D in (Y3, Y,) R’ enthalten sind. (1) geht dann iiber in die folgenden
Relationen:

EX3+FX‘+IY‘=K, (2)
Ap, + Bpy + Cpy + Dp, — EX, Y3 — FX;Y, + Gg' + Hq' + 1Y?2 = 0.
(3)
In der folgenden Tabelle geben wir einige Werte von 4, ..., K an, welche diese
Relationen erfiillen:

A B C D E F G H I K
Y, 0 0 0 XX, —XX 0 0 0 ps
Y, 0 0 0 . X3} XX, —X,X; X? 0 — P4
0 Y, 0 0 X, X 0 0 0 o
o Y, 0 O 0 0 —X, X, 0 0
0O 0 Y0 X3 -X,X, 0 0 0 —P4
0 0 Y, —Y, 0 X} X, X, 0 0
0O 0 o0 Y} O 0 0 0 —ps —pY,
0 0 0 0 Y, O 0 0 X 4
0O 0 0 0 0 Y, 0 0 X, 4,
o 0 0 0 Y, O Ys 0 —X;, 0
0 O 0 O 0 Y, 0 Y, —X, 0
0 0 0 0 —X, X, 0 0 0 p
0o 0 o0 o —X, s —X, X, 0 0
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Nach dieser Tabelle kénnen wir nun weiter annehmen, daB A = B=C =0 (d. h.,
Y; und Y, treten in 4, B, C nicht auf) und D = D, + D, Y gilt, wobei D, und D,
Polynome aus R[Y,] sind, und daB Y, bzw. X, nicht in E, F, G, H bzw. F, H ent-
halten ist. Danach erhalten wir aus (3) durch Koeffizientenvergleich beziiglich ¥,
die folgenden Relationen:

Dlp‘ + GXIY‘ + HX’Y‘ = 0, (4)
Dyp, — EX, — FX, + GX; + HX, =0, (8)
I=0. (6)

Aus (4) und (5) konnen wir durch Koeffizientenvergleich beziiglich X; leicht schlieBen,
daB zuerst G und H und danach £ und F durch p, teilbar sind. Somit ist K nach (2)
und (6) auch durch p, teilbar. K ist also in Q' enthalten, q. e. d.

Proposition 2. grp(R) tst esn Cohen-Macaulay-Integritiitsbereich.

Beweis. Nach dem Beweis von Proposition 1 wissen wir bereits, daB grp(R) >~ R[Y]/Q
ein Integrititsbereich ist und daB R[Y, X7]/(Q) und R[Y, X;!]/(Q) Cohen-Macaulay-
Ringe sind. Um zu zeigen, daB grp(R) ein Cohen-Macaulay-Ring ist, braucht man
aber nach [3, Prop. 4.10] nur nachzuweisen, daf alle Lokalisierungen von grp(R)
an den homogenen maximalen Primidealen Cohen-Macaulay-Ringe sind. Da M
= (X, Xy, X3, Xy, ¥, Y,, Y5, Y,) das einzige homogene maximale Primideal von
R[Y]/Q ist, welches (@, X, X,) enthiilt, bleibt also nur noch zu zeigen, daB R[ Y ]y/(Q)
ein Cohen-Macaulay-Ring ist. Dazu werden wir im folgenden sehen, daBl Y, Yy,
X, — X,, Y, + Y, — X, eine Primsequenz von R[Y]/Q in M ist. Zunichst ist
Y, bzw. Y, nach dem Beweis von Proposition 1 bereits relativ prim zu @ bzw. zu
(@, Y,). Ferner ist auch leicht zu sehen, daf

(Q’ Yz: Ya) = (P’ Yl! st Ysy Yl) n (Xl! Xz: ng Yls Yz’ Y3) n (ng Xz, Xh sz Ym Yl)

gilt und X; — X, somit relativ prim zu (@, Y,, Y;)ist. NunseiZ = Y, + Y, — X,.
Z ist relativ prim zu (¢, Y,, Y, X, — X,) genau dann, wenn Z relativ prim zu
Q n k[X,, X,, X3, Yy, Z] ist. Angenommen, es gibt eine Relation

Ap, + B(X} — X,X;) + OX (X3 — X3) + D(X}X, — X3)

+ EXyY, + FX,Y, + GX\(Z — Y, + X)) + HX,(Z — Y, + X))

+IY1(Z—Y1+X1)=KZ, (7)
wobei 4, ..., K Polynome aus k[X,, X,, X, ¥,, Z] sind. Wir miissen zeigen, daB
K € (Pu Xi — X, X5, X,(X3— X3), XiX, — X3, X;Y,, X,Y,, X,(Z— Y, + X)),
Xo(Z — Y, + X;), Y1(Z — ¥, + X)) gilt. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit

kénnen wir zuerst annehmen, daB Z nicht in A, ..., I auftritt. Dann zerfillt (1) in
die folgenden Relationen:

GX|+HX2+IY1=K, (8)

Ap, + B(X] — X,X;) + OX(X3 — X3) + D(XiX, — X3)
+ EX,Y, + FX,Y, — GX\(Y, — X,) — HXy(Y, — X,)
—IY\(Y, — X,) =0. 9)
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In der folgenden Tabelle geben wir einige Werte von 4, ..., K an, welche diese
Relationen erfiillen:

A B C DE F ¢ HI K

Y,—X, 0 0 00 0 -X,X; X2 0 p

0 Y, 0 0 X, ~X, © 0 0 0

0 0 Y, 0 —X,X, X3 0 0 0 0

0 0 0 Y, X,X2 -—X!X,0 0 0 0

0 0 0 0 Y,—X, 0 0 0 —X, —X,Y,

0 0 0 00 Y,—X, 0 0 —X, —X,Y,

0 0 0 00 0 Y, 0 —X, 0

0 0 0 00 0 0 Y, —X, 0

X, —X,X; =X;0 0 0 0 0 0 o

0 X, 0 0 X, X, —-X, X, 0 —X
+ X, X,

—X; X X, 00 0 0 0 0 0

0 —~X.X, X; X,0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 X, -X, 0 0 0 0

0 0 0 00 0 -X, X, 0 0

0 -X2 X, X,0 0 0 0 0 0

Nach dieser Tabelle konnen wir weiter annehmen, dall ¥, bzw. X; bzw. X, nicht
in A,...,H bzw. 4, ..., E, H bzw. D auftritt. Danach ergeben sich aus (9) durch
Koeffizientenvergleich beziiglich ¥, folgende Relationen:

Ap, + B(X} — X, X,) + CX,(X§ — X3) + D(X}X, — X3) + GXj

+HX1X2=O, (10)
E4Y3+FX1—GXl—HXg=O, (11)
I=0. (12)
Aus (10) und (11) ergeben sich weiter durch Koeffizientenvergleich beziiglich X,
AX} + BX,X, + DX3 =0, (13)
AXy+ B+ DX; +G=0, (14)
C(X3 — X3) + HX, =0, (15)
EX; — HX,=0. (16)

Nun kénnen wir aus (13) durch Koeffizientenvergleich beziiglich X, zeigen, daB
AX} + BXy = 0 und D = 0 gilt. Hieraus und aus (14) ist dann leicht zu sehen, da8
GX durch X,(X3 — X3) teilbar ist. Ferner konnen wir aus (15) und (16) auch zeigen,
daB HX, durch X,Xy(X3 — X}) teilbar ist. Somit muB K nach (8) und (11) in
(X} — X,X,, Xi(X3 — X3)) enthalten sein, q. e. d.

Bemerkung. Y, + Y, — X, ist kein homogenes Element in R[Y], und man kann
iiberhaupt keine homogene Primsequensz der maximalen Lange 4 in R[Y]/(Q) finden.
Denn allgemein gilt folgendes: Es sei S ein Noetherscher Ring und A4 ein Ideal in 3,
so daB gr,(8) ein Cohen-Macaulay-Ring ist. Wenn gr,(S) eine homogene Primsequenz
der maximalen Lénge (dim S) enthdlt, dann ist §/4 ein Cohen-Macaulay-Ring.
Dies kann man leicht durch Induktion nach dim S/A4 zeigen, und wir iiberlassen dem
Leser den Beweis dalfiir.
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