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Involutionen in halbeintachen Algebren

WorraaNG MARRHOLD und KURT ROSENBAUM

1. Einleitung

Es sei A eine Algebra iiber einem Kérper K. Als Involution * in A bezeichnen wir
eine eineindeutige Abbildung von /1 auf sich mit folgenden Eigenschaften:

1. (x4 y)* = 2* + y* fiir alle r,y€eAd,

2. (x-y)* =y*-2* fiir alle x,y€eA,
3. (z*)* =2 fiir alle z€A,
4. (xx)* = ax* fiir alle x€Kund x € A.

Fordert man nur die Eigenschaften 1 bis 3, 8o kann man allgemeiner auch Ringe mit
Involutionen betrachten. Eine Ubersicht iiber die Ergebnisse dieser Theorie liefert
dic Monographie [1] von I. HERSTEIN. Es ist im allgemeinen nicht bekannt, wie alle
Involutionen in einer Algebra aussehen.

In dieser Arbeit kénnen wir folgende zwei Aufgaben l16sen: Erstens geben wir eine
Ubersicht iiber alle Involutionen in einer endlichdimensionalen halbeinfachen
Algebra iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper K. Dabei ist entscheidend, da3
jede Involution * in A die nach R. KocHENDORFFER [5] eindeutig bestimmten ortho-
gonalen Idempotente c,, ¢, ..., ¢, in der direkten Zerlegung

A= A@ cA@ @ ¢, A4 (1)

von der Ordnung 2 permutiert und umgekehrt.

Ahnliche Gedanken sind schon bei HoErNKE [2] konzipiert. Zweitens verallgemeinern
wir ein in [3] fiir Standardinvolutionen formuliertes und in [7] auf beliebige Involu-
tionen in halbeinfachen Gruppenalgebren erweitertes Ergebnis iiber das symplektische
Verhalten eines absolut irreduziblen Darstellungsmoduls fiir 4.

Unter einem symplektischen Modul verstehen wir ein Tripel (M, *, ) aus einem Dar-
stellungsmodul M fiir A, einer Involution * in A und einer nicht ausgearteten, schief-
symmetrischen K-Bilinearform

P:MXM—>K

in M, die beziiglich * A-invariant ist, d. h. der Bedingung
PD(az, b) = D(a, bzx*)

firallea, b€ M und z € 4 geniigt.
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Fiir die Formulierung unseres Resultates ist es wesentlich, daB es zu jeder Basis
{e), €3, ..., €m} vOn A eine eindeutig bestimmte beziiglich der Spur SP der rechts-
reguliren Darstellung von A duale Basis {b,, by, ..., b,} von A gibt mit der Eigen-
schaft

1 fir j==%k,
SP(e'b"):{o fiir ;'#k.

Unser Hauptergebnis ist nun das folgende Kriterium: Ist M < ¢;A ein absolut irre-
duzibler Darstellungsmodul fiir 4, y der Charakter der zu M gehérenden Darstellung
von A, % eine Involution in A und {e,, e,, ..., ep}, {b, bs, ..., by} ein Paar zueinander
dualer Basen, so gilt

_.1’

m
v Zl(e;b; = +1)
=1 0

je nachdem, ob:

1. ¢! =¢; ist und M sich beziiglich * zu einem symplektischen Modul machen
1a.8¢,

2. ¢} = c; ist und M nur die Einfiihrung einer nicht ausgearteten, symmetrischen
beziiglich % A -invarianten Bilinearform gestattet,

3. ¢! &= ¢, ist. In diesem Fall liBt sich in M weder eine symmetrische noch eine
schiefsymmetrische nicht ausgeartete und beziiglich * auch A-invariante Bilinear-
form einfiihren.

2. Involutionen in A4

In Analogie zur Darstellungstheorie der endlichen Gruppen kénnen wir die halb-
einfache Algebra A als Darstellungsmodul fiir die regulire Darstellung von A be-
trachten. Jedes minimale zweiseitige Ideal c¢;4 der Zerlegung (1) ist eine Primair-
komponente und zerfallt seinerseits in die direkte Summe von zueinander isomorphen
minimalen Rechtsidealen, den absolut irreduziblen Darstellungsmoduln fiir A.
Nach dem Satz von WEDDERBURN ist jede dieser Primiarkomponenten c;A isomorph
zu einer vollen Matrizenalgebra. Diese Matrizen kénnen wir mit der zu einem absolut
irreduziblen Darstellungsmodul von ¢;4 gehérenden absolut irreduziblen Darstellung
von A identifizieren, falls der Korper K algebraisch abgeschlossen ist.

2.1. Konjugiertheit beziiglich evner Involution

Ist M ein Darstellungsmodul fiir A und * eine Involution in A, so wird nach [4]
der konjugierte Vektorraum Homg (M, K) zum Darstellungsmodul fiir A vermége

(hz) (a) = h(az*) (2)

fiir alle A € Homy(M, K), a € M und z € A. Ist z+> A, die zu M gehorende Dar-
stellung von A, die wir in einer festen als Spaltenvektor

geschriebenen Basis von M in der Form
ex = A.e
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angeben konnen, so bekommen wir die zum beziiglich der Involution % konjugierten
Darstellungsmodul Homg (M, K) in der Basis

1
2 mit ég(ek) = {

€n

1 fir +=k,
0 fir vk ®)

l

leee D1 O

gehorende Darstellung aus der Betrachtung des formalen Matrizenproduktes (gx, eT).
Einerseits ist niamlich

(€2, eT) = (4.8, eT) = A,(¢, ") = 4.,
denn (&, eT) ist nach (3) gleich der Einheitsmatrix E. Andererseits ist wegen (€;x) (e;)
= &;(e;x*) offenbar

&z, €T) = (&, (ex™)7) = (¢, eT) AL.

Hieraus folgt, daB die zu Homg(M, K) gehérende Darstellung von A gegeben ist
durch

zr AL.
Sie heiBt die zu z > A, beziiglich * konjugierte Darstellung von A.
Weiter erkliren wir:

Ein Darstellungsmodul M fiir A heifit beziiglich einer Involution  in A selbstkon-

jugtert, wenn er A-isomorph ist zu seinem beziiglich * konjugierten Darstellungs-
modul Homy (M, K).

Fiir weitere Rechnungen ist folgende Umformulierung dieser Definition in die
Matrizenschreibweise vorteilhaft. Es seien z > 4, und z > 4}, die zu M bzw. zu

Homy (M, K) gehorendenjDarstellungen. M ist genau dann beziiglich * selbstkonju-
giert, wenn es eine regulire quadratische Matrix C gibt, so daB

4.0 = CAL

gilt fiir alle z € A. Besonders wichtig ist der Fall, daB M ein absolut irreduzibler
Darstellungsmodul fiir 4 ist.

Satz 1. Ist M ein absolut irreduzibler beziiglich einer Imvolution * in A selbstkonju-
gierter Darstellungsmodul fiir A, so ist die reguliire quadratische Matrixz C in

A, = 0AL,

entweder symmetrisch oder schiefsymmetrisch und bis auf ein skalares Vielfaches x 4 0
aus K eindeutig bestimmd.

Beweis. Aus 4,0 = CAL fiir alle z ¢ A folgt wegen A;eC = CAJ, also C-14,.
= AJC-1 sofort

4,0(07)1 = CAL(CT) 1 = C(0-14,,)T = C(CT) 1 4,
fiir alle z € A. Nach dem Lemma von ScHUR ist dann

C(C") 1 =«aFE

eine Skalarmatrix mit « & 0 aus K. Das bedeutet aber x = 41, also CT= C oder
OT = —C. Analog sieht man, daB C bis auf ein skalares Vielfaches aus K eindeutig
bestimmt ist. Damit ist Satz 1 bewiesen.

Jede Involution * in A wird durch ihre Wirkung auf die Primérkomponenten der
Zerlegung (1) beschrieben durch
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SBatz 2. Jede Involution » von A = e, A@ caAD --- @ ¢, A permutiert die orthogonalen
Idempotente c,, c,, ..., ¢, von der Ordnung 2. Insbesondere besteht die I1somorphie

¢t A o~ Homg(ci4, K).

Beweis. Da jede Involution * in A die Elemente des Korpers K festliBt, bleiben
insbesondere das Nullelement 0 und das Einselement 1 bei * ungeéndert.
Ist ¢;A eine Primiarkomponente von A4, so ist auch

(cid)* = {a*:z € c;4) 2 cfA

eine Primérkomponente von A4, denn wegen der Linearitit der Involution * ist
mit ¢4 auch (c;4)* ein Unterraum von A. Dariiber hinaus ist fiir alle z* € (c;A)*
und y € A auch

2*y = (y*2)* € (c,4)*, da y*z € o4,
und
yz* = (xy*)* € (2,4)%, da xy* € ;4.

Damit ist (c;A4)* ein zweiseitiges Ideal, und aus der Minimalitit von ¢;A folgt die von
(c;A4)*. Insbesondere ist (c;A4)* = cfA.

Wir zeigen nun den zweiten Teil der Behauptung. Da c;4 eine Primarkomponente
von A ist, ist auch Homg(c;4, K) A-isomorph zu einer Primirkomponente c;A :

@: el o2 Homg(ci4, K).

Dabei wird das Idempotent ¢, auf einen K-Homomorphismus % %= 0 aus Homg(c;4, K)
abgebildet. Wire nimlich ¢(c;) = 0 der Nullhomomorphismus, so wire, da ¢ ein
A-Isomorphismus ist, auch @(cx) = @(c;) - ¢ = 0 fiir alle z € A, was nicht sein
kann.

Das Idempotent ¢ operiert trivial auf ¢(c;) = A, d. h. k¢, = h, denn wegen ¢; - ¢y =¢;
ist einerseits g(c; - ¢x) = @(c;) = h, und wegen der A-Isomorphie ¢4 =~ Homg(c;4, K)
ist andererseits @(cy - ¢;) = @(cx) ¢ = he,. Hierbei haben wir ¢, € A als Operator
aufgefaBt.

Hiermit 148t sich nun leicht zeigen, da8 ¢, = ¢ ist. Wire nidmlich ¢, 3= ¢?, so wire
wegen (2) und ¢; 3= c}

h(cix) = he(eiw) = hlcjae}) = hlcicix) = h(0z) = 0

fiir alle z € 4, d. h., & wire der Nullhomomorphismus, was nicht sein kann. Hierbei
haben wir verwendet, da8 die orthogonalen Idempotente c; und ¢; im Zentrum von A
liegen. Damit ist Satz 2 bewiesen.

Nach diesem Ergebnis sind bei einer gegebenen Involution * in A grundsitzlich
zwei Arten von Primérkomponenten moglich, namlich:

1. (c;A)* = ¢4 = c;A. In diesem Fall ist ¢} = ¢;, und die Primiérkomponente c;4
ist beziiglich der Involution * selbstkonjugiert.

2. (c;iA)* = ¢4 = A mit ¢! = ¢; = ¢;. Dieser Fall tritt genau dann ein, wenn der
A-Isomorphismus ¢;4 =~ Homg(c;4, K) besteht. Dann ist auch ¢;4 o~ Homg(ce4, K),
und wir nennen die Primérkomponenten ¢;A und ¢ A beziiglich der Involution *
zueinander konjugrert.

Eine weitere Konsequenz aus Satz 2 ist

Folgerung 1. Die halbeinfache Algebra A ist beziiglich jeder Involution % in A
selbstkonjugiert.

Nach dieser groben Beschreibung einer Involution * in einer halbeinfachen Algebra A
interessieren wir uns nun dafiir, wie * im Inneren jeder Primirkomponente wirkt.
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2.2. Involutionen sn einer Primdrkomponente

Es sei ¢;A eine Primirkomponente mit ¢ = ¢;. Da ¢;4 isomorph ist zu einer vollen
Matrizenalgebra M(n, K), geniigt es, alle Involutionen in M(n, K) zu bestimmen.
Dabei identifizieren wir die Matrizen X € M(n, K) mit den Darstellungsmatrizen,
die zu jeder der » absolut irreduzibeln Darstellungen von A gehéren, deren Dar-
stellungsmoduln in ¢;4 liegen.

Satz 3. Jede Involution x in ¢;A = M(n, K) wirkt gemif

X+ X*=CXTC! 4)
mit einer reguliren symmetrischen oder schiefsymmetrischen Matriz C. Umgekehrt
st auch jede solche Abbildung eine Involution in c,A.

Der Beweis erfolgt in mehreren Etappen:
1. Jeder Automorphismus von M(n, K) wird beschrieben durch

X CXC?

mit einer reguliren quadratischen Matrix C € M(n, K) und umgekehrt.

2. Die Abbildung X > XT ist ein Antiautomorphismus zweiter Ordnung von
M(n, K).

3. Ist @, ein fester Antiautomorphismus von M(n, K) und durchlduft # die Menge
aller Automorphismen von M(n, K), so durchlduft ¢ = @ - ¢, die Menge aller
Antiautomorphismen von M(n, K).

4. Ein Antiautomorphismus

7: X C0X7C1

mit einer reguliren quadratischen Matrix C € M(n, K) ist genau dann eine Invo-
lution, wenn CT = +C ist.

Wir zeigen nun die einzelnen Teilbehauptungen.
1. Jeder Automorphismus § von M(n, K) ist eine treue Darstellung von M(n, K)
und als solche dquivalent zu der identischen Abbildung d: X + X. Folglich gibt es
eine regulire quadratische Matrix C mit

FX)C=CX
fiir alle X € M(n, K). Umgekehrt definiert auch jede solche Matrix C einen Auto-
morphismus von M(n, K). Aus dem Lemma von Scrur folgt, daB zwei reguléire
quadratische Matrizen C; und C, genau dann denselben Automorphismus erkléren,
wenn C; = «C, ist mit « & 0 aus K.
Damit entsprechen sich die Automorphismen von M(n, K) und die Elemente von
GL(n, K)/Z(n, K) eineindeutig. Dabei bedeutet Z(n, K) das Zentrum der vollen
linearen Gruppe GL(n, K).
2. Die Behauptung ist klar, denn es ist
fir alle X,, X,, X € M(n, K).
3. Ist @, ein fester und ¢ ein beliebiger Antiautomorphismus, so ist § = @, o @g!
ein Automorphismus von M (n, K). Hieraus folgt die Behauptung.
4. Aus 1., 2,, und 3. folgt, daB alle Antiautomorphismen von M(n, K) gegeben sind
durch

7: X 0X7C1,

wenn nur die regulire quadratische Matrix C ganz GL(n, K)/Z(n, K) durchlduft.



138 WoLreANG MAHRHOLD und KurT ROSENBAUM
Ist nun C7 = +4C, so gilt neben den Eigenschaften 1, 2 und 4 fiir eine Involution
auch noch Eigenschaft 3:

@?(X) = O[0XT0'|T C! = X,

d. h., § ist eine Involution in M(n, K).
Umgekehrt sei § = * eine Involution in M(n, K). Da die Darstellung d: X > X
beziiglich * selbstkonjugiert ist, ist die regulidre quadratische Matrix C' in

X0 = O'(X"T

fiir alle X € M(n, K) nach Satz 1 entweder symmetrisch oder schiefsymmetrisch
und bis auf ein skalares Vielfaches « 3= 0 aus K eindeutig bestimmt. Dann ist fiir
c=0T7

X* = CX7C1.

Damit ist Satz 3 bewiesen.

2.3. Involutionen, die zwei Primdrkomponenten miteinander vertauschen

Es seien ¢;4 und cgA zwei Primdrkomponenten von ., die als einfache Algebren
zueinander isomorph, also vom selben Rang 7%, und als A-Moduln beziiglich der
Involution * zueinander konjugiert sind. Um einen Uberblick iiber alle Involutionen
in ;4@ A zu bekommen, geniigt bereits die Kenntnis aller Antiautomorphismen
in einer der beiden Primérkomponenten.

Satz 4. Jede Involution * in c;,AP ;A = Mi(n, K)D Mi(n, k) wirkt gemif

CXTC-1 € My(n, K) fir X € M;i(n, K),
CTXT(CT) e Min, K) fir X ¢€ Myn, K)

mit evner reguliren Matriz C und umgekehrt.

XHX*:{ (5)

Der Beweis erfolgt unter Verwendung der Teile 1, 2 und 3 aus dem Beweis des
Satzes 3 in zwei Schritten:

1. Ist y, ein fester Ringisomorphismus

vo:cid - A
und durchléuft ¢ die Menge aller Antiautomorphismen von ¢;4, soist jede Abbildung *
gemdf

x,_,xt___{('l’ooq’)(x) fiir zECiA:

(@ toy!) (z) fir z€ced (6)

eine Involution in ¢;A@ ¢4, die beide Primirkomponenten miteinander ver-
tauscht.

2. Ist umgekehrt * eine beliebige Involution in ¢;A @ c;4, die beide Primérkompo-
nenten miteinander vertauscht, und y, ein fester Ringisomorphismus

Yo: il >,
so gibt es einen Antiautomorphismus ¢ von c;A derart, daB

z* — (o 0 @) () fir z€cd,
(p7rowg?) (x) fiir z€cd.
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Wir zeigen nun diese Teilbehauptungen und formulieren dabei die Ergebnisse in die
Matrizensprache um.

1. Die Abbildung (6) ist eine Involution in ¢;A @ c;4, denn es gilt:
1. @4+y*=uo*+y* firalle z,y€c;A@ .

2. (x-y)* =y*.x* firalle =z, y€c;AP .
3 @NV*=xa firalle z€c¢,A@ ;.
4. (ax)* = ax* firalle a € Kund z€c;A®D A.

Dabei ist (¢;4)* = ;A und (e, A)* = ¢;A.

2. Es sei # eine beliebige Involutionin ¢;A @ ¢,A mit ¢ = ¢;. Mit §; und §; bezeich-
nen wir die Einschriinkungen von * auf ¢;4 bzw. auf ¢4, mit y, einen beliebigen
Ringisomorphismus

Yo: C,’A — C‘.A.

T?;mn ist @ = yy' o @; ein Antiautomorphismus von c¢;4, und fiir jedes x € ¢;4
gilt
(@*)* = (@ 0 i) () =[x 0 (po 0 9)] (x) = 2.

Daher ist
Fe=g oy
Die Involution * in ¢;A@ c,A hat also die Gestalt (5). Bei der Ubertragung dieses

Ergebnisses in die Matrizensprache verwenden wir, daB nach Teil 3 des Beweises
von Satz 3 jeder Antiautomorphismus ¢ in ;4 = M(n, K) gegeben ist durch

p: X > CXTC1

mit einer reguliren quadratischen Matrix C. Den Ringisomorphismus y,: M (n, K)
— M(n, K) konnen wir uns realisiert denken durch die ,,identische‘ Abbildung
X+ X. Dann sind, wie behauptet, alle Involutionen in Mn, K)@ My(n, K)
beschrieben durch (5). Damit ist Satz 4 bewiesen.

Sind ¢;4 und ¢4 eindimensional, so wirkt die Involution * auf x = ac; + fc; gema
x* = fc; + acy.

3. Das Kriterium

Fiir den Beweis des in der Einleitung formulierten Hauptergebnisses dieser Arbeit
interpretieren wir zunichst einige: Ergebnisse aus Abschnitt 2 in der Sprache der
symplektischen Moduln. .

Jeder symplektische Modul (M, %, ®) ist als Darstellungsmodul beziiglich * selbst-
konjugiert. Das bedeutet: Ist x +> 4, die zu M und z AI. die zu Homg (M, K)
gehorende Darstellung von 4, so ist (M, %, §) genau dann ein symplektischer Modul,
wenn es eine regulire, schiefsymmetrische Matrix C gibt mit

A,C = CAL

fiir alle x € A. In einer geeigneten Basis ¢ von M kénnen wir C als Formenmatrix
der K-Bilinearform @ interpretieren.

Satz 1 bedeutet dann, daB jeder beziiglich einer Involution * in A selbstkonjugierte
absolut irreduzible Darstellungsmodul M fiir A entweder ein symplektischer Modul
oder ein sogenannter symmetrischer Modul ist.
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Da wir fiir einen absolut irreduziblen Darstellungsmodul M < ¢;4 die Darstellungs-
matrizen 4, mit den Matrizen X € M(n, K) identifizieren kénnen, bedeutet Satz 3,
daB eine Involution in einer Primérkomponente verméoge

X+ X =CXTC!
genau dann durch eine regulire schiefsymmetrische Matrix C' bewirkt wird, wenn
(M, *, ) ein symplektischer Modul ist. Diese Involution wird genau dann durch

eine reguldre symmetrische Matrix C beschrieben, wenn (M, *, @) ein symmetrischer
Modul ist. Dabei ist @ die durch C' bestimmte Bilinearform.

3.1. Duale Basis

Es sei {¢,, ¢y, ..., e,) eine beliebige Basis der halbeinfachen Algebra A.

Wir filhren den Beweis fiir die Existenz einer eindeutig bestimmten beziiglich der
Spur SP der rechtsreguliren Darstellung von A dualen Basis (b,, by, ..., b,} in drei
Etappen. Erstens zeigen wir die Eindeutigkeit; zweitens beweisen wir, daB es zu
einer speziellen Basis von A eine duale Basis gibt, und schlieBlich weisen wir das
fiir eine beliebige Basis von A nach. Vorbereitend zeigen wir

Satz b.
1. Fiir jedes Idempotent ¢ € A ist SP(c) 3 0.
2. Ist y € A mit SP(xy) =0 filrallex € A, soist y =0

Beweis. 1. Es sei 4, die Darstellungsmatrix von ¢ bei der rechtsreguliren Dar-
stellung von A. Wegen ¢? = ¢ ist dann

A3 — A4, =0.
Da das Polynom f(z) = 2® — x keine mehrfachen Nullstellen hat, ist 4, nach KocHEN-
DORFFER [6], Satz 27, dhnlich zu einer Diagonalmatrix A,. Da A2 = A/ ist,

treten auf der Hauptdiagonalen von 4/, nur die Werte 0 und 1 auf, und wegen ¢ =+ 0
tritt die 1 auch wenigstens einmal auf. Hieraus folgt die Behauptung.

2. Es sei y € A mit SP(zy) = O fiir alle x € A. Wire das von y erzeugte Linksideal
L = Ay vom Nullideal verschieden, so wiirde es ein Idempotent ¢ enthalten, fiir
welches nach Teil 1 dieses Satzes SP(c) = 0 ausfiillt. Das kann nach Voraussetzung
nicht eintreten, und folglich ist y = 0.

Damit ist Satz 5 bewiesen.

Satz 6. Zu jeder Basis {e,, e, ..., en) etner halbeinfachen Algebra A gibt es genau
eine bezdiglich der Spur SP der rechtsreguliren Darstellung von A duale Basis
(D, by, ..., by} mit der Eigenschaft
_ 1 fur j=k,

SPledy) = {o fir 4+ k.
Beweis. 1. Eindeutigkeit. Ist {e,, e, ..., €y} eine beliebige Basis von A und sind
{0y, by, ..., b} und (B}, by, ..., by} duale Basen, so gilt wegen SP(e;) = SP(e;b})
pffenba.r

SP(G‘bk) s SP(C‘b,. = SP(C‘(b. - b;)) =0
firalle v, k = 1, 2, ..., m. Hieraus folgt wegen der Linearitat der Spur

SP(z(b — b)) =0
fiir alle z € 4 und fiir alle ¥ = 1, 2, ..., m. Nach Satz 5 ist dann b, = b}, und die
Eindeutigkeit der dualen Basis ist gezeigt.
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2. Es sei {e,, e, ..., ¢,} eine Basis von A4, die sich aus Basen der Primérkomponenten
¢id der Zerlegung (1) zusammensetzt. Wegen der Orthogonalitit dieser Primir-
komponenten und der oben gezeigten Eindeutigkeit der dualen Basis geniigt es,
deren Existenz in einer dieser Primirkomponenten nachzuweisen. Zu diesem Zweck
betrachten wir in ¢;4 = M(n, K) die Basis

enn

wobei ¢, € M(n, K) diejenige Matrix bezeichnet, in der nur an der Stelle (2, k) eine
1 und sonst Nullen stehen. Dann ist

bn
bi — b:12

. 1
: mit bil’ = ; e‘."
bun
eine Basis von ¢, = M(n, K).

Da die regulire Darstellung von ¢;4 die geméB X > X fiir X € M(n, K) gegebene
absolut irreduzible Darstellung von A genau n-mal enthilt, ist auch

SP(eikbn) = { 1 fiir 1=r und & = 8

0 sonst.

In der Tat, bezeichnet y die Spur der Elemente X € M(n, K), so wird
SP(ejbj) = ny(epbi) = xlewer;)) = x(e;;) = 1.

Fiir § == r oder k == s ist
SP(ejubrs) = nylejbs) =0,

da auf der Hauptdiagonalen des Matrizenproduktes e;b,, stets nur Nullen vor-
kommen.

Damit ist b; eine duale Basis zu e;.

3. Wir setzen nun die in 2. betrachteten Basen e; bzw. b; von c;A zu einer Basis
e’ bzw. b’ von A zusammen. Dann ist b’ eine duale Basis zu e’.

Ist e eine beliebige Basis von A, so gibt es eine regulire m X m-Matrix B mit e — Be'.
Wir zeigen, daB dann b = (BT)"1b’ eine duale Basis zu e ist. Dazu fassen wir
die Werte SP(ejb}) als Elemente der m-reihigen Einheitsmatrix £ = SP (¢/, b'T) auf.
Wegen der Linearitit der Spur ist dann auch

SP(e, bT) = BSP(e, b'T) B1 = E,

d. h., b ist eine duale Basis zu e. Damit ist Satz 6 vollstindig bewiesen.

Es ist klar, daB die duale Basis der dualen Basis die urspriingliche Basis ist. Ist
A = K[@] eine halbeinfache Gruppenalgebra einer Gruppe @ iiber einem Korper K,
80 ist zu der von allen Gruppenelementen gebildeten natiirlichen Basis (a,, oy, ..., o)
die duale Basis gegeben durch
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3.2. Beweis des Kritertums

Entsprechend dem Plan des Beweises fiir die Existenz einer dualen Basis b von A
zu einer beliebigen Basis e von A beweisen wir unser Kriterium zunichst fiir die
spezielle Basis e’ von A und gehen dann zum allgemeinen Fall iiber.

1. Beweis fiir eine spezielle Basis

Es bezeichne wieder ¢’ die Basis von A, die sich aus den Basen e; der Priméirkom-
ponenten ¢;A zusammensetzt. Der absolut irreduzible Darstellungsmodul A7 fiir
A liege in ¢;A. Wegen der Orthogonalitit der Primdrkomponenten ist dann

2 x(edd) = 5 xled?),
=1 e€ciA .

d. h., es geniigt bei der Wahl unserer speziellen Basis, die Summation nur iiber
die in der Primiarkomponenten c;A liegenden Basiselemente zu erstrecken. Die obige
Summe ist sicher Null, wenn M beziiglich der Involution * in A nicht selbstkonju-
giert ist. Dann ist nimlich ¢! = ¢; = ¢;, und die Elemente b} liegen nicht in ¢;A.

Im Fall der Selbstkonjugiertheit von M beziiglich * benétigen wir neben der zu
Beginn des Abschnittes 3 gegebenen Interpretation von Satz 1 das folgende Er-
gebnis.

Satz 7. Ist M ein absolut irreduzibler beziiglich einer Involution % wn A selbstkonju-
gierter Darstellungsmodul fiir A, so gilt:

a) In M lipt sich genau dann eine symplektische Struktur einfithren, wenn fiir die
Spur der Involutionsmatriz D in M(n, K) :

SP(D) = —n
gilt.
b) In M lift sich genau dann eine symmetrische Struktur einfiihren, wenn SP(D)
= +n wird.

Beweis. Ist M selbstkonjugiert, so haben wir nach Satz 3 fiir die Basiselemente
e;x € M(n, K), die wir wieder mit den Darstellungsmatrizen von M identifizieren,

el = Ce,C!
mit einer schiefsymmetrischen oder symmetrischen reguliren quadratischen Matrix C.
a) Ist C = (ory) schiefsymmetrisch, so wird fiir die inverse Matrix C~! = ()
0t = —(CNT = — ().
Aus ¢}y = —Ce,(C~1T folgt dann
n "
e;k = — ) Y aubijen.
i=1 i=1

Daher wird fiir die Involutionsmatrix D mit e} = De;

Sp(D) = —’_=):: 5 P ———

b) Ist C symmetrisch, so wird fiir C~! = (f,) offenbar
C! = (CNHT = (Bis),
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und eine analoge Rechnung liefert fiir die Spur der Involutionsmatrix Sp(D) = +n.
Die Umkehrung der beiden Teilbehauptungen ist klar nach Satz 1. Damit ist Satz 7
bewiesen.

Wir kénnen nun zum eigentlichen Beweis unseres Kriteriums schreiten.
Da die zu M gehorende ahsolut irreduzible Darstellung von A mit dem Charakter
z genau n-mal in der rechtsregularen Darstellung von A mit der Spur SP enthalten
ist, gilt fiir alle X € M(n, K)

SP(X) = ny(X).

Daher ist

1 1
S oxlepdf) = — X SP(exb}) = ™y SP(D).

ex€ciA e€cyA
Hieraus folgt die Behauptung des Kriteriums in dem noch ausstehenden ersten und
zweiten Fall.
Wegen der Vollstindigkeit der drei Fille gilt auch die jeweilige Umkehrung, und
unser Kriterium ist nach Zusammensetzung der Teilbasen e; von ¢;4 zu der Basis
e’ von A fiir diese speziclle Basis bewiesen. .
2. Unabhingigkeit von der Wahl der Basis
Ist e cine beliebige Basis von A und x eine Involution in A4, so gibt es nach Satz 6
genau eine beziiglich der Spur der rechtsregularen Darstellung von A duale Basis b
zu e. Im Beweisteil 3 dieses Satzes hatten wir zusitzlich gezeigt: Ist e = Be’ mit
einer reguliren quadratischen m X m-Matrix B und der speziellen in 1. betrachteten
Basis von 4, so ist

b= (BTt D, -
wobei 0" die beziiglich der Spur der rechtsreguliren Darstellung von A duale Basis
zu e’ ist. - .
Deuten wir den Ausdruck 3 x(ejb}) als formales Skalarprodukt der Basis e’ von A

i=1

mit. der der Involution #* unterworfenen zu ihr dualen Basis b’ und schreiben wir
dafiir

m
L: x(eb)) = x(e'T, b'%),
-

so wird in diesem Kalkiil
x(eT, b*) = x(e’TBT, (BT)"1b'*) = z(e'T, b'*).

Damit ist die Unabhéngigkeit unseres Kriteriums von der Wahl der Basis von A
gezeigt, und sein Beweis ist abgeschlossen.

Im Spezialfall einer halbeinfachen Gruppenalgebra A = K[@] erhalten wir fiir die
natiirliche Basis {0y, g3, ..., 0} von A und die durch

*:0 > yo(0) 07!
gegebene Standardinvolution die bekannte friiher mit anderen Mitteln bewiesene

Folgerung 2 ([8], Satz 16). Ist M ein absolut irreduzibler Darstellungsmodul
fiir @ in K, y, ein linearer Charakter von @ und Sp die Spur der zu M gehorenden
Darstellung ¢ > 4,, so gilt genau einer der drei Fille

_1’

1
— X 1007 Sp(@®) = { +1,
a€G 0.



144 WoLreaxne MarRHOLD und KurT ROSENBAUM

Im ersten Fall ist M beziiglich * selbstkonjugiert und. gestattet die Einfiihrung einer
symplektischen Struktur. Im zweiten Fall ist M selbstkonjugiert und gestattet
die Einfithrung einer symmetrischen Struktur. Im dritten Fall ist M nicht selbst-
konjugiert.

Mit Hilfe unseres Kriteriums konnen wir entscheiden, ob sich in einem beliebigen
Darstellungsmodul M fiir eine halbeinfache Algebra A beziiglich einer Involution
* in A eine symplektische Struktur einfiithren liBt. Das ist genau dann der Fall,
wenn nach Zerlegung von M in die direkte Summe von einfachen, d. h. absolut
irreduziblen Darstellungsmoduln M;, nur folgende Typen von Summanden auf-
treten:

1. Beziiglich des Charakters y; der zu M; gehorenden Darstellung gilt

’é; x;(e,b,‘) = —1.

2. Mit jedem nicht unter 1. fallenden Teildarstellungsmodul M; tritt auch der zu
M beziiglich * konjugierte Teildarstellungsmodul M, = Homg(M;, K) auf, und
die Anzahl der zu M; isomorphen Bestandteile ist gleich der Anzahl der zu M,
isomorphen.
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