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Beriihrungsbedingungen fiir p-I-s-Kegelschnitte

KoNRAD DRECHSLER und ULRICH STERZ

1. Einleitung

In unserer Arbeit [1] haben wir die Einfiihrung von p-I-s-Kegelschnitten durch
gewisse unerwiinschte Eigenschaften motiviert, die das Superoskulieren auf der
Mannigfaltigkeit My der vollstandigen Kegelschnitte gegeniiber den p-I-Ausartungen
auf M besitzt:

1. Der Schnitt der zweidimensionalen Menge der einen nicht ausgearteten Kegel-
schnitt superoskulierenden Kegelschnitte mit der dreidimensionalen Menge der
p-l-Ausartungen ist eindimensional, also zu hoher Dimension, also nicht eigentlich.

2. Die Menge der einen nicht ausgearteten p-I-Kegelschnitt superoskulierenden
p-lI-Kegelschnitte ist zweidimensional. Die Menge der eine p-l-Ausartung superosku-
lierenden p-I-Kegelschnitte ist dreidimensional.

In [3] haben wir eine Forderung erhoben, die das Vermeiden von 1. prizisiert und
verallgemeinert : Der Schnitt jeder Ausartungsmenge mit der Menge der eine irredu-
zible Kurve ¢ in einem allgemeinen Punkt r-fach beriihrenden Kegelschnitte soll
fiir alle » und jedes c eigentlich sein. Wir haben gezeigt, daBl diese Forderung auf der
in [1] definierten Mannigfaltigkeit N der p-I-s-Kegelschnitte erfiillt ist, und damit
N, als beriihrungsvollstandig charakterisiert.

Um auf den Defekt 2. zuriickzukommen, werden wir in dieser Arbeit die Bedingungen
des Beriihrens, Oskulierens und Superoskulierens auf P;, M; und N, untersuchen,
ihre Basisdarstellungen angeben und fiir die Kegelschnittmengen, die die genannten
Bedingungen erfiillen, Gleichungen aufstellen. Mit Hilfe dieser Gleichungen sollen
in einer folgenden Arbeit!) ausgeartete Beriihrungsbedingungen auf Kegelschnitt-
mannigfaltigkeiten definiert und untersucht werden. Insbesondere soll dort gezeigt
werden, daB der Defekt 2. auf N beseitigt ist.

2. Kegelschnittmannigtaltigkeiten

Die Menge der p-Kegelschnitte einer projektiven Ebene X iiber dem Kérper k& der
komplexen Zahlen erfiillt einen projektiven 5-Raum P; mit Koordinaten (p,, ..., pe)
= (p). Es sei (P;| P,) die Hyperfliche der Geradenpaare, d. h. der zerfallenden
Kegelschnitte, und (Pj | P(;)) sei die Varietit der Doppelgeraden, d. h. der zerfallen-
den Kegelschnitte, fiir die der Rang der Koeffizientenmatrix ((p)) gleich 1 ist.

1) ,,Ausgeartete Beriihrungsbedi en auf Kegelschnittmannigfaltigkeiten‘.
g g



110 Koxeap DerronSLER und ULRIOH STERZ

Eine Varietit Q eines Produktraums Py X --- von P; mit weiteren projektiven Riu-
men hatten wir in [3] eine Kegelschnittmannigfaltigkeit genannt, wenn die Projektion
x: @ — Pj birational und die Menge der Fundamentalpunkte von y~! eine Teilmenge
von (Pg | Pyy,) ist. Die bekannte Menge M, der p-lI-Kegelschnitte oder auch voll-
stindigen Kegelschnitte [6] und die Menge Ny der von uns in [1] definierten p-I-s-
Kegelschnitte sind Kegelschnittmannigfaltigkeiten.

M, ist eine Varietit des Produktraums Py X Ly mit dem allgemeinen Punkt (p, 1)
= (py, l;), wobei p; (¢ =1, ..., 8) unbestimmt und /; (+ = 1, ..., 6) durch die zwei-
reihigen Adjunkten von ((p)) gegeben sind. Die [; bilden die Koeffizientenmatrix ((Z))
des zugehdrigen Linienkegelschnitts in den Linienkoordinaten (w) = (wy, w,, wy),
die als Koordinaten einer projektiven Ebene W aufgefaBt werden kénnen. Durch
den allgemeinen Punkt ist eine birationale Abbildung y: M — P, gegeben.

Der N; definierende allgemeine Punkt ist (p, I, §F, 5), wobei 57’-' die Koeffizienten
der zugeordneten Form (Chow-Form) der Kurve 3” der p-Superoskulanten von (p, 1)
im Graffmannraum @, sind. Den Punkten dieser Kurve entsprechen im P, Geraden
(p-Superoskulanten) und in X Biischelscharen von (p) in einem Punkt superoskulieren-
den Kegelschnitten. Entsprechend ist & erklirt. Die 4f und &F sind rationale Funk-
tionen von (p). Daher ist durch den allgemeinen Punkt von N, eine birationale
Abbildung y: Ny — P, gegeben.

Eine Parameterdarstellung von M; ist [5, 1]

1 ¢ e
(p) =1c a+c ad+ce , .
e ad+4 ce ab 4 ad? + e? @.1)
ab + be 4 (cd —e)2 —bc —d(cd —e) cd — e
((l)) = | —bc — d(cd — e) b + d2 —d
cd —e —d 1

Eine Parameterdarstellung von Ny ist in [1], (9.1) angegeben. Sie ergibt sich aus (2.1)
mit

a=mb ‘ (2.2)
und zusétzlich durch die Angabe der §;, z. B.:

P=mf=1,..,6 =15 =m,..

8. Berithrungsbedingungen

Es sei = ein nicht ausgearteter p-Kegelschnitt, d. h. Rang ((n)) = 3, und z, sei ein
allgemeiner Punkt von =z iiber k in rationaler Parameterdarstellung z.(t). Weiter sei
(P,, | B(, '))k(t) die iiber k(t) lineare (4 — r)-dimensionale Varietit der p-Kegel-
schnitte, die n in z, mindestens (r + 1)-fach schneiden. Ein allgemeiner Punkt
b(n, r) dieser Varietdt ist

b(z, 3) = gq(n) + (w3(t)), (3.1)
b(z, 2) = gq(x) + r{w(t) u(®) + (w3(t)), (3.2)
bizw, 1) = g(x) + r(w(t) u(®)) + s(w(t) v) + (w?(®)). (3.3)

Dabei ist w(t) die Tangente an x in z,(t), u(t) eine Gerade durch z.(¢) und v eine be-
liebige Gerade in X. Die Symbole (w?®), (wu), (wv) bedeuten die sechs Koeffizienten
der Produkte der zu u, v bew. w gehorenden Linearformen. Der Punkt b(z, r) hat
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iiber £ die Dimension 5 — r. Er definiert iiber % die Varietit (P, | B(z, r)),,
= (Pg | B(m, r)) der p-Kegelschnitte, die den nicht ausgearteten p-Kegelschnitt n
von r-ter Ordnung beriihren.

In Py ist (Ps| B(z, r)) ein Kegel mit der Spitze in n. Als Basisvarietit kann eine
geeignete (4 — r)-dimensionale Teilmenge von P, gewihlt werden:

Fiir r = 1 ist diese Basisvarietit der Schnitt von P, mit der ersten Polarhyper-
fliche zu P, von =, fiir r = 2 der Schnitt von P, mit der ersten und der zweiten
Polarhyperfliche zu P, von =, fiir r = 3 der Schnitt von P, mit der Hyperebene

Apy + - 4 Agpg = 0 [1].

Die Ordnung von (P | B(x, r)) ist die Schnittzahl (P, | B(, ) P5~)1).

(Ps | B(z, 3)) hat die Ordnung 4, siche [1]. (P; | B(z, 2)) und (Pj | B(=, 1)) haben
beide die Ordnung 6. Zur Berechnung von (Ps | B(w, 2) P8) = 6 bestimmt man die
Anzahl der p-Kegelschnitte von (P; | B(n, 2)), die durch drei Punkte 4; gehen, mit
Hilfe einer quadratischen Cremonatransformation v mit den Fundamentalpunkten 4,.
Sie fiihrt # in 7(x) der Ordnung 4 mit drei Doppelpunkten, der Klasse 6 und dem
Geschlecht O iiber und die gesuchten Kegelschnitte in die sechs Wendetangenten
von t(x).

Gleichungen fiir (P; | B(w, r)) erhalten wir folgendermaBen: Eine geeignete projektive
Transformation in Ps, die z in einen Fernpunkt n;, = 1, n; = 0 sonst, transformiert,
bildet den Kegel (affin) in einen Zylinder ab, dessen Gleichungen durch Elimination
von p;, bei den oben genannten Schnitten erhalten werden. Dabei ergeben sich sechs
Gleichungen fiir r = 3 (siehe (4.8)), zwei Gleichungen fiir r = 2 (siehe (4.22), (4.23)),
eine Gleichung fiir 7 == 1 (siehe (4.28)).

Der allgemeine Punkt b(z, r) ist ein nicht ausgearteter Kegelschnitt in Pj.

Definition 3.1. Die durch den allgemeinen Punkt y~1b(x,r) tiber k definierte
(6 — r)-dimensionale Varietit (Q | B(z, r)) von Q heiBt die Varietit der Kegelschnitte
aus Q, die y"'n auf Q von r-ter Ordnung beriihren. Von zweiter Ordnung beriihren
heillt oskulieren und von dritter Ordnung beriihren heiBt superoskulieren.

Zu dem 7 superoskulierenden p-Kegelschnitt b(x, 3) bilden wir nochmals den super-
oskulierenden Kegelschnitt b(b(x, 3), 3).

Definition 3.2. Die durch den allgemeinen Punkt x~1b(b(n, 3), 3) iiber k definierte
vierdimensionale Varietiit (Q | S(z)) von Q heiBt die Varietét der Kegelschnitte aus
Q, die y~'n auf Q mittelbar superoskulieren. '

4. Basisdarstellungen und Gleichungen

4.1. In [2] haben wir die Homologiegruppen H,My und H,N; und Basiselemente
angegeben, siehe [2], 3.3.11., 4.18.

Die Koeffizienten in den Basisdarstellungen bestimmen wir nun, wie in [2], 2.1.4.,
angegeben wurde, durch geeignete Schnitte. Wir ziehen dazu Parameterdarstellungen,
wie z. B. (2.1), (2.2), heran und schneiden im Parameterraum. Dabei ist darauf zu
achten, daB die Schnittpunkte von den Darstellungen erfaf3t werden.

4.2. (N | B(x, 3)) ist zweidimensional. Eine Basis fiir H,N; wird vertreten durch
(N | P?), (N | P{,W?), (N | PWL), (N [\P ) LyW?), (N | PoyLiyyWX). (4.1)

1) Pt bedeute i lineare Gleichungen in Py.
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Die Schnittzahlen in der Tabelle .
N| B(n, 3). p3 P(T;,W2 P"’;,WL P, L, W? Py, L) /WX

PLW |o 0 0 —3 0 1
PLL 0 0 =5 —3 2 2
LLx |o 3 0 0 1 1
LLp  |o 3 0 0 0 2
p 4 1 0 0 0 0
(4.2)

ergeben sich bis auf die erste Spalte aus [2]. Wir bestimmen die Schnittzahlen in
der ersten Spalte. Es sei (%, 1) der zu = gehorende p-I-Kegelschnitt. Ohne Beschrian-
kung der Allgemeinheit ist nach [1], 6.1., (7)) = TT((#)) T mit

100 1y e
(#)={0«0 und T=(014]. (4.3)
00 af 001
Wir vereinfachen zunichst, indem wir vom Kegelschnitt # ausgehen. Fiir den all-
gemeinen Punkt b(#%, 3) erhalten wir nach (3.1) die Koordinaten
Pr=q+ (=12 p,=0aq+ 4al®, Py = afig — af(t® + 1)%, (4.4)
Po=2Valtt —1), py=V—aB@E —1), pe=20aV—pue+1).

Durch Adjunktenbildung finden wir dazu die [; und erhalten mit (p;, [;) den all-
gemeinen Punkt y~1b(#, 3) auf M;:

1x=aﬂq—aﬂ(t2—1)’ 2 =fg—4p, I, = q+ (€2 + 1),

lo=—28Yatid —1), Ij=—Y—af(tt —1), {o=—27—Bue+1).
(4.5)
Fiir die Angabe des allgemeinen Punktes y~1b(%, 3) auf N; ist es zweckméiBig, die
Parameterdarstellungen (2.1) und (2.2) heranzuziehen. Zwischen den p;, ; und den
Parametern q, b, ¢, d, e und m bestehen die Zusammenhénge

G=%, e:%—, a=p—_lp2p:p2,
1 1 1
R (4.6)
- _.l:-’ - T, =a.
Daraus folgt fiir x~1b(#, 3)
(_2fER e @) |
g+ @ —1)p (¢ + @ —1p
— 1)?
g_2VBue sy g Pee+ @ — 1) .
g+ @+ 12 (¢ + & + pFp’

_ V=B -y et @+ D
T g @ -1’ ﬂ(q + (& — 1):)3’
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Die in 3. erwiahnten sechs Gleichungen des p-Superoskulantenkegels lauten fiir
(Ps |B(#, 3)) '
9B(PaPs — PE) — (205 + 28Dy — afy) (Ds + Bds + afdy) = O,
xB(P1Ps — DY) — (23 — BPe + 208Dy) (Bs + By + afDy) = O,
¥ P1pa — PF) — (—Bs + 282 + 2aBDy) (Ds + Ba + afhy) = O,
3(Psbe — Paba) + PulPs + PPy + afPy) =0,
3B(PaPs — Pabs) + Ds(Ps + Bd2 + 2B = O,
30B(Pads — PrPe) + Pe(Ps + Bd2 + afpy) = 0.

Fiir die {; aus (4.5) findet man duale Gleichungen. Wir suchen noch Gleichungen
moglichst kleinen Grades zwischen $; und [;. Die Adjunkten der Matrix ((p)) bzw.

((l)) bezeichnen wir mit L;(p%) bzw. Py(l?), ¢t =1, ...,6. Man findet zunidchst die
Beziehungen

(4.8)

é’_ _ 3 l_g . 3 I_g - ([l —atﬁ)s A3 (zl - "‘ﬂta)s
BT BT ah e P WBh— B
_ ({2 — Bl _ (I, + ol + afly)® a8 Py,
B =~ P B r e rapby - Ly Y

die dann als homogene Gleichungen vom Grad 3 in p; und vom Grad 3 in [; geschrie-
ben werden. Zwei dieser Gleichungen, namlich

ﬂi)lLa(i)z) ig + “ﬁgiapl(tz) —— 0
DiLy(92) 13 + 2P, P, (%) = 0

sowie die erste Gleichung von (4.8) schreiben wir in den Parametern fiir N; (siehe
(2.1) und (2.2)):

Béd — &2 1h + aé® =0,

(bé + éd? — deEm — a2 =0,

(B — 2B(hb + &%) + (mb? + mbd? + &2)]

X [«B + b + &) — 2 (b2 + mbd?® + &2)] — 9B(hbd + 28)2 = 0
und haben damit Gleichungen fiir den allgemeinen Punkt y~1b(%, 3) auf N;, wobei
der allgemeine Punkt in der Darstellung (4.7) vorliegt.

Die Untervarietit (N | PJ)) ist im Parameterraum durch m = 0 gegeben [1],
9.1. Die Gleichungen (4.10) zusammen mit 1h = O zeigen, daB der Schnitt von
(N | B (#, 3)) mit (N | PF)) leer ist.

Der Ubergang von (N | B(#, 3)) zu (N | B(n, 3)) geschieht mittels der Transformation

(%, % #3)7 = >, 2, ,)T, die in der Ebene X den p-Kegelschnitt # in # iiberfiihrt.
Sie induziert in P bzw. Ly die lineare Transformation

((®) = TH(p) T
bzw. (4.11)
(@) =(w)zT.

Daraus ergibt sich fiir die Parameter in (2.1), (2.2) mit (4.8)

und

(4.10)

¢=c—y, d=d—8, &= (e—e)— dc—17),

4.12
b=a, b=0b, h=m. (4.15)

8 Beitrige zur Algebra 11
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Einsetzen von (4.12) in die Gleichungen (4.10) ergibt Gleichungen fiir (N | B(r, 3)).
Mit m = O ergeben diese wie oben, daB der Schnitt von (N | B(x, 3)) mit (N | PT))
leer ist. Damit gilt

(N| B(n,3) P{,W) =0 und (N |B(x,3)P}L)=0.
Entsprechend finden wir

(N | B(x, 3) L(’,',X) =0 und (N|B(x,3) L{,',P) = 0.
SchlieBlich gilt

(¥ | B(z, 3) P?) = (Ps | B(=, 3) P?) = 4,

da (Py | B(n, 3) P?) keine p-Ausartungen enthilt. Damit sind die Schnittzahlen in
der ersten Spalte von (4.2) berechnet. Die Koeffizienten in der Darstellung von
(N | B(n, 3)) durch die Basiselemente (4.1) werden nun mit (4.2) bestimmt. Wir
erhalten die Homologierelation

(N | B(m, 3)) ~ 4N | P%) — 6 (N | PT,W?) — 2(N | P},WL)

— 6(N | Py LyyW?) — 6(N | Py L) WX). (4.13)

Entsprechend finden wir

(M | B(n, 3)) ~ 4(M | P?) — 6(M | Py, W?) — 2(M | P, WL). (4.14)

Wir geben nun noch zwei effektive Basisdarstellungen von (N | B(x, 3)) an. Es sei
N | P{,B) die Varietiit aller derjenigen p”-Ausartungen, fiir die einer der beiden
ragerpunkte der Tangentenbiischel fest ist [2], 2.2.2., und dual dazu (N | L],Q) die
Varietdt der I7-Ausartungen, fiir die eine Gerade fest ist [2], 2.2.3. Mit Hilfe der

Schnittzahlberechnungen aus [2], 2.2., erhélt man
(N | P3,B) ~ —2(N | P§,W?) + (N | P, WL),

r r (4.15)
(N | Lu)G) o~ (N | ps) - 4(N | Pu)W’) - 6(N | P(nL(an)

und auflerdem
(N | Py Ly X?) ~ (N | P\ Ly)\WX) — (N | Py L) W?),
(N | LEXY) ~ (N | P%) — (N | PE,W?) — (N | PR,WL) (4.16)
— 3(N | Poy Ly W X).
Neben (4.1) bilden somit auch

(N | P§,W?), (N | Py)Ly,\W?), (N | P\B), (N | Py)Ly)X?), (N | LE,X?)
und (4.17)
(N | P,WY, (N | PoLayW?), (N | L§HG), (N | PoyLwX?), (N | Lj,X*?)
je eine Basis fiir H N, und wir erhalten
(N B(x, 3)) ~ 2(N | P{,W?) + 2(N | P{;,B)
+ 6(N | Py, Ly X?) + 4(N | LE,X?), (4.18)

(¥ | B(z, 3)) ~ 2(N | LT, X?) + 2(N | LE,G)
+ 8(N | Py, L\ W?) + 4(N | PT,W?). (4.19)
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SchlieBlich soll noch eine Beziehung zur Varietit (N | Ia’) der p-l-s-Kegelschnitte,
die einen nicht ausgearteten Kegelschnitt in einem festen Punkt superoskulieren,
genannt werden. Nach [2], (4.4), gilt

(N | KP) ~ (N | P) — (N | P,WL) — 3(N | Py Ly WX),
und aus (4.13) erhalten wir

(N | B(z, 3) P) ~ 4(N | P*) — 2(N | P,WLP) — 6(N | Py,Ly,WXP)
~4[(N | PY) — (N | P§,W2L) — 3(N | Py L) WiX)]
~ 4(N | KP).

4.3, (M | B(n, 2)) ist dreidimensional.; Eine Basis fiir HgM; wird nach [2], 3.3.11.

und (3.30), vertreten durch (M | Py,W), (M | PL), {M | Ly, X).
Fiir die Koordinaten (p;, [;) des allgemeinen Punktes y~b(#, 2) auf M; erhalten

wir nach (3.2)
Pr=q+ 44 t) 4+ (2 + 1),
Pe = ag — Bart — 4at?,
Ps = afq — 4afr(® — t) — af(* — 1)2,

4.20
Po=—2Y—a[r(32 + 1) + (& + 1)), (
Ps = — ) —af [4rt3 + (t* — 1)],
Po = —2x YB[r(32 — 1) + (& — 0)]
und dazu
Iy = a3lg* — q(t* + 1)* — 4gr(P® + 1) — 42> + 1)7],
I, = aflg® + 4qi* + 8grt + 16r%2),
Iy = alg® + gt — 1 + 4gr(® — 0) + 42> — 1)7], @21)
lo=20B V—=alalt® +t) + @3¢ + 1) + 4 + 1)], '

Iy = aY=aBla(t* — 1) + 4grt® + 42t — 1)),
lg = 2 YBlg(® — 1) + gr(38 — 1) + 4r%(e — 1)).
Die in 3. erwihnten zwei Gleichungen fiir (P,, | B(z, 2)) lauten fiir n = #
o*p2pt + B2DF + B3 — aPPPiba — afibs — Pbabs
+ 30620 + 3app% + 363 = 0, . 42
2030°p% + 26°P2 + 203 — 30*fPpips — 30*fPis — 3aBpyh}
— 3afpyp; — 36°05Ps — 36D} + 12082DyPaps
+ 9a%8%p P + 90282 Dy B} + PP B}
+ 98°ba + aBpapt + 9BDaD; ‘
— 18af*py P} — 180y} — 18af*Pyp} + B40f*pypss = 0. (4.23)

8%



116 KoNBaD DeECHSLER und ULRICH STERZ

Wir suchen weiter Gleichungen zwischen $; und [;. Man findet p; + Bp, + ofdy
= 3apyq, ! 1+ oly + aply = 3a%8q? und damit die sechs Gleichungen

3BLi(P*) (I, + ols + aply) — (s + B2 + afp)? i =0 (4.24)
sowie die sechs Gleichungen
3aP(I%) (s + By + abby) — (i + ody + aply)2 pi = 0 (4.25)

fir (M | B(#, 2)). Einsetzen der Transformation (4.11) in (4.24), (4.25) ergibt Glei-
chungen fiir (M | B(, 2?).
Die Gleichung fiir 7 = 3 aus (4.24) und die fiir = = 1 aus (4.25) schreiben wir in
den Parametern von (2.1):

3paf(ad + ber + (¢d — &)%) + a(b + d?) + af]

— [(8b + ad® + &%) + B(& + &) + ap]? =0,

3ab[(ab + ad® + &) 4 B(a + &) + aB]

— [(ad + Be2 + (¢d — &) + a(b + d?) + af = 0.
Setzen wir hier die Transformation (4.12) ein und schneiden dann mit (M | P,,W?),
d.h.a =0, c =co, e =e, so ergibt sich (M | B(x, 2) P;,,W? = 0. Entsprechend
findet man (M | B(x, 2) L;,X?) = 0.
SchlieBlich gilt (M | B(n, 2) P3) = (P | B(n, 2) P3) = 6, da im zuletzt genannten
Schnitt keine p-Ausartungen vorkommen.
Wie in 4.2. ergibt sich nun mit weiteren Schnittzahlen aus [2] die Homologierelation

(M | B(m, 2)) ~ 8(M | PL). (4.26)
Entsprechend findet man mit Benutzung der Parameterdarstellung (2.1), (2.2)
(¥ | B(x, 2)) ~ 6(N | PL). (4.27)

4.4. (M | B(x, l)) ist vierdimensional. Eine Basis fiir H,M; wird vertreten durch
(M| P), (M| L). Die in 3. erwihnte Gleichung sechsten Grades fiir die Hyperfliche
(P,; | B(z, l)) lautet fiir # = % .

PA(DeBs — DY + 26(288 — Pada) (Bads — )

+ 20p3[2(DsPs — DaPa)? — (DaPs — D7) (BrDs — DE)] + Ri(x, B; f’_i) = (()4: %)

wobei die Glieder von R, vom Grad 6 in $; und deren Koeffizienten Potenzprodukte
in «, # vom Grad = 2 sind. Sie kann als Gleichung in ;, [ i geschrieben werden,
namlich '

B + 20323 — Lly) + 28208 — Bode) 12 + Rolo, B D l)) =0,  (4.29)

wobei R; homogen vom Grad 2 in $; und vom Grad 2 in {; mit Koeffizienten wie
R, ist.

Ersetzen wir hierin §; durch die Adjunkten P;({2?), so erhalten wir die Gleichung
sechsten Grades in den I;:

l{(t,t, — ;:)’ + 2"‘(213 == lll!) (le: — 13)’
+ 2p312dds — Ldor — (s — 13 iy — D) + By(o, B51) = 0. (4.30)
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Einsetzen der Transformation (4.11) in (4.28) bis (4.30) ergibt drei Gleichungen
fir (M | B(x, 1)). Damit finden wir (M | B(z, 1) P) =86 und (M | B(n, 1) L*) = 6
und mit weiteren Schnittzahlen aus [2] die Relation

(M| Bz, 1)) ~2(M | P) + 2(M | L). (4.31)
Entsprechend finden wir auch
(N1 B, 1)) ~ 2(N | P) + 2(N | L). , (4.32)

4.5. Zur Bestimmung eines allgemeinen Punktes von (N | S(#)) geben wir zuniichst
2" 'B(z, 3) in den Parametern der Darstellung (2.1), (2.2) an, indem wir die Trans-
formation (4.12) in (4.7) einsetzen. Wir erhalten?)

2V xs(s? — 1) _2Y—Bs(st+ 1)
R A = T T

V=B (s — 1) + 2 ds(s® — 1)
e = 7 + &, (4.33)
- pr(r + (82 — 1) _ofr 4 (st 4122

= y M= ———

(r+ (& + 1)) Blr + (st — 1)
Nun betrachten wir p = b(#, 3). Den allgemeinen Punkt x“b(b(ﬁ, 3),3) = x7%(p, 3)
von (N | S(ﬁ)) erhalten wir, indem wir &, b, &, d, & aus (4.7) anstelle von «, 8, 7, 8, ¢
in (4.33) einsetzen. Eliminieren wir hier g, r, 8, ¢, so finden wir die Gleichung fiir
(N | S(y'z)) im 5-Raum der Parameter von (2.1), (2.2)

o (b2 + hbd? 4 &%) + Bmb + &%) + afP

= prif(hb? + be? + (éd— &)%) + a(b + d?) + af]. (4.34)
Wir schneiden nun mit den Untervarietiten (N | P(;,L,,W2X) und (N | P%,W2L).
Die erste ist durch b = 0, ¢ = ¢y, d = dy, e = ¢, gegeben; dies gibt zusammen mit
(4.34) eine einfache Losung fiir m, also (N | S(%) P(I,L(,,W’X) = 1. Die zweite ist
durch m = 0, ¢ = ¢y, ¢ = ¢, und eine lineare Gleichung in b, d, d* gegeben; damit
erhilt man (N | S(#) Pf,W2L) = 0. Dual dazu findet man (N | 8(#) LT, X?P) = 0.
Diese drei Schnittzahlen erhilt man auch, wenn mit S(x) statt S(#%) geschnitten wird,

wie durch Anwendung der Transformation (4.12) zu erkennen ist. Mit weiteren
Schnittzahlen aus [2] erhalten wir nun die Relation

(N | 8(x)) ~ 2N | P) + 2(N | L) — (N | PoyL).- (4.36)
Entsprechend finden wir

(M| 8(n)) ~2(M | P) + 2(M | L), ' (4.36)
insbesondere

(M | 8(x)) ~ (M | B(m, 1)). (4.37)

Aus (4.35) sehen wir, daB neben den in [2], 4.1.8., angegebenen Basen auch (N | P),
(N'| L), (N | 8(n)) eine Basis fiir HyN; ist. Insbesondere gilt

(N | Pl ~ (N | S(x)) —3(N | L), (N|LE)~ (N | S(n)) — 3(N | P)(:1 -

(N | 8P) ~ 4N | P) + 3(N | L) + (N | S(x)), (4.39)

(N |85 ~3(N | P) + 4N | L) + (N | 8(m)).

1) g, t werden durch r, s ersetzt.
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