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Ober die Vollstindigkeit induktiver Gruppoide, die zu einer speziellen
Klasse endlicher Ringe gehiren

BARBARA SCHULTZ

Die Isomorphismen zwischen den Unteralgebren einer Algebra bilden beziiglich
der Komposition, der Quellen- und der Zieloperation sowie der Inklusionsrelation
ein induktives Gruppoid im Sinne von C. ERRESMANN, das zu dieser Algebra gehorige
induktive Gruppoid. In [3] und [4] wurden die zu Gruppen, in [6] die zu endlichen
Kérpern gehérigen induktiven Gruppoide untersucht. In [6] wurde die Lokalitét
und Vollsténdigkeit induktiver Gruppoide, die zu endlichen zyklischen Ringen
gehoren, untersucht; es wurde bewiesen, dal diese induktiven Gruppoide lokal
und vollstindig sind. Weiterhin wurde ein Zerlegungssatz fiir die zu endlichen
Ringen gehorigen induktiven Gruppoide angegeben, der auch im folgenden ver-
wendet wird.

In der vorliegenden Arbeit wird bewiesen, daB das induktive Gruppoid, das zu
einem endlichen Ring R gehort, genau dann vollstindig ist, wenn die induktiven
Gruppoide vollstindig sind, die zu den Primdrkomponenten von R gehéren. Da
die Primdrkomponenten eines endlichen Ringes Primzahlpotenzordnung haben,
wird im folgenden die Vollstandigkeit induktiver Gruppoide von Ringen mit Prim-
zahlpotenzordnung — speziell dabei von Ringen, die sich als direkte Summe zy-
klischer Unterringe darstellen lassen — untersucht.

1. Einleitung

Algebren werden im folgenden mit den Buchstaben A4, B, ..., I' bezeichnet, ihre
Triigermengen mit den entsprechenden Buchstaben 4, B, ..., I.

Unter einem Ring verstehen wir im folgenden immer einen assoziativen Ring.

Die Isomorphismen zwischen den Unterringen eines Ringes R werden im folgenden
mit kleinen griechischen Buchstaben bezeichnet. Den Definitions- bzw. Werte-
bereich des Isomorphismus 7 bezeichnen wir mit D(n) bzw. W(y), den identischen
Automorphismus von R mit ez. Die Einschrinkung von # mit D(n) = U auf einen
Unterring U’ von R mit U’ & U wird mit 5)U’ bezeichnet.

Definition. R sei ein endlicher Ring und I'(R) sei das induktive Gruppoid [I'(R),
«, B, @, <), fiir das I'(R) die Menge aller Isomorphismen zwischen den Unterringen
von R ist, ¢ die partielle Operation der Komposition dieser Isomorphismen ist,
a(n) = ep(y) und B(n) = ey fiir jedes 5 aus I'(R) gilt, und < die mengentheoretische
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Inklusion zwischen den Elementen von I'(R) ist. Das zu R gehorige induktive Grup-
poid ist dann I'(R).

Definition. Das induktive Gruppoid I'(R) = [I'(R), «, #, ¢, <] ist lokal, wenn
fiir alle B < I'(R) oder dquivalent fiir alle Mengen B von identischen Automorphis-
men aus I'(R) das folgende Distributivititsaxiom erfiillt ist:

Falls das Supremum von B beziiglich < existiert, gilt fiir jedes 5 aus I'(R)

nAVB=V\|yal:{€B).

Definition. Eine Teilmenge B von I'(R) heiBt kompatibel, wenn fiir alle  und
{aus B

. ampAl) = am) Aa@) und By Al) =B ApE)
gilt.

Definition. I'(R) ist vollstindig, wenn von jeder kompatiblen Teilmenge B von
I'(R) das Supremum existiert.

Es sei R ein endlicher Ring. Wir bezeichnen mit R* den Modul von R, mit L(R)
bzw. L(R*) den Unterring- bzw. den Untergruppenverband von R bzw. R*, mit
|R| die Anzahl der Elemente von R, mit R, @ R, die direkte Summe der Ringe R,
und R,.

Eine Gruppe heiBt periodisch oder auch eine Torsionsgruppe, wenn simtliche Ele-
mente von endlicher Ordnung sind. Ein Ring heiBt periodisch, wenn sein Modul
periodisch ist.

Es sei R ein endlicher Ring. Fiir jede Primzahl p, die die Ordnung von R teilt, gibt
es eine Untergruppe in R+, die von den Elementen der Ordnungen 1, p, p? ... ge-
bildet wird. Diese nennt man p-Komponente von R* und von R. Die zu verschiedenen
Primzahlen p gehorenden p-Komponenten von R heiBen auch Priméirkomponenten
von R.

Ein Ring heiBt zyklisch, wenn sein Modul zyklisch ist. Ist a ein erzeugendes Element
“eines zyklischen Ringes R, so schreiben wir R = (a). Ist (a) ein Unterring eines
Ringes R, so ist (a) der kleinste Unterring von R, der a als Element enthilt.

2. Vollstindigkeitshetrachtungen tiir induktive Gruppoide, die zu einer speziellen
Klasse endlicher Ringe gehren

Da sioh jeder endliche Ring als direkte Summe seiner Primirkomponenten darstellen
1aBt [2, S. 333), ist der folgende Satz fiir die Vollstandigkeit der zu endlichen Ringen
gehdrenden induktiven Gruppoide von besonderer Bedeutung.

Satz 1. R set ein endlicher Ring mit |R| > 1. Ist I'(R;) fiir jede Primdrkomponenie
R; von R vollstindig, so ist I'(R) vollstindig und umgekehrt.

Beweis. R ist darstellbar als direkte Summe seiner Primarkomponenten: R = é R;,
i=1

wobei die R, fiir 1 < 1 < n die Primiirkomponenten von R sind und (|R;|, |B;|) = 1

fiir + 4= j und 1 <, j < » gilt. Nach dem Zerlegungssatz fiir induktive Gruppoide,

die zu endlichen Ringen gehéren [6], gilt I'(R) = X T'(R,). Sind die I'(R;) voll-
i=1
sténdig, so ist I'(R) nsch [3, Satz 6] vollstandig und umgekehrt.

Folgerung. Ist R ein endlicher Ring, dessen simtliche Primiarkomponenten zy-
klisch sind, so ist I'(R) vollstindig.
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Hat R speziell die Ordnung p,p;---p, (p; Primzahlen, p; &= p; fir 744, 1 <4,
j < n), so sind alle Primdrkomponenten von R zyklisch, und I'(R) ist vollstén-
dig.

Will man Aussagen iiber die Vollstindigkeit induktiver Gruppoide machen, die zu
endlichen Ringen gehéren, so braucht man wegen Satz 1 nur die Vollstindigkeit
induktiver Gruppoide von Ringen der Ordnung p* (p Primzahl, n natiirlich) zu
untersuchen, da die Primirkomponenten diese Ordnungen haben. Solche Ringe
betrachten wir im folgenden. Wir benétigen dazu die nichsten beiden Sitze.

Satz 2. Fiir jeden Ring R und jeden Unterring U von R qult: Ist T'(R) vollstindig,
80 18t auch I'(U) vollstindig.

Beweis. Es sei I'(R) vollstindig. Dann besitzt jede kompatible Teilmenge von
I'(R) ein Supremum. Insbesondere besitzt auch jede kompatible Teilmenge K von
I'(U) ein Supremum » beziiglich I'(R), denn sie ist, da U Unterring von R ist, zu-
gleich eine kompatible Teilmenge von I'(R). » ist eine obere Schranke von K auch
beziiglich I'(U). Da aber jede obere Schranke »" von K beziiglich I'(U) zugleich
obere Schranke von K beziiglich I'(R) ist, ist » das Supremum von K beziiglich
I'(R).

Satz 3. Ist L(R) eine Kelte, so st I'(R) vollstindyg.

L(R) ist distributiv. Zum Beweis der Vollstidndigkeit von I'(R) geniigt es nach [1]
zu zeigen, dafB jede zweielementige kompatible Teilmenge von I'(R) ein Supremum
besitzt. Es sei {7, {} kompatibel. Da L(R) eine Kette ist, kann «() < «({) angenom-
men werden. Dann gilt a(n A L) = «(n) Ax({) = x(n). Aus n AL < nund a(n A L) = a(n)
folgt n A £ = 7, alson < ¢, daher /{5, ¢} = C.

Wir betrachten zuerst als einfachsten Fall induktiver Gruppoide, die zu endlichen
nichtzyklischen Ringen gehoren, die induktiven Gruppoide, die zu nichtzyklischen
Ringen der Ordnung 2% = 4 gehéren. Schon die Betrachtung dieser induktiven
Gruppoide ist sehr umfangreich (im Gegensatz beispielsweise zur Betrachtung der
induktiven Gruppoide, die zu Gruppen der Ordnung 4 gehéren, da es nur zwei
Gruppen der Ordnung 4 gibt).

Satz 4. Es sei R ein Ring der Ordnung 4. Wenn R die direkte Summe von Unterringen
der Ordnung 2 vst, ist I'(R) vollstindig; es sei denn, R hat dret Unterringe der Ord-
nung 2, die keine Zeroringe sind, dann vst I'(R) nicht vollstandig.

Beweis. R sei nichtzyklisch, es gelte R = (a) @ (b). Danng ilt nach [2], Satz 89,
2a = 2b = ab = ba = 0. Ist R ein Zeroring, so ist I'(R) nach [8], Satz 7, voll-
stindig; anderenfalls gilt 1. a® = @ und b2 = b oder 2. a® = 0 und 5 = b oder 3.
a? = a und 4% = 0. Im Fall 1 hat (@ + b) die Ordnung 2, R hat in diesem Fall drei
Unterringe der Ordnung 2. Im Fall 2 oder 3 erzeugt a + b keinen Unterring der
Ordnung 2. Der Ring R hat dann nur zwei Unterringe der Ordnung 2. Im Fall 2
ist die Abbildung ¢ iiber (@) mit @(0) =0, @(a) = b wegen @(a?) = 0 == b = p(a)
X p(a) kein Isomorphismus von (a) auf (b). Die beiden Unterringe der Ordnung 2
sind also nicht isomorph. Die identischen Automorphismen sind die einzigen Auto-
morphismen der Unterringe der Ordnung 2, und I'(R) ist trivialerweise vollsténdig.
Fall 3 erledigt sich analog. Um im Fall 1 zu zeigen, daB I'(R) nicht vollstindig ist,
nutzen wir die Tatsache aus, da8 nicht jeder Automorphismus von (a)* P (b)* = R+
auch Automorphismus von R ist. Wir betrachten die Abbildung ¢, mit ¢,(0) = 0,
¢1(a@) = a + b von (a) auf (@ + b). Diese ist ein Isomorphismus von (a)* auf (a 4 b)*+
und wegen @,(a*) = a + b = (a + b)? = ¢,(a) ¢;(a) auch ein Isomorphismus von
(@) auf (@ + b). Wir betrachten die kompatible Teilmenge {g,, g,} von I'(R) mit

7 Beitrige zur Algebra 11
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@3 = ep). Diese hat in I'(R) kein S8upremum, denn fiir eine Abbildung ¢ iiber R
mit (@) =a + b, @(d) = b, ¢(0) =0 gilt

p(ad) = @(0) =0 == b = (a + b) b = p(a) p(b).

Satz 5. Ist R ein Ring der Ordnung 4 mit hochstens zwei Unterringen der Ordnung 2,
80 18t I'(R) vollstindayg.

Beweis. Hat R genau einen Unterring der Ordnung 2, so ist I'(R) nach Satz 3
vollsténdig. B habe genau zwei Unterringe (a) und (b) der Ordnung 2. Wir unter-
scheiden die Félle 1. a2 =0 und 62 = 5,2. a? =aund b2 = 0, 3. a2 = O und b2 = 0,
4. a* = a und b® = b. Im Fall 1 ist die Abbildung ¢ iiber B mit ¢(0) = 0, g(«) = b
wegen g(a?) = @(0) = 0 3 b = @(a) ¢(a) kein Isomorphismus von (a) auf (b). Nach
Voraussetzung hat R keine weiteren Unterringe der Ordnung 2. Alle Automorphismen
sind identische, und I'(R) ist trivialerweise vollstindig. Fall 2 erledigt sich analog.
Im Fall 3 ist (@ + b)2 = ab + ba. Da R nach Voraussetzung hochstens zwei Unter-
ringe der Ordnung 2 haben soll, miissen im Fall ab = 0 die Ungleichheiten ba + 0,
ba & a + b gelten; im Fall ab %= 0 gilt ab == a + b (sonst (ab) a = (a + b) ¢ = ba,
a(ba) = al(ab) a) = a*(ba) =0, also ba =0, ab+ ba =a + b) und be = 0 (die
anderen Moglichkeiten scheiden aus). Es geniigt, den Fallab = 0,ba %= 0,ba 3= a + b
zu betrachten. Dieser Fall kann, da R ein Ring ist, wegen (ba) @ = ba fiir ba = b
und b(ba) = ba fiir ba = @ und andererseits ba? = b% = O nicht eintreten. Im Fall 4
gilt (@ + b)? = a + b + ab + ba. Da R nur zwei Unterringe der Ordnung 2 besitzt,
gilt ab == ba. Ebenso gilt ab 4 ba f=a + b. Wire ab=a + b, so wire (ab)b
=@+ bdb=a+b+b=a=a+ b=ab= ab®. Ebensowenig gilt ba = a 4 b.
Es bleiben die Moglichkeiten ab = 0, ba = a oder ba =0, ab = a (dann (ab)a
=+ a(ba)) und ab = 0, ba = b oder ba = 0, ab = b (dann (ba) b == b(ab)), welche alle
dem Assoziativgesetz widersprechen.

Satz 6. Ist R ein Ring der Ordnung 4 mit genau drev Unterringen der Ordnung 2,
80 18t I'(R) genau dann vollstindig, wenn R mindestens einen Zerounterring der Ord-
nung 2 hat.

Beweis. Unter den Voraussetzungen des Satzes ist R nicht zyklisch. Dann gibt es
zwei Elemente a und b mit b ¢ {(a)*, @ 3 0. Wir unterscheiden die folgenden Fille:

1. Alle drei Unterringe der Ordnung 2 sind Zeroringe. Dann gilt a? = b? = (a + b)?
= 0, also ab + ba = 0, daher auch ab = ba. Fiir ab = a gilt ab? = 0, jedoch (ab) b
= a; fiir ab = b ist entsprechend ba? & (ba) a; fiir ab = a 4 b gilt ab® = 0, jedoch
(ab) b = a + b. Somit gilt ab =0, R ist Zeroring und I'(R) damit vollstandig.
2. Der Fall genau zweier Zerounterringe der Ordnung 2 ist nicht méglich. Ohne
Beschriinkung der Allgemeinheit seien (a) und (b) die beiden Zerounterringe der
Ordnung 2. Dann gilt a® =8 =0, (a + b)? = ab 4 ba 3 0. Wire ba 5= 0 bzw.
ab &+ 0, 8o wire b(aa) + (ba) a bzw. (aa) b + a(ab). Damit muB ab = 0 und ba = 0
gelten; Widerspruch zu ab 4 ba == 0.

3. R habe genau einen Zerounterring der Ordnung 2, etwa (b). Es sei a® = a. Dann
gilt a + b = (a + b)® = a + ab + ba. Wir unterscheiden vier Unterfélle:

3a). Es gelte ab=1>b, ba = 0. Da nur (b) Zerounterring der Ordnung 2 ist, ist
(b) weder zu (@) noch zu (a 4 b) isemorph. Es sei , der Isomorphismus von {(a)
auf (a 4 b), n, = epy. Die Abbildung ¢ = #, v 571 v 5, ist das Supremum von
{71, 3}, denn ¢ ist ein Automorphismus von R*, und es gilt @(ab) = @(b) = b
= (a + b) b = ¢(a) ¢(b). Entsprechend besitzt {n7?, 7;} ein Supremum. Die iibrigen
Suprema existieren trivialerweise, I'(R) ist vollstandig.

3b). Es gelte ab = 0, ba = b. Der Fall erledigt sich wie 3a), nur daB ¢(ab) = 0
. = ¢(a) p(b) gilt. I'(R) ist vollstindig.
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3c). Es sei ab = a + b, ba = a. Wegen a(ab) =a(a + b) =a +a + b =2, aber
ab = ab = a + b ist dieser Fall nicht méglich.

3d). Es sei ab = a, ba = a + b. Wegen b%e = 0, aber b(ba) =b(a + b) =a + b
ist auch dieser Fall nicht méglich.

4. R habe keinen Zerounterring der Ordnung 2. Dann gilt a® = a, b* = b, (@ + b)?
=a + b. Es gilt ab + ba = 0, also ab = ba.

4a). Es sei ab = ba = 0. Dann gilt R = (a) @ (b), und I'(R) ist nach Satz 4 nicht
vollstandig.

4b). Es sei ab = ba = a. Die Abbildung 7, iiber (b) mit 1,(0) = 0, n,(b) =a + b
ist ein Isomorphismus von (b) auf (@ 4 b) wegen 7,(b%) = ,(b) = a + b = (a + b)?
= 1,(b) 7,(b). Es sei n, = e4). {9y, 12} 18t kompatibel, hat jedoch kein Supremum,
denn fiir eine obere Schranke @ von (1, 5,) gilt ¢(ad) = @(a) = a, jedoch @(a) @(b)
=al@a+b)=a+a=0.

4c). Es sei ab == ba = b. Analog Fall 4b).

4d). Es sei ab = ba = a + b. Wegen a? = ab =: a + b, jedoch a(ab) = u(a + b)
= a + a + b = b ist dieser Fall unmdglich.

Als Folgerung ergibt sich

Satz 7. I'(R) st fiir einen Ring der Ordnung 4 genau dann nicht vollstindig, wenn er
drei Unterringe der Ordnung 2 hat, die alle dret keine Zeroringe sind.

Da die Betrachtung fiir Ringe der Ordnung 4 sehr umfangreich war, werden wir
im folgenden nur noch nichtzyklische Ringe von Primzahlpotenzordnung betrachten,
die direkte Summen zyklischer Unterringe sind. Obwohl sich der Modul eines Ringes
der Ordnung p" als direkte Summe zyklischer Gruppen darstellen li8t, ist ein solcher
Ring im allgemeinen keine direkte Summe von Unterringen. Nach [2] ist der Ring R
genau dann direkte Summe von Unterringen R;, wenn R* direkte Summe der R;
ist und die R; Ideale sind.

Satz8. Es seiR direkte Summe zwever zyklischer Ringe (a) und (b)der Primzahlordnungp.
I’'(R) st vollstiindig genau dann, wenn R keine weiteren Unberringe der Ordnung p
enthdlt.

Beweis. Es gilt ab = ba = 0, auBerdem kann angenommen werden, da 1. a® = a.
b2 = b oder 2. a® =0, b® = b oder 3. a? = a, b* = 0 oder 4. a® = 0, b2 = 0 gilt.
Im Fall 4 ist R ein Zeroring, der drei Unterringe der Ordnung p enthdlt; I'(R) ist
dann nach [6, Satz 7] nicht vollstindig. Im Fall 1 gilt p(a + b) = pa + pb = Ound
(@a+bd(@+d=aa+b dh, a-+?d erzeugt einen Unterring der Ordnung p.
Der Isomorphismus 7, von (a)* auf (a + b)* mit 7,(a) = a + b ist auch ein Iso-
morphismus von (a) auf (a + b), da 1,(a%) = 1,(a) = @ + b = (@ + b)* = 7(a) 74(@)
gilt. Es sei 7, = £p). Wegen (a) n (b) = (a + b) n (b) = (0) ist {7, n3} kompatibel.
{m1, ns} besitzt kein Supremum, denn fiir den Automorphismus ¢ von R* mit
pla)=a+0b, @bd)=0>b gilt ¢@ab)=¢0)=0+b=0=ab+bd>=(a+0b)d
= g(a) p(b). Im Fall 3 (Fall 2 ist analog) gibt es wegen (a + b)2 = a nur zwei Unter-
ringe der Ordnung p. Diese sind nicht isomorph, denn (b) ist ein Zeroring und (a)
nicht. (a) hat nur den identischen Automorphismus. Dieser bildet mit jedem Auto-
morphismus von (b) eine kompatible Teilmenge, diese besitzt ein Supremum, da
@(ab) = 0 = g(a) ¢(b) fiir die Vereinigung ¢ gilt. I'(R) ist also vollsténdig.

Wir betrachten nun Ringe der Ordnung p® (p prim), die direkte Summen zyklischer
Ringe sind. Zuniichst geben wir ein Beispiel.

Beispiel. Es sei R = (a) @ (b) ein Ring mit |(a)| = 2, |(B)] = 4, a® =a, b3 = ).
Es gilt ab = ba = 0. Nach [3, Satz 10]ist I'(R*) = I'({(a)* P (b)*) nicht vollsténdig.

7%
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Wir zeigen, da8 I'(R) auch nicht vollstandig ist:
L(R) hat die Gestalt

¥ (4
(®) ¢ (atd) (@) @ (2h)
(2b)
(@)
L
(0

Es sei 7 der Isomorphismus von (b)* auf (a + b)* mit n(b) = a + b. Wegen 5(b?)
=nb)=a+b=a*+b*=(a+ b)?2= (17(b))2 ist 7 auch Isomorphismus von
(b) auf (@ + b). Bei einem Automorphismus von R 148t sich a nur auf sich abbilden,
denn (2b) ist Zeroring, nicht aber (a), und weitere Unterringe der Ordnung 2 gibt es
nicht. Somit 1aBt sich # nicht zu einem Automorphismus ¢ von R erweitern, denn
es ist p(ad) = @(0) = 0 == a = a(a + b) = @(a) p(b). Wegen (a) n (b) = (a) n{a + b)
= (0) ist {7, &q)) kompatibel, besitzt jedoch kein Supremum. I'(R) ist also nicht
vollstindig.

Satz 9. R set ein Ring der Ordnung p® (p prim), der direkte Summe zyklischer Ringe ist.
Ist R = (a) D (b) P (c), os ist I'(R) genau dann vollstindig, wenn p = 2 und genau
zwet von den Unterringen (a), (b) und {c) Zeroringe sind. Ist R = {(a) @ (b) mit |(a)| = p,
[(b)| = p?, so ist ['(R) genau dann vollstindig, wenn a® = 0 und b® = 0 (dquivalent
b® <= b) 1st.

Bemerkung. Ein Ring R der zweiten Art, fiir den I'(R) vollstandig ist, hat genau
einen Zerounterring der Ordnung p und genau einen Nichtzerounterring der Ordnung
p, und a + b erzeugt keinen zyklischen Unterring.

Beweis des Satzes. Teil Ia. Es sei R = (a) D (b) P (c¢) und p > 2. Ferner sei
U = {(a) @ (b). Nach Satz 8 ist I'((a) P (b)) nicht vollstindig, wenn U mehr als zwei
Unterringe der Ordnung p enthélt. I'(R) ist in diesem Fall auch nicht vollstindig.
Enthélt U nur zwei Unterringe der Ordnung p, so gilt 1. a2 = 0 und 4% = b oder
2. a® =a und b? = 0; auBerdem ¢® = 0 oder ¢® =c; a, b und ¢ jeweils passend
gewihlt. Ist c® = 0, so ist (a) @ (¢) im Fall 1 und (b) P (¢) im Fall 2 ein Zeroring
der Ordnung p*. Nach [6, Satz 7] ist I'((a) D (c)) bzw. I'((b) @D (¢)) vollstindig, und
damit ist nach Satz 2 auch I'(R) vollstindig. Ist ¢ = ¢, so ist (b) @ (c) im Fall 1 und
(a) @ (c) im Fall 2 ein Unterring der Ordnung p? mit drei Unterringen der Ordnung p.
Nach Satz 8 ist I'((b) D (c)) bzw. I'(a) @ (¢)) und damit nach Satz 2 auch I'(R)
night vollsténdig.



Uber die Vollstindigkeit induktiver Gruppoide 101

Teil Ib. Es sei R = (a) @ (b) D (¢), p = 2. Falls R ein Zeroring ist, ist I'(R) nach
[6, Satz 7] nicht vollstindig. Anderenfalls gilt 0. B.d. A. 1. a®* =a, b*=0,c* =0
oder2.a®*=0,b2 = 0,c® =c.Esista+ b+ a + b =0.ImFalllist (a 4+ b =a + b,
im Fall 2 ist (@ + b)® = 0. In beiden Fillen ist (a + b) ein Unterring der Ordnung 2.
Im Fall 1 ist I'((a) @ (b)) nach Satz 4 und damit auch I'(R) nicht vollstindig. Im
Fall 2 ist (a) @ (b) ein Zeroring der Ordnung 4. Nach [8, Satz 7] ist I'((a) D (b))
vollstindig, I'((a) @ (c)) und I'({(b) D (c)) sind nach Satz 4 vollstindig. {c) ist als
einziger Nichtzerounterring der Ordnung 2 nur zu sich selbst isomorph. Zu jeder
kompatiblen Teilmenge von I'(R) mit Elementen sowohl aus I'((a) @ (b)) als auch
aus I'((c)) gibt es ein Supremum, das durch das Supremum der Elemente aus
I'(a) @D (b)) und durch e,y bestimmt ist. Fiir dieses Supremum ¢ gilt g(ac) =0
= @(a) ¢(c) bzw. @(bc) = 0 = @(b) ¢(c), da ein erzeugendes Element eines Zero-
unterringes der Ordnung 2 nur auf ein ebensolches Element und ¢ nur auf sich abge-
bildet werden kann.

Teil IT. Es sei nun R = (a) @D (b), pb + 0. Sind a und b passend gewiihlt, so gilt
1. a2 =0, b2 = 0 oder 2. a? = a, b2 = 0 oder 3. a? = 0, b2 = pb oder 4. a® = a,
b% = pb oder 5. a® = 0, b2 = b oder 6. a® = a, b% = b.

Im Fall 1 ist I'(R) nach [6, Satz 7] nicht vollstindig, da dann R ein nichtzyklischer
Zeroring der Ordnung p® ist. In allen sechs Fillen ist (pb) ein Zeroring der Ordnung p
wegen pb - pb = 0.

Teil I1a. Es sei p > 2. Im Fall 3 und 5 ist (a) @ (pb) ein Zerounterring. I'((a) @ (pb))
und damit auch I'(R) sind in diesen Féllen nach [6, Satz 7] bzw. Satz 2 nicht voll-
standig. Im Fall 6 ist (« + b) wegen a + b = (a + b)? ein zyklischer Unterring der
Ordnung p2. Es sei # der Isomorphismus von (b) auf (a 4+ b) mit #(b) = a + b.
Wegen (b) n(a) = (a + b) n(a) = (0) ist {7, qy} kompatibel, hat jedoch kein
Supremum, da ¢(ab) = 0 = a = a(a + b) = p(a) @(b) fiir eine n und ¢,y umfassende
Abbildung ¢ gilt. I'(R) ist also nicht vollstindig. Im Fall 4 hat L(R) das Diagramm

n

)

() (vb)

(0)

Die beiden Unterringe der Ordnung p sind nicht isomorph, da genau einer Zeroring
ist. Der einzige Automorphismus von (a) ist eq). Nach Satz 4 ist I'((a) P (pb))
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vollstindig. Eine kompatible Menge von Elementen von I'({a) @ (pb)) und I'((b))
besitzt ein Supremum ¢, definiert durch ¢y und den vorgegebenen Automorphismus
von (b). In allen Fillen gilt ¢(ab) = 0 = g(a) ¢(b). I'(R) ist vollstindig. Tm Fall 2
ist der Beweis ganz analog zu Fall 4.

Teil 11b. Es sei p = 2. Im Fall b gibt es zu dem Isomorphismus 5 von {a) auf {a 4 2b)
und zu ey ({7, &py) ist kompatibel) keine gemeinsame obere Schranke in I'(R), da
¢(ab) = 0 3= 2b = g(a) p(b) fiir eine beide Isomorphismen umfassende Abbildung
@ gilt. I'(R) ist nicht vollstandig. Iin Fall 3 ist I'(R) nicht vollstindig, da fiir den
Automorphismus 7 von {(a + b) mit yn(a + b) = a + 3b zwar die Menge {e(, €@, 1
kompatibel ist (es ist 5(2b) = 2b), aber p(a + b) = a 4 3b F a -+ b = ¢(a) + ¢(b)
fiir deren Vereinigung ¢ gilt. Fiir die Fille 2, 4 und 6 gilt Entsprechendes
wie in Teil I1a.

Satz 10. R sei ein Ring der Ordnung p" (p prim, n > 3), der direkte Summe von
mindestens drei zyklischen Unterringen ist. Dann ist I'(R) nicht vollstiindig.

Beweis. Es sei U = (a,) D (a,) D (a3) ein Unterring von R; «; habe die Ordnung
P (1=1,2,3), n, = 2. Es sei V == (p"lu)) P (p™la,) @ (p™1la,). Fiir p > 2
ist I'(V) nach Satz 9 nicht vollstindig, da V dic direkte Summe von drei Ringen
der Ordnung p ist. Fiir p = 2 ist I'(V) nach Satz 9 dann nicht vollstindig, wenn
0.B.d. A. ny =1, af = a; und entweder n, = 2 oder a = 0 bei n, = 1 gilt. Es
sei nun p = 2 und a} = 2ia, (0 <7, < ny); o} = 2ha, (0 < j, < ny) fiir 7, = 2
oder 2a; =0, a = 0; 2u3 = 0; a} = a;. (a,) enthilt einen Zerounterring der Ordnung 2.
Ist (a,) ein Zeroring, so ist I'((a,) @ (a,)) nach [6, Satz 7] nicht vollstindig, da
(aq) einen Zerounterring der Ordnung 2 enthilt. Ist (a,) kein Zeroring, so ist (2™ 2a,)
im Fall n, >3 ein Zerounterring der Ordnung 4, da 2™-2a,.2"2g, = 0 gilt.
I'((2"7%a,) @ (ag)) und damit auch I'(R) ist also nicht vollstindig. Dasselbe gilt
fir n;, =3 und 0 < j, < n,. Fiir n, =3 und j, = 0 ist a} = a,. Ebenso wie {(a,)
ist (a0, + a3) ein Unterring der Ordnung 8 von (a,) @ {(a,). Esgilt (a, + a3)? = a, + aj.
Es sei # der Isomorphismus von (a,) auf (¢, + a3) mit y(a,) = a, + a;. Die Menge
{eqa) 1) ist wegen (ag) n {a,) = (ug) n {a; + az) = (0) kompatibel, hat aber kein
Supremum, da @(a,a3) = 0 =+ a3 = (a, + a3) ag = @(a,) p(a;) fiir eine e,y und %
umfassende Abbildung ¢ gilt. Es sei n, = 2. (2a,) ist ein Zerounterring der Ordnung 2
von (a,). Es kann n; = 2 oder n; = 1 angenommen werden. Es sei n, = 2. Ist (a,)
ein Zeroring, so ist (2a,) @ (ag) ein nichtzyklischer Zeroring der Ordnung 8 und
I'((2a,) @ (ag)) nach [6, Satz 7] nicht vollstindig. Ist (a,) kein Zeroring, also 4a, = 0,
ai = 2a, oder ai = a,; 4a; = 0, a} = 2a, oder a} = a,, so ist I'((a,) D (a,)) nicht
. vollsténdig entsprechend Teil by) des Beweises, der zu Satz 11 gebracht werden wird.
Es bleibt der Fall n, = 1. Ist j, = 0, also a} = a,, so ist I'((a,) @ (a,)) nach Teil
ITb, Fall 6 des Beweises zu Satz 9 nicht vollstindig. Ist §, = 1, also a? = 2a,, so
ist I'((a3) @ (a,)) nach Teil ITb, Fall 3 des Beweises zu Satz 9 nicht vollstandig.

Satz 11. R sei evn Ring der Ordnung p* (p prim,n > 3). der direkte Summe von zwes
zyklischen Ringen ist: R = (a,) @ (a,). Dann <st I'(R) nicht vollstindig, aufer wenn
(bis auf eine Vertauschung der Variablen) pa, =0, p%ay =0 (ny = 3), a} = q,,
a3 = phay (0 < jy < ny) gilt.

Bemerkung. Ist R = (a,) @ (as) und I'(R) vollstindig, so hat R genau einen Zero-
unterring der Ordnung p und genau einen Nichtzerounterring der Ordnung p, der
von a, + a, erzeugte Unterring ist nicht zyklisch.

Beweisdes Satzes. Essei p™ die Ordnung von (a;). Es gelte a? = pia; (1 <1< 2,
0 < ji < n,). Zunichst sei p > 2. Fiir ny, n, > 1 sind beide (p™1a;) Zerounterringe
der Ordnung p wegen p(p*~a) = 0 und (p™la,) (p*-a;) = p*a} = pi*-pia,
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= p™2ipha; = 0 wegen 2n; — 2 + j; = n; und p*a; =0 (i = 1,2). Nach [6,
Satz 7] ist also I'((p™la,) @ (p™ lag)) nicht vollstindig, damit auch nicht I'(R).
Es sei nun o. B.d. A. n; = 1, ng > 2. Im Fall a} = 08ei U = (a,) D (p™'ay). I'(U)
(nach [6, Satz 7)), also auch I'(R), ist nicht vollstindig. Im Fall % = a, und a = a,
ist (a, + a,) ein Unterring der Ordnung p™ von R. Es sei n der Isomorphismus von
(az) auf (@, + a;) mit 5(a;) = @, + a;. Wegen (a,) n (@) = (@) n (ay + as) = (0)
ist {e(,), 7} kompatibel, besitzt aber kein Supremum, da ¢(a,) p(as) = a,(a, + as)
=a,; +0=¢0) = q;(a,a,) fiir die Verelmgung @ gilt. P(R) ist nicht vollstindig.
Es sei nun a? =a,, a} = pl-a, (0 < ja < ny). Der einzige Automorphismus von
(a,) i8t £a,). Da (a,) kein Zeroring der Ordnung p ist, wohl aber (p™~1a,), und weitere
Unterringe der Ordnung p nicht existieren, gibt es keine Isomorphismen zwischen
Unterringen der Ordnung p. Nach Fall 3 des Beweises zu Satz 8 ist I'({e,) @ (p™'ay)),
und nach Fall 2, Teil ITa, des Beweises zu Satz 9 ist I'((a,) @ (p™ 2a,)) vollstindig
(ng > 2, j, > 0 nach Voraussetzung). Zu je einem Automorphismus 7, von (a,) und
je einem Automorphismus 7, von (p™~ia,) (1 < ¢ < n,) gibt es ein Supremum 7,
einen Automorphismus von {(a,)@ (p™~‘a,), definiert durch %(a,) = 3;(¢;) und

n(p™tay) = ny(p™~tay); es gilt namlich n(a,(p™—tay)) = 7(0) = 0 = y(ay) n(p™ay).
L(R) hat als Diagramm

{a,) @ (ay)
!y\
|
|

|
|
|
|
|
|
|
|
I
I

)
|

»

N

@ (p"luy)

\ (0" *ay)

{a;) @ (p" 'ay .

(4,) ® (p"?ay) 0\

(ay) b (p™la,)

()

I'(R) ist vollstindig.

b) Es sei p = 2. Wir unterscheiden die Fille b,) bis bs) '
b,) Essein; > 1 und ny = 4. Fernersei U = (2% 1a,) D (2" 2a,). Der erste Summn.nd
ist ein Zeroring der Ordnung 2, da 2(2%1a,) = 0 und 2%1g, - 2M~1g, — 2M~253 —
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fiir », > 1 ist. Der zweite Summand ist wegen 2M7Zq, . 2M~%g, = 2MM~4g]
= 2M~4+h2mg, = 0 fiir ny, = 4 ein Zeroring der Ordnung 4. Nach [6, Satz 7] ist
I'(U) nicht vollstindig, und damit I'(R) auch nicht.

by) Essein, =1 und ny, = 4. Ferner sei U = (a,) @ (2"~ %a,). Der zweite Summand
ist ein Zeroring der Ordnung 4; der erste hat die Ordnung 2; entweder ist er Zero-
ring, dann ist I'(U) nach [6, Satz 7] nicht vollstindig, oder er ist kein Zeroring und zu
I’(2%~1a,) nicht isomorph. Der identische Automorphismus ist sein einziger Auto-
morphismus. (a,) und (2™~la,) sind die einzigen Unterringe von R der Ordnung 2.
Fiir j, = 0 erzeugt a, + a, einen zyklischen Unterring der Ordnung p™ von R. Es sei
n der Isomorphismus von (a,) auf (a, + a,) mit 5(a;) = a, + a,. Wegen {a;) n{a,)
= (a;) n (@, + ay) = (0) st {e,5, n) kompatibel, besitzt aber kein Supremum, da
9(a185) = 0 % a, = a,(a, + a;) = @(a,) p(a,) fiir die Vereinigung ¢ gilt.

Es sei nun aj = 2ha, (0 < j, < 7). Dann hat L(R) das folgende Diagramm:

(a,) ® (ap)
:'\'
|
|
I (1)

(1) @ (p""aq)

(p-ta)
(a,) & (p" tay)
" «// (i)

©y

I'({a,) @ (2%~1a,)) ist nach Fall 3 des Beweises zu Satz 8 und I'({a,) @ (2™ %a,))
ist nach Fall 2, Teil ITb, des Beweises zu Satz 9 vollstiéndig. Eine Menge von je einem
Element von I'((a,)) und I'((2"‘a,)) (0 < & < my) besitzt einen Automorphismus ¢
von (a,) @ (2%~‘a;) als Supremum, fiir welchen g(a, - 2"~ta;) = @(a,) P(2™ ‘az) =0

gilt.

by) Es sei n, > 1 und ng = 3.

by) Es sei 7, = 4 und 73 = 3. Fiir n, = 4 ist U = (2%%a,)@ (2%a,) ein nicht-
zyklischer Zerounterring von R der Ordnung 8, denn es gilt 2%~2 . 2M-2q3 — 23%-443
= 0 (wegenn, = 4) und 2%a,2%, = 0. Nach Satz [8, Satz 7] ist I'(U) nicht vollsténdig.
bys) Es sei #, = 2 oder = 3, n, = 3.

byy) Es sei j, > 0, und U = (2%~1a,) @ (2% %a,) ist wegen 2m~lg, . 2M-1g, — 0
und 2%~1g, . 2%~1g, — 2M~d+hg, — O ein nichtzyklischer Zeroring der Ordnung 8.
Nach [8, Satz 7] ist I'(U) und damit auch I'(R) nicht vollsténdig.

byyy) Esseijy = 0. Fiir j, =0, d. h. a} = a, ist (a, + a,) ein Unterring der Ordnung 8.
Es sei # der Isomorphismus von (a,) auf (a1 + ag) mit n(a;) = @, + a;. Wegen
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(@) n{a, + ay) = (a,) n (ag) = (0) ist (e, n} kompatibel, aber die Vereinigung ?
ist kein Supremum wegen playag) = 0 =+ a; = a,)(a; + a3) = p(a,) p(ag). Es sei
nun j, > 0, dann ist (2"%~2%a,) fiir n, = 3 ein Zerormg der Ordnung 4 wegen (2%~%q,)?
= 2M~4thg, = 0. Dann ist (2" %a,)@ (2™ la;) ein nichtzyklischer Zeroring der
Ordnung 8 und das dazugehorlge Gruppoid nach [68, Satz 7] nicht vollstiandig. Fiir
ny, = 2 ist a§ = 0 oder a} = 2a,. Im ersten Fall ist (a,) ein Zerormg der Ordnung 4,
(2™~'a,) ein Zeroring der Ordnung 2, die direkte Summe beider ein nichtzyklischer
Zerounterring der Ordnung 8 von R, deren Gruppoid nach [6, Satz 7] nicht voll-
stindig ist. Im zweiten FKall erzeugt a, + 2a, einen zyklischen Unterring der
Ordnung 4. Es sei ) der Isomorphismus von (2a,) auf (a, + 2a;) mit 5(2a,) = a, + 2a,.
Wegen (a,) n (2a;) = (a,) n (@, + 2a,) = (0) ist (e, 7} kompatibel, besitzt jedoch
kein Supremum, da ¢(a, - 2a;) = (0) = ¢ 0 =% 2a, = a,(a, + 2a,) = @(a,) p(ay) fiir
die Vereinigung ¢ gilt. I'(U) und damit auch I'(R) sind nicht vollsténdig.

b,) Essein, = 1 und n, = 3.

by,) Ist a} = 0, dann ist U = (a,) @ (2a,) fiir j, > O ein nichtzyklischer Zerounter-
ring von R der Ordnung 8 und I'(U) nicht vollstiandig. Fiir 7‘, = 0 erzeugt a, + 4a,
wegen (a, + 4a,)? = 0 einen Zeroring der Ordnung 2. Es sei n der Isomorphismus

von (a,) auf (a, + 4a,). Wegen (as) n (a;) = (az) n (a; + 4a,) = (0) ist [€<a.)» Ul

kompatibel, besitzt jedoch kein Supremum, da ¢(a,a3) = ¢ (0) = 0 =+ 4a; == 4a3
= (a, + 4a;) a, = @(a,) p(a,) fiir die Vereinigung ¢ gilt. Demnach ist F(R) nicht
vollstandig.

by;) Es sei a} = a, und a = a,. Dann erzeugt a, + a, einen zyklischen Unterring
der Ordnung 8 wegen (a, + a;)* = a; + a, und 8(a, + a;) = 0. Es sei 5 der Iso-
morphismus von (a,) auf (a, + a;) mit n(a;) = a; + a;. Wegen (a,) n (a;) = (a,)
n{a, 4 agz) = (0) ist {ea,, n} kompatibel, besitzt aber kein Supremum, da ¢(a, - a,)
=0 % a, = ay(a, + a;) = ¢(a,) p(a;) fir die Vereinigung ¢ gilt. Ist a? = @, und
ja > 0, so gibt es nur zwei nichtisomorphe Unterringe von R der Ordnung 2. (4a,)
und (2a;) sind Zerounterringe, (a,) |ist kein Zeroring. I'({(a,) @ (4a,)) ist nach Fall 3
des Beweises zu Satz 4 und I'((a,) D (2a,)) ist nach Satz 9 vollstindig. L(R) hat
das folgende Diagramm:

n
P
P(ag)
(a) ® (2a,) ,
P (2a,)
(a,) D 4(ay)
(“’l) d (4“2>

0)
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Jede Menge aus je einem Automorphismus aus I"((#,)) und aus I'({(a,)) hat als Supre-
mum einen Automorphismus ¢ von R mit g(a,a,) = ¢(a,) p(a;) = 0.

by) Essein; > 1 und n, = 2. (Wegenn = 4ist n;, = 2.) Der Falln, =: 4 und n, = 2
entspricht dem analogen Fall in b,). Der Fall #n; = 3 und n, = 2 entspricht dem Fall
ny, = 2 und ny = 3 in by). Es sei also n; = n, = 2. (24,) und (2a,) sind Zerounterringe
der Ordnung 2 von R. Ist (a,) oder (a,) Zeroring, so ist U, = (a,) P (2a,) oder
U, = (2a,) ® (a,) Zerounterring der Ordnung 8 von R. Nach [6, Satz 7] ist I'(U,)
oder I'(U,) nicht vollstandig. Es seien (a,) und {a,) beide keine Zeroringe. Ist a2 = a,
oder a} = a,, 8o ist U, oder U, definiert wie oben, nach Satz 9 nicht vollstandig.
Es bleibt der Fall a? = 2a, und a2 = 2a,. @, + «, erzeugt cinen zyklischen Unterring
der Ordnung 4 von R. Es sei 7 der Isomorphismus von (a,) auf (a, -+ «y) mit 5(a,)
=a, + a;. Wegen (a,) n(a;) = (@,) n (a, + a;) = (0) ist {eq,. 7} kompatibel,
besitzt aber kein Supremum, da @(a,a;) = 0 =+ 204, = a,(a, + «;) = ¢(a,) p(a,)
fiir die Vereinigung ¢ gilt. Also ist I'(R) nicht vollstiindig.

Folgerungen 1. Enthilt ein Ring R als Unterring der Ordnung p" (p prim, n = 4)
eine direkte Summe von drei zyklischen Ringen, so ist I'(R) nicht vollstindig.

2. Enthilt ein Ring R als Unterring eine direkte Summe von Unterringen (a,)
der Ordnung p™ und (7,) der Ordnung p™ mit a} = pha; (p prim, 1 < { =< 2) und
gilt im Falla = a,, n; = 1 auch a} = «,, so ist I'(R) nicht vollstindig.

Satz 12. Enthiilt ein Ring R zwei Ideale der Ordnung p (p prim, ungerade), »on denen
nicht genau einer Zeroring ist, so ist I'(R) nicht vollstimdig.

Beweis. Es seien {(a,) und (a,) zwei solche Ideale. Nach [2, Satz 89] ist dann a,a,
= aya, = 0 und (a,) @ (ay) ein Unterring der Ordnung p»* von R. a, + a, erzeugt
einen zyklischen Unterring der Ordnung p, der ebenfalls wie {a,) und (a,) Zeroring
bzw. ebenfalls kein Zeroring ist. Nach Satz 8 ist I'({a,) @ (a,)) und damit auch I'(R)
nicht vollstindig.

Satz 13. Enthilt ein Ring R zwei Ideale der Ordnung 2, die beide keine Zeroringe sind,
8o i3t I'(R) nicht vollstindrg.

Beweis. Wie im Beweis zu Satz 12 ist die direkte Summe beider Ideale ein Nicht-
zeroring und Unterring von R, dessen induktives Gruppoid nach Satz 4 nicht voll-
sténdig ist; daher ist auch I'(R) nicht vollstandig.

Satz 14. Enthilt ein Ring R zwei Ideale der Ordnung p™ (p prim und ungerade,
n; = 2), so vst I'(R) nicht vollstindrg.

Beweis. Es seien (a,) und (ag) zwei solche Ideale. Thre direkte Summe ist nach
[2, Satz 89] ein Unterring U von R. Z = (p™~'a,) @ (p™'a,) ist ein Zerounterring
der Ordnung p? (p ungerade) von U. Nach [6, Satz 7] ist I'(Z) und damit auch I'(R)
nicht vollstandig.

Bemerkung. Ist R ein endlicher Ring der Ordnung » und ist pf---p™» die kanoni-
sche Primfaktorzerlegung von n, so 1aBt sich R als direkte Summe der Primir-
komponenten der Ordnungen p™ (1 < 7 < n) darstellen. Sind alle Primarkompo-
nenten zyklisch, so ist I'(R) vollsténdig. Hat eine der Primirkomponenten R; mit
|BRi| = pM, n; = 4, eine direkte Summe von drei zyklischen Ringen als Unterring,
8o ist I'(R) nicht vollstindig. Hat eine Primarkomponente eine direkte Summe von
zwei zyklischen Ringen als Unterring mit den in Folgerung 2 angegebenen Eigen-
sohaften, so ist I'(R) nicht vollstindig.

Satz 15. Es set R ein endlicher Ring. U sev genau dann Unterring von R, wenn U+
Untermodul von R* st. Dann qilt: T'(R) ist vollstindig genau dann, wenn R zyklisch
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oder die direkte Summe eines zyklischen Ringes ungerader Ordnung und des nichtzykli-
schen Zeroringes der Ordnung 4 vst.

m
Beweis. Esgilt R = ( R;, wobei R, fiir m verschiedenc Primzahlen p; eine Primér-

=1

komponente der Ordnung p}« ist. Ist R; zyklisch, so ist I'(R;) vollstindig. Sind allo
Primarkomponenten zyklisch, so auch R, und I'(R) ist vollstindig. Ist R; nicht
zyklisch, sq ist R; die direkte Summe von zwei Untermoduln A* und B*. Diese
Untermoduln A+ und B* enthalten je einen Untermodul A** bzw. B** der Ordnung
pi, daher ist U = A @ B ein nichtzyklischer Unterring von R der Ordnung p}.
Fiir p; == 2 ist I'(U) nach Satz 8 nicht vollstindig, da U mehr als zwei Unterringe
der Ordnung p; enthilt. Ist p; = 2, so enthélt U drei Unterringe der Ordnung 2, die
alle drei keine Zeroringe oder alle drei Zeroringe sind. Im ersten Fall ist I'(U) nach
Satz 4 nicht vollstindig. Im zweiten Fall ist I'(U) vollstandig und U ein Zeroring.
Ist |R;| > 4, so enthélt R} einen Untermodul ¥V* der Ordnung 8, der direkte Summe
eines Untermoduls der Ordnung 2 und eines Untermoduls der Ordnung 4 ist oder
direkte Summe von drei zyklischen Untermoduln der Ordnung 2 ist. I'(V) ist dann,
da jeder Untermodul von ¥+ Modul eines Unterringes von V ist, nach Satz 9 nicht
vollstéindig und ebenso I'(R).
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