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Eine Variante zur Bestimmung der Schnittkurve zweier Fliéichen
zweiter Ordnung

GERT BEYER

1. Einleitung

In der Literatur werden verschiedene Verfahren zur punktweisen bzw. linienele-
mentweisen Bestimmung der Schnittkurve zweier Flichen zweiter Ordnung ange-
geben. In diesem Beitrag wird eine Variante vorgestellt, die eine stiickweise Para-
meterdarstellung der Schnittkurve liefert. Es wird dabei vorausgesetzt, daB ein
nichtsingulirer Punkt X, der Schnittkurve bekannt ist, d. h. insbesondere, daB eine
reelle Schnittkurve der beiden Flichen zweiter Ordnung existiert. In [1] wurde
gezeigt, daB in einem Biischel von Flichen zweiter Ordnung, deren Triigerkurve
einen nichtsingulidren Punkt X, enthiilt, eine Fliche Q. existiert, die sich aus Geraden
erzeugen liBt und die Tangente in X, an die Schnittkurve enthilt. Nimmt man diese
Geraden als Parameterlinien einer Parameterdarstellung dieser Fliache, so a8t sich
der Schnitt von zwei Flichen zweiter Ordnung auf den Schnitt von Geraden mit
einer Flache zweiter Ordnung zuriickfiihren. Im folgenden wird, falls Q¢ eine Regel-
fliche mit zwei Erzeugendenscharen ist, eine Parameterdarstellung fiir Q¢ konstruiert
und daraus eine stiickweise Parameterdarstellung der Schnittkurve abgeleitet.

Eine Regelfliche des Biischels erhilt man auch, indem man die ausgearteten Qua-
driken aufsucht. Ist nicht bereits eine der beiden Quadriken ausgeartet, so haben die
ausgearteten Quadriken die Gleichung z7(A4 + B)z = 0 mit |44 + B| =0 [3].
Um den Parameter 4 zu bestimmen, ist somit eine Gleichung vierten Grades zu
losen. Da dies nur naherungsweise moglich ist, kann auch die darstellende Matrix
der Regelfliche nur naherungsweise angegeben werden. Bei der im folgenden vor-
zustellenden Variante verlagert sich dieses Problem auf das Aufsuchen des voraus-
gesetzten Schnittkurvenpunktes X,, was in diesem Beitrag jedoch nicht behandelt
werden soll.

2. Eine Parameterdarstellung der Quadrik Q¢

In dem von den beiden Flichen zweiter Ordnung Q,: 0 = zTAz und Qp: 0 = zTBx
erzeugten Biischel enthilt diejenige Fliche Qp:0 = 270z = zT(4,4 + A4,B) =
(A1, A, € R), auf deren Tangentialebene in X, der Kriimmungsmittelpunkt M der
Trigerkurve ¢ in einem nichtsinguliren Punkt X, liegt, die Tangente ¢ ([1], Satz 4).

Behauptung. Sind m und x, homogene Koordinatenvektoren von M bzw. X,, so0 18t
C = (m"Bzy) A — (mVAx,) B eine darstellende Matriz der Quadrik Q.
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Beweis. Fiir (mYBx,, mTAxz,) % (0, 0) (fiir nichtsingularen Punkt X, erfiillt!) ist
Qc ersichtlich eine Quadrik des Biischels. Es gilt
mTCzy = mT((mTBxo) A — (mTAxo) B) x,
= (m¥Bz,) (mTAz,) — (mTAxo) (mTBxo) = 0,

d. h.,, die Bedingung fiir dic Inzidenz des Kriimmungsmittelpunktes M mit der
Tangentialebene 7. ist erfiillt. Demnach ist Q. die ¢ enthaltende Flache des Biischels.

Der Schnitt der Tangentialebene 7o mit der Fliche Q¢ ist ein Geradenpaar, dessen
eine Gerade die Tangente ¢ ist. Es laBt sich zeigen, daBl 0 = §TCped eine notwendige
und hinreichende Bedingung dafiir ist, daB eine Gerade g durch X, € Q¢ mit dem
Richtungsvektor §, die der Tangentialebene t¢ in X, angehort, auch in Q; enthalten
ist.

Der Richtungsvektor § einer durch X, gchenden Geraden g der Tangentialebene 7,
stellt sich mit 7 := [I, 6¢], wobei fip = ¢ + Cgo%, ist, dar als § = 4,7 + A,@. Soll
g auBerdem in Q¢ enthalten sein, 80 muB 0 = FTCpof = A5(4, + 2UTCoo7i + Ay - ATCpgt)
gelten. Das ist einerseits erfiillt fiir 4, = 0 (wegen { = @ nach Voraussetzung)
und andererseits fiir 4, - 2ITCyofi + 4, - ATCoefi = 0. Ein Richtungsvektor der zweiten
Geraden des beim Schnitt der Tangentialebene 7, mit @ entstehenden Geraden-
paares ist somit

§ = ATCofi - T — 2ATCoqf - . (1)
Die Darstellung (1) 148t folgende Fallunterscheidung fiir die Flache Q¢ zu:
I: ITCypf & 0
einschaliges Hyperboloid, hyperbolisches Paraboloid,
Kegel, Zylinder,
III: ITCgfi = #TCopft = 0
Ebenenpaar.
Auf die Spezialfélle II und III wird in dieser Arbeit nicht eingegangen. Im Fall I

enthélt die Regelfliéche Q¢ zwei Geradenscharen, und ¢ und g gehoren zu verschiedenen
Scharen. Eine Gerade der Schar, zu der g gehért, mit dem Scharparameter u ist

glu): E(p, v) = §u) +v - fu) (—o0 < p,» < 00),
und wegen §(u) = %, + uf
g(u): Z(u, ) = &o + pl + v - ) (—o00 < p,v < 00). (2)

Dabei gilt g(u) = 7c(u), §()TCoali () = .
Mit den Parametern x und » ist (2) gleichzeitig eine Parameterdarstellung von Q.

8. Bestimmung der Schnittkurve

Um Q¢ mit einer der beiden gegebenen Flichen (o. B. d. A. @, == Q¢) zu schneiden,
wird fiir jedes u die Gerade g(x) mit , geschnitten. Einsetzen von (2) in die Gleichung
von Q, liefert in Abhangigkeit von u eine Gleichung zweiten Grades in »:

0 = ago + 2aTZ + 2V A% = ag(u) + 2bo(u) - v + colus) - ¥2.
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Damit erhélt man fiir jedes 4 ein Losungspaar

rig = %ﬂ (“bo + ng = ("oco)»

also zwei Parameterpaare (u, »,) und (g, ;) fiir die beiden Schnittpunkte der Geraden
g(u) mit Q. -

Fiir die Existenz von reellen Losungen ist die Diskriminante d(u) = b} — aqc, ver-
antwortlich. Die Diskriminante ist ein Polynom vierten Grades in u: d(u) = dy + d,u
+ dop? + dgu® + dut. Am Verhalten der Diskriminante kann man erkennen, wie
die Geradenschar g(u) die Schnittkurve ¢ tiberstreicht.

Die Diskriminante 1aBt sich somit sowohl fiir die Festlegung der Parametergrenzen
einer Parameterdarstellung der Schnittkurve als auch fiir die Ableitung gewisser
globaler Aussagen iiber die Form der Schnittkurve verwenden. :
Fiir den Fall, da d(u) vier verschiedene reelle Nullstellen u, < us < ug < u, besitzt
und d, < 0 gilt, ist die Schnittkurve ¢ eine zweiteilige Kurve vierter Ordnung und
besteht aus vier Kurvenstiicken mit den folgenden Parameterdarstellungen:

ky: 21(p) = Zo + pb + () - §u), m S p =< m,
ko Z(p) = Z,(u), pa S p < s
ky: Z(p) = Zo + pl + va(u) - G(W), 1 S p S
ky:Z2(p) = Z3(p), ps S p = pee

@)

Bezeichnet man die Menge der Parameter y, fiir die d(x) > 0 gilt, mit I;, und die

Menge der Parameter y, fiir die d(¢) = 0 gilt, mit I,, so lassen sich drei Fille unter-
scheiden:

I: OOQI(UI, (d4<0),
II: WEIr (d‘=0)’
III: oo €1, (d¢ > 0).

Diese Fille werden in dieser Arbeit nicht untersucht. Sie sind jedoch von Bedeutung
fiir die vorgestellte Variante der Bestimmung der Schnittkurve zweier Flichen zwei-
ter Ordnung. In dem im folgenden Abschnitt vorgestellten Beispiel liegt der Fall I
vor.

4. Vivianische Kurve

Um die vorgestellte Bestimmungsweise der Schnittkurve zweier Flichen zweiter
Ordnung an einem Beispiel zu demonstrieren, wurde der Anschaulichkeit wegen eine
Schnittaufgabe mit bekannter Schnittkurve gewihlt, obwohl diese spezielle Aufgabe
mit anderen Mitteln einfacher zu losen ist. Die Vivianische Kurve ist der Schnitt
einer Kugel @, mit einem gewissen Zylinder @5 (vgl. [2], Kap. VII, § 1). Im Beispiel

wird R = 2 gesetzt und der Punkt X, %, -;—}/5, Vﬁ) als der bekannte nichtsingulire

Kurvenpunkt angenommen (Abb. 1). Uber die Normalenvektoren %, = a + A%,
und fig = b + Boyy%, der Flichen @, und @p in X, liBt sich ein Richtungsvektor #
der Tangente an die Schnittkurve in X, bestimmen: { =[—3 —1 1]7. In [1]
wurde angegeben, wie die Kriimmungsmittelpunkte M, und M der Normalschnitte
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Abb. 1

in Tangentenrichtung und daraus der Kriimmungsmittelpunkt M der Schnittkurve ¢
in X, bestimmt werden kénnen. Mit dem homogenen Koordinatenvektor

m= 21—5 [02 81 —93 72Y3]" des Kriimmungsmittelpunktes ist dann

16 -5 0 0
-5 10 0

C = (mTBz) A — (mTAzy) B =
(m?Bzg) A — (mTAz) B - 61 o
0 00 —4

eine darstellende Matrix der Quadrik Q..

Wegen ITCOpfi = 30 == 0 liegen gemiB der in Abschnitt 2 angegebenen Fallunter-
scheidung auf Q¢ zwei Geradenscharen. Insbesondere ist Q. ein einschaliges Rotations-
hyperboloid mit zur Achse des Zylinders Qg paralleler Rotationsachse und dem
Mittelpunkt My(5, 0, 0). Der.Riohtungsvekbor der zweiten, von ¢ verschiedenen

Erzeugenden durch X, ist nach (1) § = [—375Y3 825 525]". In der Parameter-
darstellung (2) ist §(u) = § + uf, + u'f, mit

¢ = [—900 100y3 20073
und
g = [—100}3 —100 100]".

Die Diskriminante
d(u) = (1,89 + 2,92 — 1,124 — 3,904% — 1,50¢) - 109,
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wobei die in der Klammer stehenden Koeffizienten auf zwei Stellen nach dem Komma
gerundet sind, ist in Abb. 2 dargestellt. Am Nullstellenverhalten des Polynoms d(u)
kann man ablesen, daB es sich um eine Schnittkurve in Form einer Acht handelt.
Die Darstellung (3) hat dann folgende konkrete Parametergrenzen :

1 1
m=—PB m=m=—51B =51

Adp)

2 U ] Abb. 2

fﬁ Pt Fa H

Wird als Parameterschrittweite %) }/3 gewiihlt, so erhilt man die in Abb. 3 darge-

stellten Punkte %(4) und in den nichtsinguliren Punkten die Linienelemente [(x)
= [@ + AgoZ(1), b + ByoZ(x)] der Schnittkurve. Um die Punktfolge giinstiger zu
gestalten, wire die Parameterschrittweite variabel zu wéhlen, und zwar z. B. in
Abhiingigkeit vom Punktabstand im Raum bzw. in der Projektionsebene. Die
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Erorterung dieses und weiterer Probleme, die bei der praktischen Verwendung
dieser Variante der Bestimmung der Schnittkurve zweier Flichen zweiter Ordnung
auftreten, sollen jedoch nicht Gegenstand dieses Artikels sein.
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