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In Verallgemeinerung des von P. HALL in [1] eingefiihrten Regularitéitsbegrifidb
werden in dieser Arbeit sogenannte k-regulire p-Gruppen untersucht.
Eine p-Gruppe @ heiBt k-reguliir, falls fiir alle X, Y € @

(XYyp* = X*Y7 [] ¥ | (%)

mit geeigneten D; € (X, Y)' gilt.
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Fiir £ = 1 erhdlt man gerade die gewohnlich reguliren p-Gruppen im Sinne von
P. HaLL.

In § 1 erkennen wir, daB aus der k-Regularitdt einer p-Gruppe 4 stets die (k + 1)-
Regularitit von @ folgt (Satz 1). Hat eine p-Gruppe & den Exponenten p', so ist
sie offenbar l-regulir. Demnach existiert eine kleinste positive Zahl m < [, die soge-
nannte Reguluritiitsstufe von ¢, so daB fiir alle ¥ = m die Formel (*) gilt.

§ 2 enthdlt einige Satze iiber Eigenschaften einer k-reguliren p-Gruppe . Die
vollinvarianten Untergruppen £2,(®) bzw. J;(®) von & enthalten fiir | = & nur
Elemente der Ordnung kleiner oder gleich p' bzw. nur p'-te Potenzen von Ele-
menten aus @ (Satz 2). Somit kann also inshesondere die Ordnung eines Produktes
von Elementen aus & nicht das Maximum, das aus den Ordnungen der einzelnen
Faktoren sowie k gebildet wird, iibersteigen. AuBerdem gilt |@/2,(8)| = U,(@)|
(Satz 4). In Satz 6 werden Beziehungen zwischen den Untergruppen ;(®) und
£,(®) von @ fiir | = k und der Kommutatorstruktur von & hergeleitet. Alle Sitze
in § 2 sind fiir £ = 1, also fiir gewohnlich regulire p-Gruppen, bereits bekannt
(P. HaLt [1]), die Beweise lassen sich mit Hilfe von Satz 1 direkt auf den allgemei-
nen Fall iibertragen.

In § 3 wird ein einfaches k-Regularititskriterium bewiesen (Satz 6). Fiir spezielle
2-Gruppen (2-Gruppen der Klasse 2 und 2-Gruppen mit zyklischem Normalteiler
vom Index 2) wird die Regularitétsstufe ermittelt.

§ 4 beschiftigt sich mit dem Problem der Bestimmung einer nicht k-regularen p-
Gruppe kleinster Ordnung. Man erkennt leicht mit Hilfe von § 3, daf jede 2-Gruppe
mit einer Ordnung kleiner oder gleich 2! k-regulér ist und daB es fiir £ = 2 bzw.
k =1 genau 3 bzw. 2 nicht k-regulire Gruppen der Ordnung 2*+? gibt. Fiir all-
gemeines p wird das Kranzprodukt einer zyklischen Gruppe der Ordnung p* mit
einer zyklischen Gruppe der Ordnung p als Beispiel einer nicht k-reguliren Gruppe
der Ordnung pP**! angegeben. Nach einem notwendigen und hinreichenden k-
Regularitatskriterium fiir p-Gruppen mit abelschem Normalteiler vom Index p
(Satz 8) wird eine nicht k-regulire Gruppe der Ordnung p?~D¥+2 konstruiert.

§ 1. Definition und Motivation der verallgemeinerten Regularitit
von p-Gruppen

Definition. Eine p-Gruppe @ heit k-reguliir, falls fiir alle X, ¥ aus &
(XY = XP'YP']‘]D’;"

mit geeigneten D; aus (X, Y)' gilt. Dabei ist £ € N.

Offenbar folgt aus der k-Regularitit einer p-Gruppe © stets die k-Regularitit jeder
Faktor- und Untergruppe von @&. 1-Regularitit von & bedeutet gewshnliche Re-
gularitit im Sinne von P. Harw [1].

Definition. In einer beliebigen p-Gruppe @ seien die vollinvarianten Untergruppen ‘
£(®) und U(®) durch

Q(@)=(Ge @|GF'=E)
und

U(@®) = (G| G e @)
fﬁr/t’ = 0 definiert.
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Hilfssatz 1. Es set @ eine k-regulire p-Gruppe. Dann gilt:

a) Ist XP'= Y? = E, s0 auch (XY)?* = E, d. h., die Elemente X aus & mit X*»* = E
bilden dve vollinvariante Untergruppe Q(®) von @.

b) Fiir alle X, Y € & qilt (XY)?* = ZP* mat einem gewissen (von X und Y abhingen-
den) Z € . Die p*-ten Potenzen der Elemente aus © bilden also die vollinvariante
Untergruppe U (@) von .

Beweis. a) Der Beweis erfolgt durch Induktion nach |@|, wobei der Induktionsan-
fang gesichert ist. Es sei also X?* = Y?* = E. Wir haben (XY)?* = E nachzuweisen.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei @ = (X, Y) nichtabelsch. Weiterhin sei
Q = (X% | G ¢ @) sowie ¥ ein maximaler Normalteiler von & mit X € 9. Dann ist
L=< A<a@. Da L k-reguldr ist und || < |@| gilt, folgt aus der Induktionsannahme,
daB alle Elemente von ® hochstens die Ordnung p* haben.

Es ist [X, Y] = X" 1XY mit X1, XY € , also [X, Y]** = E. Wegen ¢’ < & und
& = (X, Y]°| G € ®) liefert die Anwendung der Induktionsannahme auf &' die
Ungleichung exp &' < p*. Dann folgt aus der k-Regularitiat von §

(XY = XP'YP* [ DY = E,
Dew’
was zu zeigen war.
b) Der Beweis der Behauptung erfolgt durch Induktion nach |®|, wobei wieder
0. B.d. A. @ = (X, Y)nichtabelsch angenommen werden kann. Essei & = (XY, #").

Wegen @' < &(@) ist & < @. Fiir  gilt also die Behauptung nach Induktions-
annahme. Aus der k-Regularitdt von @ erhalten wir

XPY» — (XY)* [T D?.
]

Dabei ist D;€ @ < & und XY € Q. Die rechte Seite der obigen Gleichung ist
demnach p*-te Potenz eines Elementes aus € < @, was zu beweisen war.

Hilfssatz 2. Es sev ® eine k- und l-regulire p-Gruppe oder k = 0 oder l = 0. Dann gilt:
a) Die Qleichung XP* = YP* ist gleichwertig mit (XY ~1)P* = E.
b) [X?*, Y?') = E ust gleichwertig mit (X, Y]P** = E.

Beweis. a) Der Fall k = 0 ist trivial. Fiir £ = 1 beweisen wir die Behauptung
durch Induktion nach |§|, wobei wieder 0. B.d. A. @ = (X, Y) nichtabelsch sei.
(1) Es sei XP* = Y?* sowie Z = [X, Y]. Dann ist [X?*, Y] = [Y?*, Y] = E. Daraus
folgt XP* = Y 1X#P'Y = (Y 1XY)** = (XZ)**. Wegen (X, Z) < (X, &) < (X, D(®))
< @ ist damit nach Induktionsannahme (XZX-1)f* = XZr*X-! = E, also Z*
= E. :

Hilfesatz 1a), angewandt auf &', liefert wegen @' = ((X, Y]°| G € &) die Ab-
schitzung exp @’ < p*.
Die k-Regularitit von @ ergibt somit

(XY ) = X""Y""[ID{." = XY = E.
D@’
(2) Umgekehrt sei (XY~1)** = E. Dann ist (YX~1)** = (X Y“)'l)”' = E, also auch
(Y1 X)P*' = Y (XY 1YY = E. Somit gilt YX-1, Y 1X € Q,(®). Aus Hilfssatz

1a) folgt dann (Y 'XYX 1)?»* = [Y, X~1]** = E. Da.[Y, X~!] mit seinen Konju-
gierten @’ erzeugt, erhilt man aus Hilfssatz 1a), angewandt auf @', die Abschitzung
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exp @' < p*. Die k-Regularitit von @ liefert jetzt

E = (XY'I)" = X”'Y"”.HD'?' = Xp*y-»

Dew

und damit X?* = Y7"
b) Es ist [X?*, ¥7'] = (X#*)"!((Y#")"! XY?)?*. Daher ist [X?*, Y?'| = E gleich-
wertig mit ((Y?')"! XY#)?* = X7, und dies ist nach a) mit (X-}(Y?)! XY?)* = E
gleichwertig. Das heiBt X-1(Y?')"1 XY? = (X-1YX)? Y? € Qu@).
Die Anwendung von a) zeigt, daB dies gleichwertig ist mit

(X1Y1XY) € Q(@),
und das heiBt
(X, YV =[X,YP*""=E.

Hilfssatz 3. Es sei @ eine k- und l-reguliire p-Gruppe oder k = 0 oder |l = 0, und
M und N seten Normalteiler von &. Dann vst

[0(MM), O,(N)] = Oa([M, NY).
Beweis. Nach Hilfssatz 1b) gilt

[U(M), O,(N)] = ((MP*, NP'] | M € M, N € N).
Es ist

[M, N?*" = E mod U, ([IM, N)).
Hilfssatz 2b) ergibt dann

[M?*, N?'] = E mod Uy, ([IM, N)),
woraus
[Ox(@R), U(N)] < Oras([(M, R)

folgt.
Andererseits gilt

[M7*, N¥*'] = E mod [U(IR), U,(N)]
und somit nach Hilfssatz 2b)
(M, NP = E mod [Ux(IR), Ty(N)].

Es ist [, N]=(M,N]| M €M, N €N). Daher wird [M, N]/[U(M), T,(N)]
von Elementen erzeugt, deren Ordnung hichstens p*+! ist. Mithin haben alle Elemente
von [M, N)/[O(M), T;(N)] nach Hilfssatz 1a) héchstens die Ordnung p*+'. Das
iefert die noch fehlende Beziehung

U ([M, N)) < [Ok(M), T(N)].

DaB die Definition der k-Regularitit einer p-Gruppe sinnvoll ist, zeigt der folgende
Satz.

Satz 1. Es ser @ etne k-regulire p-Gruppe. Dann st @ (k + 1)-reguliir.

Beweis. Es seien X, Y € @ beliebig sowie § = (X, Y). Nach Voraussetzung gilt
dann

(XY = XPy# [TDp
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mit D; € §'. Hilfssatz 1b), angewandt auf ', liefert :
Esgibt ein D € ' mit [] D¥* = DP*.
Es ist also ‘
(XY)?* = Xr*YP*DP*, (1)
Wir haben zu zeigen, da}
(XY)P*' = X' YP* mod U,y (H)
ist. Durch Induktion nach ! beweisen wir fiir { = 1
((X¥P) = (XP) (YP)! (D) mod Bpn(9).-

Fiir ! = 1 ist die Behauptung wegen (1) richtig. Es sei jetzt ! > 1 und die Behauptung
bis I — 1 bewiesen. Dann gilt nach Induktionsannahme

(XY)P) = (X)) (XT)*
= (XP)-1 (Y#hy1 (DPY)-t XPPY P DR mod Uy (D)
= (X' (Y1) (D112 X2 YPDP mod Un()-
Hilfssatz 3, angewandt auf 9, liefert
[Ok(D), ()] = Oa(D) < Tenn(9) (k2 1);

also ist U(D)/U41(D’) abelsch.
Somit erhalten wir

((XY)”")‘ = (X'"1)P* XPH( Y'Y YPY( D1 DP* mod Ty, (9')
= (X7*)! (YP*)! (DP*)! mod U, (D),
wie behauptet. Setzt man I = p, so ergibt sich
(XY)yP' = XP*' YP*'DP* mod Uy, (D)
= XP" Y7 mod Uy (§').
Da X, Y € @ beliebig gewiihlt waren, ist @& also (k + 1)-regulér.

§ 2. Einige Eigenschaften von m-reguliiren p-Gruppen

In diesem Paragraphen werden einige Sitze iiber regulire p-Gruppen auf m-regulire
p-Gruppen iibertragen. Setzt man in den Sitzen 2 bis 5 m = 1, so erhilt man die
bekannten Ergebnisse von P. HaLL [1].-Die Hilfssitze 1 bis 3 aus § 1 werden unter
Beriicksichtigung von Satz 1 (§ 1) neu formuliert.

Satz 2. Es ser & eine m-reguliire p-Gruppe sowie k = m. Dann gilt:
a) 2(@)={Xec @| X =E};
b) U (@) = {X**| X € &}.

Beweis. Die Bebauptung folgt aus Hilfssatz 1 unter Beriicksichtigung von Satz 1.

Satz 3. s sev & eine m-regulire p-Gruppe sowie k, 1 = m oder gleich Null. Dann ¢ilt:
a) Die Gleichung XP* = YP* 1st gleichwertig mit (XY 1)?»* = E. .
b) [X?*, Y?'| = E st gleichwertig mit (X, Y]?*" = E.
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Beweis. Die Behauptung ergibt sich aus Hilfssatz 2 unter Beriicksichtigung von
Satz 1.
Satz 4. Es sei O eine m-reguliire p-Gruppe sowie k = m und l € N.
8) Es gilt |8/2(®)| = |U(®).
b) Setzt man |2in(®)/D-ym(®)| = p*i™, s0 gilt
an) g a)(,"" g cee g w:‘m).
Dabei ist p™+—1 < exp @ < p™.

Beweis. a) Man betrachte die Abbildung X — X?* von & auf &J,(®). Die Anwendung
von Satz 3a) liefert

Xt = TP (XYW =Ec XY 1) o XUG) = YOUS),

d. h., genau die Elemente aus einer festen Nebenklasse von £2,(®) haben die gleiche
p*-te Potenz. Damit gilt also |@/2,(®)| = |U:(@)|, wie behauptet.

b) Es sei ® = Qy41)m(®)/2¢-1)m(®). Dann gilt

Qu(R) = 2im(®)/24-1)m(®),
denn es gilt

XP" € Qu_pym(®) & (XPHPUI" = XP"™ = K& X € 2,,(6).
Daraus folgt

Un(ﬁ) = {Xp.g(l—l)m(@) l Xe -Q(lﬂ)m(@)}
S Qm(8)/Q-1)m( @) = 2,(R).

Mit a) ergibt sich schlieBlich

P.;r‘) = |-Q(l+l)m(@)/glm(®)l
== lg(lu)m(@)/g(l-l)m(@)/-le(@’)/g(l-l)m(@n
= |R/2u(R)]| = |Uun(R)] = |2a(R)|

(m)

= |Qm(®)/Qq-1)m(®)| = p™t .
Satz 5. Es ser @ etne m-reguliire p-Gruppe, und MM und N seien Normalteiler von &
sowie r, 3 = m oder gleich Null. Dann gilt:
a) [Ur(m)' Ua(m)] = UM, N).
b) Z;(0/(®)) = O,(2(®)). .
c) [U,(QR), R, ... SR] = 0, [(S]R, R, ... m)]

[} [

d) Z;n(®) < ,(®) ist gleichwertig mit U(®) < Z/(®).
e) [M, @] < 2,(®) st gleichwertig mit [M, U, (B)] = E.
f) Istr — s = moder r — 8 < 0, so qult

[9/(8), U,(®)] < 2,,(8)

mit (@) = € fur k < 0.
Insbesondere ist [2,(®), U, ()] = €, d. h., die p'-ten Potenzen von Elementen aus &
sind mit allen Lisungen von X¥" = E elementweise vertauschbar.
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Beweis. a) Die Behauptung ergibt sich aus Hilfssatz 3 unter Beriicksich.tigung von
Satz 1. :

b) Der Beweis der Behauptung erfolgt durch Induktion nach j. Fiir j = 1 ist die
Aussage b) trivial. Wegen der Induktionsanriahme und a) gilt dann

Z;’u(av(@)) = [Z,(Ur(@)), Ur(@)] = [.Q,'(Z](@)), Ur(@)]
= Ur;w([zi(@)v @]) = Ur([ﬂ)(zlu(@))-

¢) Wir fithren den Beweis durch Induktion nach k. Fiir k£ = 1 folgt die Behauptung
aus a) mit 8 = 0. Nach der Induktionsannahme und a) gilt dann

[O',(‘M?),&;,d‘ﬁ] = [[U‘,(‘D?), 1’,,:7'?]’ W]

) ()

d) Die folgenden Aussagen sind gleichwertig:
Zi#l(@i) = Qr(@)v
ar(ziﬂ(@”) =G,
[Ur(@), G,..., @] = E (wegen c));
]

U,(@®) = Z2/(©).
e) Nach a) ist [N, @] < Q,(®) gleichwertig mit
T([M, B]) = [M, U,(@)] = €.

f) Aus [@, 2,(8)] < 2,(®) folgt mit M = 2,(F) nach e) [2(E), U, (G)] = €.
Damit ist die Richtigkeit der Behauptung fiir » = 8 bewiesen.

Ist r—8<0, d. h.r<s, so gilt J,(8) <J,(8) und folglich [2,(8),T,(®)]
Firr —s = mist Q,(@/Q,_,(@i)) = 2,(8)/2,_,(®), denn es gilt

XP e (@) (XPFW " =Xr=FK& X € Q2/(8).
Nach dem schon bewiesenen Teil des Satzes ergibt sich
(2:(®)/2,-4(B), T,(®) 2;_,(8)/2,_,(&)]

= [2,(6/2,_,(®)), U,(8/2,,(®))] = E.
Al it [2(6/2,-,(®)), Ui(®/2,-.(®))]

[2:(8), 0,(@)] = 2,.(®).

§ 3. Bestimmung der Regularitétsstufe fiir spezielle 2-Gruppen

Definition. Eine p-Gruppe & heiBt scharf k-reguliir, wenn folgendes gilt:
1. @ ist k-regulir.

2. @ ist nicht (k — 1)-regulir.

k heiBt Regularititsstufe von @.
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Definition. Eine p-Gruppe & heiBt k-abelsch, falls fiir alle X, ¥ aus @&
(XY = XP'Y?

gilt. .

Offenbar ist jede abelsche p-Gruppe k-abelsch, jede k-abelsche k-regulir.

Satz 6. Es sev @ eine beliebige p-Gruppe, M = (1} u{t| 1 <t < [logp ¢(®)]} und
k = max {l 4 log, exp Zu(®)}.
len

Dann ist & k-reguliir.

Beweis. Die Identitdt von HALL-PETRESOU (siehe beispielsweise B. HUPPERT (3],
111, Satz 9.4. S. 317) besagt:

Fiir X, Y € @ beliebig gilt
@)ol)...olp)
(XY = XP'YPOR /O3 )...C%"

mit geeigneten C; € Z;((X, Y)). Offenbar gilt fiir 8 < p* mit (s, p*) = p

(P': (r)) = P‘"-
Daraus folgt
(XY)?* = XPY?D,D,---D; .

mit D; € Up_(Zp((X, Y))) (1 £ < k) und Dy € U((X, Y)'). Nach Voraussetzung
ist k=1 + log,exp Z,(@) (1 <v<k), also k — 7 = logy, exp Z,(@). Somit gilt
€= U._.(Z,,«(@)). Es folgt jetzt

(XY)* = XP*'YPD,
mit Dy € U,((X, Y)'), und @ ist k-regular.

Folgerungen. 1. (P. HarL [1], Corollary 4.13, S. 73). Ist die Klasse von® kleiner als
P, soist @ reguldr.

2. Ist die Klasse von @ kleiner als p?, so ist @ (log, exp Z,(®) + 1)-regular.

Beweis. 1. Esist [log, ¢(®)] = 0, in Satz 6 also M = {1}. AuBerdem ist log, exp Z,(®)
= 0 wegen Z,(®) = €. Nach Satz 6 ist dann @ 1-regulir, also reguliar im gewohn-
lichen Sinne.

2. Die Behauptung folgt aus Satz 6 mit M = {1}.

In einem speziellen Fall erhalten wir durch Satz 6 sogar die Regularititsstufe, wie
der folgende Satz zeigt.

Satz 7. Es sei @ eine 2-Gruppe mit (@) < 2. Dann ist © scharf (log; exp @' + 1)-
regulir. Ist & k-regulir, so vst & k-abelsch. (X, Y)' st fiir alle X, Y € @& zyklisch
mit einer Ordnung kleiner oder gleich 2¢-1,

Beweis. @ ist (logy exp @' + 1)-regulér nach Folgerung 2 aus Satz 6. Es sei jetzt
@ k-regulir. Da die Klasse von @& kleiner oder gleich 2 ist, gelten offenbar die
Identitdten

fiir alle 4, B, C € . Es seien X, Y € @ beliebig gewihlt sowie § = (X, ¥). Dann
ist
6' = ([x’ Y])’ (*)
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Es gilt
(XY)¥ = X¥Y¥Y[Y¥-1, X¥']
fiir alle € IN. Der Beweis wird durch Induktion nach j gefiihrt. Fiir j = 1 gilt:

(XY): = XYYY, X][Y, X, Y]
= XYY, X] = X3Y3yY¥-1, X*'],
Es sei jetzt § > 1 und die Behauptung bis j — 1 bewiesen. Dann gilt

(XY = (XY = (XYY, X¥- |
— Xz"‘ Yz"‘XB"‘YZ’"[ yz'~‘~1, Xﬂ"]
— Xl’ Yl’[ Yﬁ"‘, Xll"] [Y!"'—l’ Xz"']
s Xz’ys![ Y2-2"‘~I' le-‘]
= XYY¥[Y¥-1, X¥].

Waihlt man § = k, so erhidlt man
(XY)® = X®YH[ 71, X¥'] = X*YH[Y, XpHat-n,

Aus der k-Regularitidt von @ ergibt sich unter Beriicksichtigung von (%)
(Y, XPe -0 € OW(@) = (X, Y]*) = (Y. X]*).

Da 2¢-1 — 1 ungerade ist, folgt [Y, X|*" = E, also gilt (XY)* = X*Y* sowie
exp (X, Y)Y < 2k-1fiiralle X, ¥ € @. Weil @’ abelsch ist, gilt

exp @ = maxexp (X, Y) < 21,
X.Ye®
Das bedeutet £ = log; exp @' + 1.

Beispiele. Im folgenden werden 2-Gruppen mit zyklischem Normalteiler vom
Index 2 auf ihre Regularitatsstufe untersucht.

1. Es sei @ die Diedergruppe der Ordnung 2**! (n = 2), also @ = (4, B) mit B*
= A? = FE und AB4 = B~!. Offenbar ist [4, B] = B? sowie |@: @’'| = 4. Es ist
|® :(B%| = 4 und damit @' = (B*). Es sei & k-regulir. Es ist (4B)? = E, also
auch (4B)* = E. AuBerdem ist A¥*B? — B?. Es gilt also B¥ € U,((B%) = (B¥").
Das erfordert B** = E, mithin ist k = n. Andererseits ist exp & = 2°, also @
n-reguldr. Somit ist & scharf n-regulir.

2. Es sei @& die verallgemeinerte Quaternionengruppe der Ordnung 2"+ (n = 2),
also & = (4, B) mit B* = E, A* = B*" und 4-1B4 = B-1. Offenbar ist wieder
@’ = (B?). Es sei @ k-regulir. Da @ nichtabelsch ist, gilt wegen B. HupPERT [3],
III, Satz 10.3 a), S.322, k = 2. Weiterhin gilt (4B)2 = B™", also (AB)* = E.
AuBerdem ist 4A2*B* = B?". Wir erhalten wie in Beispiel 1: & ist scharf n-regulir.

3. Essei @ = (4, B) mit |@] = 2**1,n = 3, sowie B*" = A* = E und AB4 = B+
Wieder ist @& = (B%). Es sei & k-regulir. Es ist ¥ = 2, da @ nichtabelsch ist.
Weiterhin gilt (4B)* = B*", also (4B)* = E. AuBerdem ist A%B* = B*, Wir
erhalten wie in Beispiel 1: @ ist scharf n-regulér.

4. Essei® = (4, B) mit |@| = 2**1,n = 3, sowie B*" = A% = F und ABA = B**".
Es ist [4, B] — B* und [4, B — [4, B]® = [, B]. Damit gilt &' = (4, BF |
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G € @) = ([4, B]) = (B™"). |@| = [(B¥")| = 2 bedeutet c(@) = 2. Mit Satz 7
erhalten wir: @ ist soharf 2-regulir.

6. Die abelschen 2-Gruppen mit zyklischem Normalteiler vom Index 2 sind regulir
(1-reguldr).

§ 4. Das Problem der Bestimmung einer nicht p-reguldren k-Gruppe
kleinster Ordnung

Im folgenden wird zu jeder natiirlichen Zahl k eine Zahl n(k, p) mit den folgenden
Eigenschaften gesucht:
(1) Ist @ eine beliebige p-Gruppe mit [@| < p™*P), so ist @ k-regulir.
(2) Es existiert eine nicht k-regulire p-Gruppe der Ordnung pr*-P+1,
Fiir k = 1 ist bekannt, daB n(1, p) = p gilt (P. HaLw [1], Corollary 4.14, S. 73, und
B. HupeErrT [3), 111, Satz 10.3 d), S. 323).
Offenbar ist jede 2-Gruppe @ mit |@| < 2%*! k-regulir, denn sie ist entweder zy-
klisch oder hat héchstens den Exponenten 2*. In § 3 wurde gezeigt, daB die Dieder-
gruppe, die Quaternionengruppe und fiir £ = 2 die Gruppe & = (4, B) mit B*"

= A? = F und A4BA = B! scharf (k 4 1)- regulare, also nicht k-regulire 2-Gruppen
der Ordnung 2**2 sind. Andere nicht k-regulire 2-Gruppen der Ordnung 22 kann
es nicht geben, da offenbar jede dieser Gruppen einen zyklischen Normalteiler vom
Index 2 enthalten muB. Alle derartigen Gruppen wurden in § 3 untersucht. Fiir
p = 2gilt also

n(k,2) =k + 1.

Um n(k, p) fir allgemeines p nach oben abschitzen zu konnen, betrachten wir in
Verallgemeinerung der p-Sylowgruppen der symmetrischen Gruppe &, das folgende
Beispiel.

Beispiel. Fiir jedes p gibt es eine scharf (k + 1)-reguldre p-Gruppe der Ordnung
pP**1, z. B. das Kranzprodukt einer zyklischen Gruppe der Ordnung p* mit einer
zyklischen Gruppe der Ordnung p.

Beweis. Es sei % = (4,) X (4y) X .-+ X (4,) eine abelsche Gruppe mit ord 4;
= p" fir 1 <7 < p. Man betrachte dann die Gruppe & = %(X) mit ord X = p
sowie A¥ = A4, ' =1,...,p — 1) und 4X = 4,. Die Gruppe @ ist also isomorph
zum Kranzprodukt einer zykhschen Gruppe der Ordnung p* mit einer zyklischen
Gruppe der Ordnung p.

Da @ offenbar zu einer Untergruppe einer p-Sylowgruppe der symmetrischen
Gruppe G, isomorph ist, gilt exp @ < p*+1. Damit ist @ (k + 1)-regulir.

Es ist @ <9, also U,(@') = €| Die k-Regularitit von & wiirde somit (Y2Z)”*
= YP*Z" fiir alle Y, Z € © erfordern. Es gilt jedoch

(4, X-1)P = AV X+ T4t XY -p

= AlAa' L ‘Ap .
Das bedeutet .

(AIX'I)? = (AlA""A')p'_‘ 4= E = Ar.X-’..
Somit ist @ nicht k-regulir.

Folgerung. Die p-Sylowgruppen der symmetrischen Gruppe ©, sind scharf
k-regulir, denn sie haben den Exponenten p* und enthalten eine zum obigen Beispiel
isomorphe Untergruppe, wobei ord 4; = p*~* gilt.
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Das obige Beispiel zeigt, daB n(k, p) < pk ist. Im weiteren wird sich jedoch erweisen,
daB diese Abschatzung fiir £ > 1 ungenau ist.

Um die Umkehrung von Satz 6 (§ 3) in einem Spezialfa]l beweisen zu kénnen, benéti-
gen wir folgenden Hilfssatz.

Hilfssatz 4. Es sev A ein abelscher Normalterler evner beliebigen Gruppe ©.
a) Fiir alle A,, A, aus W und alle Q aus @ gilt

[4:4,, G] = [4), G] [4,, G].
b) Fiir A € A und G € & und alle natiirlichen Zahlen n gilt
(@A = G A" [][ 4,6, ..., 610,
i=2 L
Beweis. Siehe B. HuppEerr [3], 111, Hilfssatz 10.9, S. 330.
Es folgt die angekiindigte Umkehrung von Satz 6 in einem speziellen Fall.

Satz 8. Die p-Gruppe ® habe einen abelschen Normalteiler W vom Index p. Ist @&
k-reguldr, so gilt

Ok-i(Zp(®)) = €
fir j = 1, ..., k. Auferdem ist stets Uy(Zy(®)) = €.
Beweis. Es sei @ = (¥, (). Zundchst zeigen wir, daB
Z,(®) = <[A, G... a]x |dew X e@i) -
j—1
fiir alle j = 2 gilt.
Es ist M = {A, G} ein Erzeugendensystem fiir @, so daB
Z)(@) == <[Xl9 er ) Xi]y | Xi EM Y e @>
ist. Um ein Element = E zu erhalten, ist notwendig
[le X2] = [Ay G]:!:l

mit einem gewissen 4 € U sowie X3 = --- = X; = Q.

Ist [X,, X,] = [4, G], s0 ist [X,, X,, ..., X;] € N.

Es sei [X,, X,] = [4, G]".. Dann ist [X,, X,] = [4, G]or44€)-1 und es folgt nach
Hilfssatz 4a) [X;, X, ..., X;] € N und damit Z;(®) = RN, wie behauptet.

Es gilt fiir k-regulires @& wegen @' = [@, A]

Ox(®") = O[S, A) = [0:(@), A] = €, weil U(G) < A ist.
Die k-Regularitit von @ erfordert also
(QA)y* = Gr*4r*

fiir alle 4 € A.

Wir beweisen jetzt: Uy_;(Z,(®)) = € fiir alle j mit 1 <j <k durch Induktion
nach j.

Es sei zuniichst j = 1. Wir wenden Hilfssatz 4b) fiir » = p an und erhalten

G4y = aeari4, @)E)... [.4, G..., G](’frn) [A, G... a]
P—2 p—1
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Auf der rechten Seite dieser Gleichung stehen simtlichst Elemente aus %. Somit
ergibt sich

(GAy* = (apAp[A, a]('a’) [A, G,..., G](g—l) [A, GQ,...,Q )"'M
i ea e
e

— a4, 7. [ A M],,H

p—1
= Gr*Ar* [A, Q... G]P'".
[
p—1
Es muB also [4,G,..., G = E fiir alle 4 € % gelten, d. h., alle erzeugenden
[

1
Elemente von‘Z,(@)phaben héchstens die Ordnung p*-!, und damit hat Z,(®) als
abelsche Gruppe hiochstens den Exponenten p*-1, also ist Us-1(Z5(®)) = €. Es sei
jetzt 1 < j < k, und es gelte bereits

Uk-r(zp'(@)) =€

firallermitl <r <j— 1.
Wir wenden Hilfssatz 4b) fiir n = p! an und erhalten

(GA)» = GPA¥[A, G](f’) [A, u](:;—n) [A, u]

p—-2 pi-1

Daraus folgt
* (pj)"w -1
(GA)y* = GF' AP A4, G107 ... [A, q..., G]P' .
1
Nach Induktionsannahme bedeutet das
(GA)** = Qrr4r* [A, Q... G]P'".
e

1

-1

Folgerung (B. Hurezrt [3], III, Satz 10.10, S. 330). Die p-Gruppe @& habe einen
abelschen Normalteiler ¥ vom Index p. Ist @ regulir, so hat @& hochstens die Klasse
p—1

Beweis. Die Behauptung folgt aus Satz 8 mit & = 1.

Jetzt konnen wir fiir n(k, p) eine bessere obere Schranke angeben. Im folgenden
werden wir in Anlehnung an ein Beispiel von BLACKBURN (siche B. HuppErT [3],

II1, Beispiel 10.18, 8. 334) fiir jedes k = 1 eine nicht k-regulire Gruppe der Ordnung
pP~DE+2 konstruieren.

Somit muB also [A, Q... G]P" = F firr alle 4 € % gelten, und wir erhalten
Or-i(Zp(®) =€.| 5 :

Beispiel. Es sei A = (4,) X (4;) X -+ X(4,_,) eine abelsche Gruppe mit ord 4,
= p**! und ord 4, = p* fiii 2 <7 < p — 1. Dann ist die Abbildung & mit

A =441, 1S i< p—2) und 45, = 4,,4;04;0)...4;6-)
offenbar ein Automorphismus von ¥.
Wir zeigen

ord & = p.
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Zunichst betrachten wir 43”: Offensichtlich ist
= 4,40 4G7)... 463,

Daraus folgt

A = A,AG)AG.. 46D A6 4;0) 4;6)... 45G).
Somit gilt

A2 = A, AQ)... 4G-) (4; () 4;6)... 4; (H)) (:‘-})B

B = Ax-( ) ((’ +(3)).. AT ((:—x) +(3-2)) (A(’) v—l)) (r—l)
Also ist

Az = A (R)e—0(-) 74 0-)-C)6)-()-(-0)+ () ()

i=3

Eﬂgiltl—(f,:;)p—p+p(§’,_l)=1—(p—1)p—p+p’=1sowi°
G-1-6)6=2)-6)-G-1+ () G-
=G =G +6)-0)-F-1)+ ()2 =0

d. h. A;’ = Al.

Wir zeigen jetzt 42* = A; fiir 2 < j < p — 1 durch Induktion nach j. Es sei schon

AP, = Aj_,. Dann gilt A“” = A2 = A;_,A; Daraus folgt 4; = A714?, und
somit

A:’ = (A!—{A:—l)" = (A::l)—l A;—l = A;{AI'lA’ = A"
Also ist ord & = p, wie behauptet.

Wir betrachten nun die Gruppe & = A(X) mit 4¥ = 4=fiiralle4 € Aund X? = K.

Dann hat die Gruppe ® als semidirektes Produkt von % und (X) die Ordnung p®-1¥k+2,
Offensichtlich ist

[Ah X, .o X] = A:({)A;(;)-A:_(%l) ;

[
p—1

Daraus folgt [4,, X X]P"' = A7 =% F und somit J;_,(Z,) > €. Dann ist @&

nach Satz 8 nicht lc-regular

Bemerkung. Die Gruppe ¢ im Beispiel ist in gewissem Sinne verallgemeinerte
Diedergruppe, denn es gilt fiir p = 2: @ = AX), A = (4,), ord 4, = 2¥*1, ord X
= 2 SOWie AIA’ = A;—l = AlAi-z = Al—l-
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