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Uber das Zutreffen einer Eigenschaft einer Menge auf die Elemente
der Potenzmenge!)

REINHARD THRON

Herrn Prof. Dr. O.-H. Keller zum 75. Geburtstag gewidmed

0. Einleitung

Eine Eigenschaft einer Menge trifft nicht notwendig auf die Elemente der Potenz-
menge zu. So enthilt z. B. ein konvexes Vieleck einer euklidischen Ebene nicht nur
konvexe Teilmengen.

Ausgangspunkt. der vorliegenden Arbeit ist eine gewisse Beschreibung des Zutreffens
einer Eigenschaft einer Menge auf die Elemente der Potenzmenge. Hierzu sei E
eine Menge geordneter Paare (P(M ), P(M )o)» wobei P(M) die Potenzmenge einer
Menge M ist und P(M), diejenigen Elemente aus P(M) enthilt, auf die eine gewisse
Eigenschaft von M zutrifft. Dann laBt sich £ beziiglich des Zutreffens der Eigen-
schaft von M auf die Elemente aus der Potenzmenge P(M) bei den verschiedenen
Paaren (P(M), P(M),) wie folgt klassifizieren.

Zunichst existiert in E eine Aquivalenzrelation, wobei zwei Paare (P(M), P(M ).,)
und (P(N ), P(N )o) genau dann dquivalent sind, falls eine eineindeutige Abbildung
von M auf N existiert, wodurch P(M), auf P(N), abgebildet wird. Weiter gibt es
in der Menge der Aquivalenzklassen eine Halbordnungsrelation mit der Eigenschaft,
daB die von den Paaren (P(M), P(M),) und (P(N), P(N),) erzeugten Aquivalenz-
klassen genau dann in Relation stehen, falls es eine eineindeutige Abbildung von
M auf N gibt, wobei P(M), in P(N), abgebildet wird und keine entsprechende Ab-
bildung von N auf M existiert.

Wird vorausgesetzt, daB zu jedem (P(M ), P(M )o) aus F gewisse Abbildungen von
P(M) in P(M), existieren, die dhnliche Eigenschaften wie Hiillenoperatoren auf
einer halbgeordneten Menge haben, so 1la8t sich das Zutreffen der zu M gehorenden
Eigenschaft auf die Elemente aus P(M) mittels Homologiemoduln beschreiben.
Hierzu wird jedem Paar (P(M), P(M),) ein Kettenkomplex bzw. die Folge der zum
Kettenkomplex gehérenden Homologiemoduln zugeordnet. Zu verschiedenen Paaren
gehoren nicht notwendig verschiedene Folgen von Homologiemoduln. Weiter ge-
horen zu dquivalenten Paaren solche Folgen, bei denen die entsprechenden Homo-
logiemoduln isomorph sind. Stehen jedoch die von den Paaren erzeugten Aquivalenz-
klassen in Relation, so existieren gewisse homomorphe Abbildungen von den Homo-
logiemoduln der einen Folge in die entsprechenden Homologiemoduln der anderen
Folge.

In der vorliegenden Arbeit werden die genannten Ergebnisse in etwas allgemeinerer

1) Auszug aus der Dissertation des Verfassers, Pédagogische Hochschule ,,N. K. Krupskaja*,
Halle 1977.
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Form dargestellt, indem statt der Potenzmenge eine kommutative Halbgruppe
betrachtet wird. Dariiber hinaus werden eine direkte Summendarstellung von Homo-
logiemoduln sowie Verschwindungssitze fiir direkte Summanden angegeben.

1. Eine Menge geordneter Paare

Es wird von einer Menge E geordneter Paare (K, K,) ausgegangen, wobei K ein
Halbmodul, d. h. eine kommutative Halbgruppe, ist und dariiber hinaus K, & K
gilt. In E gibt es eine Aquivalenzrelation ~ derart, daB folgendes gilt:

Fiir alle (K, K,) und (L, Ly) aus E qilt (K, Ky) ~ (L, L,) genau dann, wenn ein Iso-
morphismus f von K auf L mit {(Ky) = L, existiert.

Fiir jedes (K, K,) aus K sei [K, K,] die durch (K, K,) beziiglich der Relation ~ in
E erzeugte Aquivalenzklasse und [E] die Menge aller Aquivalenzklassen.
In [F] existiert eine irreflexive Halbordnungsrelation < mit folgenden Eigenschaften:

Fiir alle [K, Ko] und [L, Ly] aus [E] gilt (K, K,) < [L, Lo] genau dann, wenn ein
Isomorphismus f von K auf L mit f(K,) S L, extstiert und es ketnen Isomorphismus g
von L auf K mit g(L,) S K, gibt.

Beispiel. Essei V die Menge der konvexen, abgeschlossenen Vielecke mit endlicher
Eckenzahl einer euklidischen Ebene. Zu jedem Vieleck « aus 1" gehért ein geordnetes
Paar (K(u), Ko(u)), das wie folgt charakterisiert ist: (K(u), Ko()) besteht aus dem
Halbmodul K(u), der durch die Elemente der Potenzmenge des Randes von u und =
beziiglich der Mengenvereinigung als Operation erzeugt wird, sowie aus derjenigen
Teilmenge Ko(u) von K(u), die genau die konvexen Elemente aus K(u) enthilt.

Nun sei £ = {(K(u), Ko(u)) : u € V}. Dann gilt fiir alle (K (), Ko(«)) und (K(v), Ko(v))
aus F genau dann [K(u), Ky(u)] < [K(v), Ko(v)], wenn die Eckenzahl von v kleiner
als die Eckenzahl von u ist, und genau dann [K(u), Ko(u)] = [K(v), Ko(v)], wenn die
Eckenzahl von v gleich der Eckenzahl von u ist.

2. Paare mit 4-Bedingung

Zur Formulierung einer sogenannten A;Bedingung wird fiir (K, K,) aus E zunédchst
der Begriff des Hauptideals in K eingefiihrt:

Fiir alle x aus K ist z := {z + y: y € K} dasdurch x erzeugte Hauptideal beziiglich K.
Dann lautet die 4-Bedingung fiir (K, K,) aus E wie folgt:

Zu jedem x aus K existiert ein xy aus Ko mit zy S x. Fiir alle x aus K und alle x, aus

Ko, mit 2y S z existiert ein zg.aus K, mitﬂg:ggg und {2:25 S 2 S 7, 2 € Ko}
= {2}

Zu jedem (K, K,), das der A-Bedingung geniigt, gibt es eine Menge S derjenigen
Operatoren 8 auf K in K,, fiir die folgendes gilt:
FﬁrallexauaKsinddieBeziehungenM Szrund{z:8(2) Sz & z,z € Ko} = {s(2)}
erfillt, =

Es bestehen enge Zusammenhinge zwischen den Eigenschaften von Hiillenoperatoren

auf einer halbgeordneten Menge und den Operatoren aus 8, wie die folgenden Be-
ziehungen zeigen (vgl. [2]).
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Hierzu sei die A-Bedingung fiir (K, K,) aus E erfiillt und S die zu (K, K,) geh6rende
Operatormenge. Dann gilt:

Fiir alle xy aus K, und alle s aus 8 ist 8(z,) =
und alle s aus S existiert ein t aus 8, so daf s(y)

s und t aus S qult s!t(z)) = #(x).

Ist nun K ein Halbmodul mit  + z = z fiir x € K und s ein Hiillenoperator von
K in K beziiglich der Halbordnung < von K mit der Eigenschaft, daB fiir z, y € K
genau dann z < y gilt, falls x 4+ y = y ist, so erfiillt das Paar (K , 8(K)) die A-Bedin-
gung, falls (K, s(K)) € E ist. Weiter gilt, daB die zu dem Paar (K, s(K)) gehorende
Operatorenmenge S genau den Hiillenoperator s enthalt.

Fiir alle z und yaus K mit y S
t(z) gilt. Fiir alle x aus K und alle

%o
S

Der folgende Satz gibt an, wie sich die Aquivalenzklassenhalbordnung in E durch
Operatorenmengen beschreiben 1a0t.

Satz 1. Es seten (K, Kg) und (L, Ly) aus E. Weiter set fiir diese Elemente aus E die
A-Bedingung erfiillt. Zu (K, Ky) gehore die Operatorenmenge,S, und zu (L, L) gehore
die Operatorenmenge T'. Dann gilt:

(1) Aus [K, K] < [L, L] folgt die Existenz eines Isomorphismus f von K auf L,
80 daf es fiir alle x aus K und alle s aus S ein t aus T mat f!s(x)! o t!f(x)!
gibt.

(2) Aus [K, Ko) = [L, L] folgt die Exvstenz eines Isomorphismus f von K auf L,
80 daf} es fiir alle x aus K und alle 8 aus S ein t aus T mat /!a(x)! = t! /(x)!
gibt.

Beweis. Zu (1):Zunéchst existiert ein Isomorphismus f von K auf L mit f(K,) S L.
Nun sei z aus K und s aus S. Dann gilt 8() S z mit s(z) € K,. Hieraus folgt

f(s(z)) = f(x) mit f(8(2)) € Ly. Nun existiert zu jedem ¢, aus T ein ¢ aus 7, so daB
t(f(s(x))) S t(f(x)) gilt. Weil nun f(s(x)) aus L, ist, folgt f!s(x)’ c t! /(x)}.

Zu (2): Es existieren Isomorphismen f von K auf L und f~! von L auf K mit f(K,) & L,
und f~1(Ly) S K,. Nach (1) gelten dann die Aussagen:

3) Fiir alle z aus K und alle s aus S existiert ein ¢ aus 7' mit f! s8(z)) & t! f(x)).
(4) Fiir alle y aus L und alle p aus 7 existiert ein g aus § mit f~(p(y)) S q(f~1(»))-

Nun sei z aus K und y = f(z) mit y aus L. Setzt man y in (4) ein, so folgt:
(5) Fir alle z aus K und alle p aus 7 existiert ein ¢ aus S mit

1 p(/(x))) < ¢(f-X((x))) und nach Anwendung von f ‘mit p(f@) = /! q(z)).

Nun wihle man in (3) 8 mit 8 = ¢q. Dann gilt: Fiir alle x aus K existiert ein ¢ aus 7
mit f{g(2)) S (=) S f(=).

Zusammen mit (5) ergibt das die Beziehung: Fiir alle # aus K und alle p aus T exi-
stiert ein ¢ aus S mit p! f(x)! c 1q(x)! E€ f(x), und weil /(q(a:)) aus L, ist, mit
pf(@) = flg(@), g e. d.

Beispiel. Es sei E die Menge der Paare (K(u), Ko(u)) aus dem Beispiel von Abschnitt 1.
Dann erfiillt jedes Paar (K(u), Ko(u)) die A-Bedingung. Die zu einem beliebigen
Paar (K(u), Ko(u)) gehrende Operatorenmenge 8 enthiilt genau einen Operator s,
der jedem z aus K(u) die konvexe Hiille 8(x) von z zuordnet, falls diese in Ky(u)
enthalten ist. Andernfalls ist 8(x) = u.




44 REINHARD THRON
8. Eine Beschreibung der Halbordnung durch Homologiemoduln

Es werden denjenigen Elementen aus E, die der A-Bedingung geniigen, Ketten-
komplexe zugeordnet. Zunichst gehort zu jeder Menge X und jeder natiirlichen Zahl ¢
ein Modul A,(X), der wie folgt charakterisiert ist:

A (X) wird von den formalen Produkten xox,---x, mit {xo, 2y, ..., 2} S X erzeugt,
wobet die definierende Qleichung xq--TXiyy-+ Ty + Zo - Ti@p--2, = 0 fiir x; +
besteht, falls xy - Ty 22y QU8 Xg - X(Tisy ¥, durch Vertauschung von z; mit x;,,
hervorgeht.

Nun werden spezielle Untermoduln der Moduln A4,(X) betrachtet. Hierzu sei (K, K,)
ein die A-Bedingung erfiillendes Element aus E, S sei die zu (K, K,) gehérende
Operatorenmenge. Weiter sei X eine Teilmenge von K. Dann existiert fiir jede natiir-
liche Zahl ¢ ein. Untermodul D,(X) von A,(X), der wie folgt definiert ist:

Es vst Dy(X) = Ao(X).

" Fiir jede natiirliche Zahl ¢ mit 1 < q wird Dy(X) von genau denjenigen Produkten
Ty -2, aus A (X) erzeugt, fir die folgendes qilt: Es ist xy--2;:--x, € D, (X) fiir alle
natiirlichen Zahlen © mit 0 < © < q, und es gibt eine natiirliche Zahl v mit 0 < 7 < g,
8o daf3 ein 8 aus S existiert mit

8(xg + -+ + &+ -+ + x,) gt(% +oedx 4+ oxy)

/ur alle t aus 8.
Wegen D, (X) S A (X) existiert der Faktormodul Ay (X)/D,(X), der mit Cy(X)
bezeichnet wird. Bei jeder Restklasse % aus Cy( X) sei im folgenden stets u ein Repré-
sentant aus A4,(X). Es gibt einen Kettenkomplexz C(X) mit Moduln Cy(X) und mit
Homomorphismen d,: Cy(X) — C,_,(X), die folgende Eigenschaften haben (vgl.
(1):

Fiir jede natiirliche Zahl q und jedes Zq--

“Z, aus Cy(X) gilt

q —
(o7, =-§, (—1) Zg-Byeg.

Nun werden Kettenabbildungen f*:C — C* zwischen Kettenkomplexen C' und C*
betrachtet, die wie folgt charakterisiert sind (vgl. [1]):

Fiir jede natiirliche Zahl q gibt es einen Epimorphismus f: Cq — Cf mit dgf, = f,_1d,.
Sind die f, Isomorphismen, so heifit f* Kettenwomorphwmus

Satz 2. Es seten (K, K,) und (L, Ly) die A-Bedingung erfiillende Elemente aus E.
Dann qilt: Ist [K, K] < [L, Ly] bzw. [K, Ky] = [L, Ly), so existiert ein derartiger
Isomorphismus | von K auf L, dafB jede Teilmenge X von K eine Teilmenge Y von L
und eine Kettenabbildung bzw. evnen Kettenisomorphismus f*: C(X) — C(Y) induziert,
wobet fiir jede natiirliche Zahl q und jedes Ty-—-z, aus Co(X) die Beziehung

fq(xo ') = f(xo) /xq)

Beweis. Zu (K, K,) gehore die Operatorenmenge S, und zu (L, L,) gehore die
Operatorenmenge 7. Es sei [K, K] < [L, Ly]. Zunichst existiert ein Isomorphismus
f von K auf L mit /(K,) & L,. Fiir jede Teilmenge X von K werde nun ¥ = f(X)
gesetzt. Nun betrachte man die Moduln Cy(X) und Cy(Y) fiir jede natiirliche Zahl q.
Fiir jedes %--%, aus C,(X) werde f,(%7,) := f(z)-- f(x,) gesetzt sowie f,(@ + b)
= /,(6) + £,(b) fiir alle @ und b aus Cy(X). Dann ist fq ein Epimorphismus von C,(X)
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auf Cy(Y): Zunichst ist f,(Zy---z,) von der speziellen Darstellung von zy--2, in A(X)
unabhéangig.

Weiter ist fy(%z,) von der speziellen Auswahl des Reprisentanten von Ty~
in 4,(X) unabhingig, denn es gilt fiir alle %z, aus Do(X) die Beziehung f,(Z~%,)
= 0, wie durch vollstindige Induktion nach g folgt. Fiir ¢ = 0 gilt namlich wegen
Do(Y) = Ay(Y) die Beziehung fo(F;) = 0.

Nun gelte f(Z;+%,) = O fiir eine natiirliche Zahl k und alle z,:--x; aus Dy(X). Es sei
Zg++Xgyy aUS Dy (X). Dann ist zundchst zy--2;- 244, aus Dy(X) fiir alle natiirlichen
Zahlen © mit 0 < 7 < k + 1, und es gibt eine natiirliche Zahl i mit 0 <7 <k + 1,
so dafB} ein p aus S existiert mit

plro + - + 2 + - + Baa) Fo(Xo + - + Zery)

fiir alle v aus S. Nun ist auch yg -y, aus Dy,,(Y), wobei y; = f(z;) ist. Denn
Xy -£io+Zgy, 8t aus De(X), und nach Induktionsvoraussetzung ist auch yg -9+ ypsy
aus Dy(Y) fiir alle natiirlichen Zahlen ¢ mit 0 < 7 < k + 1. AuBlerdem gibt es eine
natiirliche Zahl * mit 0 < 7+ < k + 1, so daB ein r aus T existiert mit

o+ +9i+ - + ) Yo + -+ + Yanr)

fiir alle s aus 7. Andernfalls gilt fiir alle natiirlichen Zahlen 1 mit 0 <7 <k + 1
die Bezichung: Fiir alle  aus 7 existiert ein & aus 7' mit

Yo+ -+ 0+ + tear) E8(Yo + -+ + Yesr)-

Dann gilt fiir alle  aus T' die Inklusion
o+ + i+ + Yen) S Wo T 4 Yenrs
d. h., es ist
r(f(@o) 4 - 4 f@) + -+ + (@) S (f@o) + -+ + H#rnr).-

Nach Satz 1, (1), gilt weiter: Fiir alle x aus K und alle u aus 8 existiert ein v aus 7'
mit /(u(x)! c v(/(x)!. Wihlt man nun r gleich v, so gilt fiir alle » aus S

fuao + -+ + &+ - + Zen)) S fl@o + -+ + )

mit = 2 + -+ + £; + -+ + Tgsy. Nach Anwendung von /-1 folgt fiir alle » aus S
die Inklusion

wEo 4+ - + i+ - + L) & @ + 0+ T

Hieraus folgt schlieBlich: Fiir alle natiirlichen Zahlen 7 mit 0 <+ < k + 1 und alle
u aus S existiert ein w aus S mit

w@o + 0 + i + 0 + Thuy) S W(Eo + 0 + Tiwn)-

Das ist ein Widerspruch dazu, daB .-z, aus Di,,(X) ist. Somit ist yo -y
aus Dyyy(Y) und fi,y (T Zy,) = 0.

Es sei [K, Ky] = [L, L,). Zundchst existiert ein Isomorphismus f von K auf L mit

(Ko) = L,. Fiir jede Teilmenge X von K werde nun Y = f(X) gesetzt. Fiir den
Isomorphismus f~! von L auf K gilt f~}(Ly) = K,. Also gibt es dann fiir jede natiir-
liche Zahl ¢ Monomorphismen f,: Do(X) — Dy(Y) und f;*: Dy(Y) — D,(X). Somit ist
f, ein Isomorphismus. Nun mégen zu C(X) die Homomorphismen d} und zu C(Y) die
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Homomorphismen d} gehéren. Dann gilt fiir jede natiirliche Zahl ¢ die Beziehung
d3fe = fo-1d}. Denn es ist

'd:/,(zo"‘”q) = dg(/(zo).../(xq)) =‘§; (—1)f f(@g)- - f(2)-+-f(xrq)

g g —— ]
d = for (2; (—1y xo"'zr”-’q) = /q-ld:,(zo"-xq),
q.e.d. i-

Aus Satz 2 ergibt sich folgende Aussage iiber die zu den Kettenkomplexen C(X)
gehorenden Homologiemoduln H (C(X)):

Satz 3. Es seten (K, Ky) und (L, L,) dve A-Bedingung erfiillende Elemente aus E.
Dann gilt: Ist [K, Ko) < [L, Ly] bzw. [K, K, = [L, L), so existiert ein derartiger
Isomorphismus f von K auf L, daf jede Terlmenge X von K eine Tetlmenge Y von L
und einen Homomorphismus bzw. Isomorphismus fg: H(C(X)) — H,(C(Y)) fiir jede
natiirliche Zahl q induziert, wobei fiir jede Restklasse g%, + By(X) aus H,(C(X))
die Beziehung

/:(zo..-xq + BQ(X)) = f(xo).../(xq) + Bq( Y)

qilt.
By(X) bzw. B(Y) 18t der Untermodul der Riinder von Cy(X) bzw. C((Y).

4. Eine direkte Summendarstellung der Homologiemoduln

Zunichst werden spezielle Untermoduln AP(X) der A, (X) eingefiihrt. Hierzu sei
AP (X) derjenige Untermodul von Ay(X), der von genau denjenigen Produkten zy--z,
aus Ay (X) erzeugt wird, die folgende Eigenschaft besitzen: Die grofte Vielfachheit, in
der irgendein x aus X tm Produkt xy--x, als Faktor vorkommt, 1st 2p oder 2p + 1.
Offensichtlich ist 43?(X) = 0 fiir ¢ + 2 < 2p.

Desgleichen werden auch spezielle Untermoduln D3P(X) der D,(X) mit DZP(X)
= Dy(X) n APP(X) betrachtet. Weiter existiert der Faktormodul AZ*(X)/D*(X), der
mit O3P(X) bezeichnet wird.

Bei jeder Restklasse % aus C3P(X) sei im folgenden stets u ein Reprisentant aus
AP(X). '

N:m induzieren fiir jede natiirliche Zahl p die Moduln C3?(X) einen Kettenkomplex
C*(X) mit Homomorphismen d3? : C3?(X) — C3*,(X), fiir die gilt: Fiir jede natiirliche
Zahl q und jedes 3%, aus CP(X) st

q9 —_—
d:ﬂ(xo...x') =z'; (_1)‘ xo...:t‘...xq.

Fiir jeden Homologiemodul H,(C(X)) existiert eine direkte Summendarstellung
gemald

Satz 4. Jeder Homologiemodul H,(C(X )) besitzt eine direkte Summendarstellung
H[(C(X)) = X® H(C*"(X)), wobei N die Menge der natiirlichen Zahlen ist.
peEN

Beweis. Zunichst sei bemerkt, daB 4,(X) = J'® A?(X) ist, wobei nur endlich viele
¥

T
A¥(X) von 0 versch.ieden sind. Wegen D (X) =3 DiP(X) folgt hieraus C,(X)
= J,® O?(X). Somit ist PEN
€N

C(X)) = J'® H(C*(X)),
pea MO~ o)
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5. Verschwindungssitze liir die direkten Summanden

Zum Auffinden von Kriterien, nach denen ein Modul H,(C’"(X )) gleich 0 ist, erweist
es sich als niitzlich, Homomorphismen folgender Art zu betrachten (vgl. (3]). Hierzu
sei ein Kettenkomplex C*?(X) gegeben. Weiter sei y aus X, und es gelte

DE(X) - {y} n A2 (X) S D2 ,(X)

fiir eine natiirliche Zahl ¢, wobei die Multiplikation mit y distributiv sei.
Dann gibt es einen Homomorphismus hg?: C3#(X) — C3%(X), der folgende Eigenschaft
hat:

Fiir jedes Ty-—-x, aus CPP(X) gilt

(=) Z7z g, falls 2o 25y aus AR ,(X) dst,
h:p(%...xq) = . .
0, falls xy:-- xyy nicht aus A3 ,(X) st.
Satz 5. Gegeben sei etn Kettenkomplex C**(X). Weiter ser y aus X mat
D (X) - {y} n AP(X) & DPP(X),
DP(X) - {y} n ATR(X) & DZPL(X)

fiir eine natiirliche Zahl q, wobei die Multiplikation mit y distributiv sei. Dann gilt
fiir die Homomorphismen h3? und hZ?, die Beziehung

d22 WP (@) + RIP,d3P(@) =W

fiir alle @ aus C3P(X).

Beweis. Es geniigt, daB fiir alle 75—z, aus C3P(X) die Beziehung

2 2 2 . T
dq’:lhgp(xo...zq) + hql’_ldqp(xo...xq) = zo...xq

gezeigt wird. Es sind die Fille xy--zy € A2P(X) und o2,y ¢ A3P(X) zu unter-
scheiden.
(1) Zunéchst sei 2y -2,y € A3P(X). Dann gilt

dg? P (@ ‘@) + R\ 3P @y T,)

q P—
= df’in(("—l)"“lzo"‘z,!/) o hgfx (‘_20 (—1y xo"'tr"xq)

g f—
] (—1)7*1'§; (—1)’ xo...z‘...qu 4+ (_.1)”"'. xo...z'
q : —_—
+ 5 1 e .

q ’
Nun ist } (—1)' 2o+ -2;-- -2,y aus AZ?(X), es gehort aber nicht notwendig 2o+ -2- -2y
i=o
fiir alle natiirlichen Zahlen 7 mit 0 < 7 < ¢ zu AJ?(X). Es gilt aber

[} ) ¢
.Zi"* (—1) g B2y =‘Z¢: (_1)‘ Ty B2y,
wobei }* die Summationen iiber diejenigen (— 1)’ zo:--2;---z,y bedeutet, die in 437(X)

enthalten sind. Weil nun h? (2o --2;---2,y) = 0 ist, wenn o -2+ -2,y nicht in A3*(X)
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enthalten ist, folgt

q s e q . F—
‘2_; (—1) hggl(xo...z,...xq) =.E‘ (— 1) (—1)9 2ge e By ozyy.

Hieraus ergibt sich schlieBlich

dg’zlhz”(xo...x') + hgzldzl’(xo...xq)

q 4 e
=Ty -z, + (_l)ﬂ'l‘-zo“ (_.l)' xo...zi...qu

q o A s
+ (=D (= 1) BBy = Ty,

i=0

(2) Nun sei zy--zy ¢ A37(X). Das ist nur moglich, wenn y im Produkt Zg++ T, Mit

der Vielfachheit 2p + 1 als Faktor vorkommt. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit.

gel ¥y = ; =+« = 2y, = y. Wegen hf’(:vo---:cq) =0 ist dgflh?(xo---xq) = 0. Es gilt
x

2 W (F ) — . o
aber kG2, d3P(Z;T,) = Zy-%,; denn zuniichst ist

dg’(%“'x,) =‘—o‘ (—1) Xy Rz,
2? —_— q —_—
- 2’ (_])‘ xo...;ti...xq + 2 (_1)‘ xo...Qi...xq,
i=0 i=2p+1

Wegen zy:+-2:+-x; = xy+-2;:--x, fiir alle natiirlichen Zahlen t und j mit 0 <7 <j < 2p
gilt

b} 4 2p
z‘ (—1)¢ xo...z‘...xq = xl...xq'Z (—1) = Ty
t=0 =0
Also ist
q ———
WETT) = T+ 5 (1 e,

Hieraus folgt

q —
h:gldgﬂ(zo.. zq) = (_])G xl...qu + ; (_1)‘ h?,zl(xofnxq)-

i=2p+1
Weiter gilt
(—1) Xy Loy = (—1) Xy Xy Ty = (—1) Ty TapTapyy*+Lyo

= (— 10 (— 1) 2y Ty igager g

= (_l)ﬂ'—” Zor+ *Taplaps1® Ty = Xg'* Ty
Somit gilt

q ——
W2 AP (F T = Ty, + §+$_1)¢ b3 (g2 -zy).
1=2p

Nun ist aber zy:+ 22,y nicht aus A2 fiir alle natiirlichen Zahlen ¢ mit 2p + 1 <7 <gq.
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Mithin ist Ag2,d??(Z5-Z,) = Z5-Z,, und es gilt insgesamt

WP EE,) + BEdP (@) = g,

q.e.d.

Aus Satz 5 ergibt sich die folgende Bedingung fiir das Verschwinden eines Homologie-
moduls H,(C*(X)):

Satz 6. GQegeben set ein Keltenkomplex C*(X). Weiter ser y aus X mit
D2,(X) - {y} n AP(X) & DP(X),
DP(X) - {y}:n AGh\(X) S DB, (X)

q+1

fiir etne natiirliche Zahl q, wober dze Multiplikation mit y distributiv sev. Dann gilt
H (C””(X)) = 0.

Beweis. Zuniichst ist H (C*(X)) = Z,(C*(X))/B, (C”(X)) Z(C*(X)) bzw. B,(C*(X))
ist der Untermodul der Zyklen bzw. Rander von C?(X

Nun gilt die Inklusion Z(C?P( X)) B (C”(X)) Hlerzu sei T aus Z,(C*(X)). Es
ist also d2?(%) = 0. Nach Satz 5 ist also

d2p h2P(T) + h2P,d2P(T) = 2P hEP(W) = .
Wegen hZP(w) € C32,(X) ist somit @ aus B,(C?(X)). Mithin ist Hy(C?(X)) = 0, q.e. d.

Mit Hilfe von Satz 6 laBt sich mittels der Homologiemoduln H,(C% (X)) eine not-
wendige Bedingung dafiir angeben, daB es eine natiirliche Zahl k mit k- x = (k 4 1)z
fiir alle z aus X gibt.

Satz 7. Gegeben sei ein Kettenkomplex C**(X). Dann ist Hq(C”’(X)) =0 fiir alle
natiirlichen Zahlen q, falls eine natiirliche Zahl k existiert mit k + 1 < 2p,
kex= (k4 1)z fir alle x aus X.

Beweis. Es ist Di?(X) = O fiir alle natiirlichen Zahlen ¢ mit 1 < g, denn zunéchst
gilt D¥P(X) = Ofurq + 1 < 2p. Nunsei2p < q + 1. Angenommen, es ist D3?(X) == 0
und k + 1 < 2p < g + 1. Dann gibt es ein Produkt z,--x, aus D?*(X). Ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit sei g = 2, = -+ = z,;,_,. Hieraus folgt daB zy - “Xap_1

aus D35_,(X) ist. Dann gibt es eine Operatorenmenge 8, fiir die gilt: Es gibt fiir eine
natiirliche Zahl 7 mit 0 < 7 < 2p — 1ein saus 8, so daB fiir alle ¢t aus § die Beziehung

3(xo + -+ B+ -+ ypy) F o + o+ + Xap_y)

gilt. Andererseits ist aber %o F o Tppy =2y e + £+ oo 4 gp, fiir alle
natiirlichen Zahlen 7 mit 0 < ¢ < 2p — 1. Hieraus folgt (zg + --- + #; + - + Zap_1)

S (%g + ‘- + #3,_,) fiir alle natiirlichen Zahlen : mit 0 < ¢ < 2p — 1.

Nun gibt es fiir alle natiirlichen Zahlen ¢+ mit 0 < ¢ < 2p — 1 fiir )edes 8 aus § ein
t aus S mit

8o + - Byt -+ @ap ) S U+ o T ).

Das ist ein Widerspruch. Mithin ist D3?(X) = O fiir alle natiirlichen Zahlen g mit
1 < g, s0 daB nach Satz 8 und wegen Dy(X) = 44(X) sowie H,(C%(X)) =0 die
Beziehung H,,(C”(X )) = 0 fiir alle natiirlichen Zahlen ¢ gilt, q. e. d.

Beispiel. Es wird von der Menge E der Paare (K(u), Ko(u)) sus dem Beispiel
von Abschnitt 1 ausgegangen. Nach dem Beispiel aus Abschnitt 2 geniigen diese
Paare der A-Bedingung. Zur Definition einer Teilmenge X von K(u) betrachte man .

4 Beitriige zur Algebra 11



50 REmnEARD THRON

das zugehdrige Vieleck u mit den Eckpunkten P,(u), P,(u), ..., Py(x) und den
Beiten Py(u) Py(u), Py(u) Py(w), ..., Py_;(u) Py(u), Py(u) Py(u). Die Menge X bestehe
aus abziéhlbar unendlich vielen Elementen z; aus K(u), wobei die z; paarweise ver-
schieden seien. Dabei sei jedes z; eine Teilmenge von u, die genau einen inneren Punkt
einer Seite von u enthélt. Dariiber hinaus sollen die folgenden Bedingungen gelten:

Zu-2) Zn—1s Zms Tus1s oo g Pl(u) Pl(u)’
Znt S Pi_y(u) Py(u)

fiir alle natiirlichen Zahlen k mit 3 < k < u.
Wegen z + 2 = z fiir alle x aus X gilt nach Satz 7 fiir alle natiirlichen Zahlen p

und ¢ mit 1 < p und 0 < g die Beziehung H,(C”’(X)) = 0. Nach Satz 4 folgt hieraus
H,(C(X)) = H(C%X)). SchlieBlich gilt

HC(X)) =0, H(C(X)=0, HcX)~2z"), Hicx)=0

fiir alle natiirlichen Zahlen ¢ mit 3 < ¢. Mit Hilfe der natiirlichen Zahl n;2 wird

ein ,,MaB* fiir das Zutreffen der Eigenschaft der Konvexitat auf die Teilmengen
des Randes eines n-Ecks u gegeben. Mit zunehmender Eckenzahl » ,,verringert‘
sioh das Zutreffen quadratisch.
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