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Vervollstindigung von Kegelschnittmengen

KoNRAD DRECHSLER und ULRICH STERZ

Zur Untersuchung von Kegelschnittmannigfaltigkeiten gehort die Betrachtung von
Untermengen, die durch an die Kegelschnitte gestellte Bedingungen gegeben werden.
Neben den besonders einfachen Bedingungen, durch gegebene Punkte zu gehen, sind
Beriihrungsbedingungen hiufig untersucht worden [4, 5]. Unter den dadurch be-
schriebenen Untermannigfaltigkeiten finden sich solche, die ein besonderes Verhalten
zu Untervarietiten ausgearteter Kegelschnitte zeigen, die nimlich diese nicht eigent-
lich, sondern in 2u hoher Dimension schneiden. Dies kann man durch eine passende
Erweiterung des Kegelschnittbegriffs zu beseitigen versuchen.

So fiihrt die Bedingung an p-Kegelschnitte!), eine Kurve zu beriihren, zur Konstruk-
tion der p-l-Kegelschnitte?), die Bedingung an p-l-Kegelschnitte, eine Kurve zu
superoskulieren, zur Konstruktion der p-l-s-Kegelschnitte?) [2]. Wir wollen zeigen, da
in [2] mit der Konstruktion der p-l-s-Kegelschnitte ein AbschluBl gefunden wurde.
Dies bedarf einer Prizisierung.

1. Kegelschnittmannigfaltigkeiten

Die Menge der p-Kegelschnitte einer projektiven Ebene X iiber dem Korper & der
komplexen Zahlen erfiillt einen projektiven 5-Raum Ps mit Koordinaten (p, ..., ps)
= (p). Es gibt in Py zwei Varietiten von Ausartungen : die Varietdt (Ps | P q)) der zer-
fallenden Kegelschnitte, fiir die der Rang der Koeffizientenmatriz ((p) gleich 2 ist,
und die Varietit (Ps | P;)) der Doppelgeraden, fiir die der Rang der Koeffizienten-
matrix ((p)) gleich 1 ist.

Es sei Q eine Varietit eines Produktraums P X --- von Py mit weiteren projektiven
Réaumen iiber k.

Definition 1.1. @ heiBe eine Kegelschnittmannigfaltigkest, wenn die Abbildung
1:Q—>Ps mit x(p,...) = (p) (1.1)

birational ist und die, Menge der Fundamentalpunkte von y~! eine Teilmenge von

(Ps | Py) ist.

Beispiele dafiir sind die Menge My der p-I-Kegélschnitte und die Menge N der p-I-s-

Kegelschnitte [5, 2].

1) Punktkegelschnitte.
2) Punkt-Linien- oder vollstindige Kegelschnitte.
3) Punkt-Linien-Superoskulanten-Kegelschnitte.
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Definition 1.2 (Ausartungsvarieliten auf Q).

1. Die irreduziblen Komponenten von y~}(P; | A) mit A = P, und 4 = P, sind
Ausartungsvarietiten auf Q.

2.8ind (Q| 4’) und (Q | A”) zwei Ausartungsvarietiten auf Q, so sind auch die irrg-
duziblen Komponenten des Schnitts (Q | A’A"’) von (@ | A’) mit (Q | A’') Ausartungs-
varietiten auf Q.

2. Beriihrungsvollstindige Kegelschnittmanniglaltigkeiten

Es sei c eine irreduzible Kurve der projektiven Ebene X und (z.) ein allgemeiner Punkt
von ¢. Mit (Q | Be, r)) bezeichnen wir die Varietit der Kegelschnitte aus @, die ¢ in
(xz.) von r-ter Ordnung beriihren (r =0, 1, ...; ord ¢ > 1 fiir r > 1). Dies ist so zu
verstehen: Es sei (P,, | B(c, r)) firr = 0, 1, 2, 3, 4 die iiber k(x.) = K lineare (4 — r)-
dimensionale Varietdt der p-Kegelschnitte, die ¢ in (z.) mindestens (r 4+ 1)-fach
schneiden. Fiir r > 4 sei (P, | B(c, r)) leer. Ein allgemeiner Punkt n(c, r) der Varie-
tit (P,l B(c, 7)) ist ein nicht ausgearteter Kegelschnitt und bestimmt daher ein-
deutig einen Kegelschnitt von Q. Dieser definiert als allgemeiner Punkt iiber
K die Varietit (Q | B(c, r)), die (4 — r)-dimensional fiir r =0, 1, 2, 3,4 ist. Fiir
r > 4 ist (Q|Ble, r)) fiir alle irreduziblen ¢ leer.

Definition 2.1. Eine Kegelschnittmannigfaltigkeit Q heiBt r-beriikrungsvollstindig,
wenn fiir alle irreduziblen ¢ — X und alle Ausartungsvarietiten (Q | A) von @, die
mit (Q | B(c, r)) einen nicht leeren Schnitt haben,

dimy (@ | AB(c, ))") < dimy (Q | 4) + dimg (Q | Ble, 7)) — dimx @ (2.1)
ist.
Satz 2.2. Jede Kegelschnittmannigfaltigkeit Q ist r-beriihrungsvollstindig fiir r = 0.
Beweis. Die Varietiten (Q | 4) sind iiber k definiert. Zu den Gleichungen von
(Q | Ble, 0)) gehort eine lineare Gleichung in (p), deren Koeffizienten nicht alle in k
liegen. Also ist

dimy (Q | AB(c, 0)) < dimy (@ | 4) — 1.
Satz 2.3. Jede Kegelschnittmannigfaltigkest Q ist r-beriihrungsvollstindig fiir r = 4.

Beweis. Fiir r = 4 ist (Q | Ble, r)) leer oder besteht aus einem einzigen Punkt ¢
von Q derart, daB yxg ein nicht ausgearteter p-Kegelschnitt ist.

3. Unvollsténdigkeit von P,

Satz 3.1. Die Kegelschnittmannigfaltigkest Q = Py st fiir r = 1, 2, 3 nicht r-beriih-
rungsvollstindig.

Beweis. Im Schnitt (P, | AB(c, 1)), r = 1, 2, 3, liegen diejenigen Ausartungen aus
(Ps | 4), die ¢ in (z,) (r + 1)-fach schneiden, also die entsprechenden r 4 1 linearen
Gleichungen erfiillen. Damit ergibt sich folgende Tabelle fiir dimk (P | AB(c, r)):

1) (@ | 4B(e, r)) ist der Schnitt von A und B(c, r) auf Q.
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r 1 2 3
dim (P, | B(e,7))*»| 3 2 1
A dim (P, | 4)
+
P, 4 2 10
Py, 2 1 0 0

Somit ist (2.1) zwar erfiillt fiir A = Py,, aber nicht fiir 4 = Py, bei r = 1, 2, 3.

4. Unvollsténdigkeit von M,

Die Kegelschnittmannigfaltigkeit My der p-l-Kegelschnitte ist eine Varietdt des Pro-
duktraums Py X L, mit dem allgemeinen Punkt (p,l) = (p;, l;), wobei p; (1 = 1, ..., 6)
unbestimmt und l; (1 = 1, ..., 8) durch die zweireihigen Adjunkten der Koeffizienten-
matrix ((p)) des p-Kegelschnitts (p) gegeben sind.

Die I, bilden die Koeffizientenmatrix ((!)) des zugehérigen Linienkegelschnittes in den
Linienkoordinaten (w;, wy, w;), die als Koordinaten einer projektiven Ebene W auf-
gefaBt werden konnen. Durch den allgemeinen Punkt ist eine birationale Abbildung

x: Mg — Ps (4.1)
gegeben. Ausartungsvarietiten auf M sind nach Definition 1.2 demzufolge
(Ms | Pyy) — die Varietit der p-Ausartungen auf M; (Rang ((p)) = 1),
(M | Lyy) — die Varietiat der l-Ausartungen auf M, (Rang @) = 1),
(Ms | PyLy)  — die Varietdat der p-I-Ausartungen auf My

(Rang ((p)) = Rang ((1)= 1).

Auch zu der irreduziblen Kurve ¢ = X gibt es eine zugehérige Kurve ¢’ in W und
eine Kurve ¢ — X X W mit dem allgemeinen Punkt (x,,, w(xc)), wobei w(z,) die Tan-
gente im Punkt (z.) an ¢ bedeutet. Jeder p-l-Kegelschnitt aus (M,, | Blc, r)) hat mit ¢
den Punkt (2,) und die Tangente w(x.) als (r + 1)-fache Schnittelemente — ge-
schnitten in X bzw. W — gemeinsam (r = 1, 2, 3). Die entsprechenden linearen
Gleichungen

Lip), L) (4.2)

miissen von den Ausartungen aus (M| A) erfiillt werden, die in (M;|4B(c, r)),
r =1, 2,3, liegen. ’
Damit ergibt sich, daB die Elemente ¢4, der folgenden Tabelle eine Abschitzung

dimy (M | AB(c, 7)) < t, (4.3)
liefern, wenn (M; | AB(c, r)) = 0 ist.

r 1 2 3
dim (M| B(c,r))+| 3 2 1
4 dim (M, | 4) :
¥ (4.4)
Py 4 2 1 0
Loy 4 2 10
PyyLyy 3 1 00
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Daraus folgt mit Definition 1.2 der

Satz 4.1. Die Kegelschnittmannigfaltigkeit My ist r-beriihrungsvollstindig fir
r=1,2

Satz 4.2. Die Kegelschnittmannigfaltigkeit M, ist nicht 3-beriihrungsvollstindig.
Beweis. Wir zeigen dazu, dal
(Ms | PyyLy)B(c, 3)) + 9 (4.5)

ist. Es sei (n, 4) der allgemeine Punkt von (M; | B(c, 3)). Wegen (Ps | P, B(c, 3)) == ¥
gibt es eine Spezialisierung (x) — (a’) zu der Doppelgeraden =, die ¢ in (x,) vierfach
schneidet. Es gibt dazu eine Fortsetzung (7, 1) — (2', A') mit (#', ') € (My | Py)B(c, 3)).
Der p-l-Kegelschnitt (n’, A’) ist eine p-Ausartung und liegt in (M, | B(c, 3)). Die
Gleichungen (4.2) fiir r = 3 ergeben, daB (n’, A’) auch eine I-Ausartung ist.

b. Vollstindigkeit von N,

Die eindimensionale lineare Varietit (P; | B(c, 3)) ist eine Biischelschar von p-Kegel-
schnitten, die durch die Form des p-Kegelschnitts (P | B(c, 4)) und durch das Quadrat
der Linearform der Tangente w(z.) erzeugt wird.

Die Gerade (P, | B(c, 3)) betrachten wir als Punkt g(z.) im GraBmannraum G,,
iber K.

Zu ¢’ in W findet man entsprechend eine Biischelschar von I-Kegelschnitten, die man
durch einen Punkt h(w(x,) in einem GraBmannraum H,, iiber K darstellen kann.
Damit erhalten wir zu ¢ eine Kurve ¢ € X X W X G X H mit dem allgemeinen
Punkt

(I,, w(z.), g(x.), h(w(xc))) (6.1)
tber k.
Definition 5.1. Die Punkte g(x,) bzw. h(w(z,)) heiBen die p- bzw. l-Superoskulanten

von & in z,. Ebenso heiBen alle Spezialisierungen g(£,) bzw. h(w(fc)), die durch Fort-
setzung i

(er wlze), glaze), Blwizc))) 2 (&2, wlLo), g(Eo), R(w(£.)))

einer Spezialisierung (z) £, (¢,) entstehen, p- bzw. I-Superoskulanten von é.
_ Wiihlen wir nun fiir ¢ einen allgemeinen p-Kegelschnitt, so ist

(Pa | B(c, 4)) = (Ps | B(p, 4)) = ». (5.2)

Der allgemeine Punkt g(z,) baw. h(w(z, abeschreibt eine Kurve 5P in G, bzw. §* in
H,, iiber k. Die Koeffizienten 5}’ bzw. §,£ er zugeordneten Form [1] FP bzw. F* dieser
Kurve sind rationale Funktionen von p; [2]. .

In [2] und [3] hatten wir definiert: Die Kegelschnittmannigfaltigkeit Ny der p-I-s-
Kegelschnitte ist die Varietit eines vierfachen Produktraumes mit dem allgemeinen
Punkt

(p, 1, 57, 5%) iiber k. (5.3)
Durch den allgemeinen Punkt (5.3) ist eine birationale Abbildung
x: Ns - Ps (5.4)

gegeben.
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Die algebraische Menge x~1(Ps | P,)) zerfillt in die vierdimensionalen irreduziblen
Komponenten [2], 8.,

(Ns | PL), (Ns|PyLy), (Ng|Li). (6.5)
Die ersten zwei bzw. letzten zwei schneiden sich in der dreidimensionalen Varietit

Die algebraische Menge x~X(Pj|P,) zerfillt in (Ng|P&) und (Nj| Py Ly).
Andere nicht leere Schnitte der Varietiten (5.5) und (5.8) treten nicht auf. Also sind
diese die Ausartungsvarietiten auf Ny.

Satz 5.2. Die Kegelschnittmannigfaltigkeit Ny ist r-beriihrungsvollstindsg fiir alle
r=0,1,2...

Beweis. Auf Grund der Sitze 2.2 und 2.3 geniigt es zu zeigen, da die ¢, der folgen-
den Tabelle fiir (N5 | AB(c, r)) + O eine Abschitzung

dimg (N5 | AB(c, 1)) < tr (6.7)
ergeben und dafB (N5 I P(T;)L“)B(C, 3)) und (N5 I P(”L(T;)B(C, 3)) leer sind.

r 1 2 3

dim (N; | B(c,7))*| 3 2 1
4 dim (N, | 4)

+
.8

PF, 4 2 1 0 (6:8)
L7 4 2 1 0
P)Lq, 4 210
P(TnL(” 3 1 0
Py L) 3 1 o

Durch den allgemeinen Punkt (5.3) ist auch eine birationale Abbildung
y: Ny —> M, (6.9)

gegeben. Diese ist zwischen (Nj | PJ})) und y(Ny | P,) = (Mg | Py)) und zwischen
(Ns | L)) und ¢(Ny | LY,)) = (M5 | L) eineindeutig [2], 8.1. AuBerdem ist

(N5 | P§,Ly)) = (Ms | PgyLg)) = ¢(Ns | PayLg,)-

Zu den Gleichungen fiir (N | B(c, r)) gehdren auch die von (X | B(c, r)).
Dies zusammen ergibt: Ist (N5 | P{,B(c, r)) + 0, dann ist auch (My | Py)B(c, r)) + 0
und

dimy (N5 | P§,B(c, r)) < dimg (M5 | Py Blc, 1)) (5.10)
fiir r = 1, 2, 3. Entsprechendes gilt fiir (Ny | AB(c, r)) bei A = Lf,, P§,Ly, und
Py L)
Zu je:iem Punkt von (M | Py)L;,) gehort beiy! eine eindimensionale Teilmenge von
(N5 | PyyLyy,), also ist

dimx (N5 l P(X)L(I)B(G, f)) é dimx (M5 I P(l)L(l)B(C, f)) + 1.

Daher ergibt sich die Tabelle (5.8) fast aus (4.4). Zu beschreiben sind noch die
Schnitte Ng l A.B(c, 3)) fir 4 = P(X)L(l)l P(T;,Lu) und P(I)L(’i)‘
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Der allgemeine Punkt von (Nj | B(c, 3)) ist ein p-l-s-Kegelschnitt mit folgenden
Eigenschaften:

Er hat mit ¢ den Punkt (z.) und mit ¢’ die Tangente w(z,) als vierfache Schnittele-
mente — geschnitten in X bzw. W — gemeinsam. Seine Kurve 3P der p-Super-
oskulanten in @;; hat mit der Kurve der p-Superoskulanten von é einen Punkt,
nimlich g(x,), gemeinsam. Diese Forderungen werden von einer einzigen p-I-Ausartung
erfiillt. :

Die g(z.) entsprechende Biischelschar (Py | B(c, 3)) enthiilt nichtausgeartete Kegel-
schnitte, wihrend die den p-Superoskulanten von pT-lI-Ausartungen bzw. p-IT-
Ausartungen entsprechende Schar nur zerfallende p-Kegelschnitte enthalt [2], 7.
Damit gilt

dimy (N5 | Py)Lg)Ble, 3)) = 0,
(Ny | P\LyBle,3) = @ und (Ny | Py,LE,B(c, 3) = 0.
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