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Immersionen in Riume konstanter Schnittkriimmung

JURGEN REICHERT

Jede Immersion ¢: )™ — X" einer Mannigfaltigkeit Y™ in eine Riemannsche Mannig-
faltigkeit X" von konstanter Schnittkriimmung C induziert unter einer natiirlichen
Regularititsvoraussetzung — der Stabilitit — eine Serie von gewissen metrischen

Fundamentaltensoren auf den Vektorbiindeln O T', wobei O T das i-te symmetrische
Produkt des Tangentialbiindels T' von 9™ bedeutet. 1935 zeigte MAYER, daB diese
Tensoren ein vollstindiges Invariantensystem bilden. Er gab jedoch kein System
von Integrabilitidtsbedingungen an, das auch die lokale Existenz der Immersion
gewiihrleistet. 1967 gab BoGEK [6] erstmals ein allerdings recht kompliziertes der-
artiges System an. In Fortfiihrung dieser Arbeit zeigte Kowarski1 (7], daBl man unter
der Voraussetzung der Maximalitit der Schmiegriume dieses System durch ein
einziges System geometrischer Bedingungen, die verallgemeinerten GauBschen Glei-
chungen, ersetzen kann. Kernstiick der Arbeit ist ein Fortsetzungssatz, der zu einer
gegebenen Sequenz von metrischen Fundamentaltensoren die Existenz und Eindeutig-

keit eines ,,kanonischen Zusammenhangs auf T @O T®H- @O T liefert. Der
Idee KowaLskis folgend, beweisen wir einen Fortsetzungssatz fiir den allgemeinen
Fall, also ohne die einschrinkende Voraussetzung der Maximalitit. Dieser Satz liefert
dann das Immersionstheorem fiir stabile Immersionen.

1. Stabile Immersionen

Es sei ¢: Y™ — X* eine Immersion der Mannigfaltigkeit 9™ in die Riemannsche
Mannigfaltigkeit X*. Mit T'(X"), T()™), P(X") bezeichnen wir das Tangentialbiindel
bzw. das Biindel der Orthorepers von X* bzw. 9)™. Weiterhin seien

p:E = *T(X*) > 9™, =: B(E) = *P(X") > D"

die induzierten Biindel. Im folgenden Abschnitt geben wir das Verfahren an, wie
man F in die Summe seiner ,,Schmiegraume* aufspaltet. Diese Aufspaltung findet
man schon bei BLAscHEE und RErcaarpr [5]. '

Unter einem metrischen Vektorbiindel E iiber Y)™ verstehen wir ein Vektorbiindel £
iiber Y™, versehen mit einem Skalarprodukt ( , ) in den Fasern. ( , ) ist dabei von
der Klasse C~, d. h., fiir je zwei lokale C~-Schnitte s, ¢: ™ — E ist (g, t) eine C>-
Funktion.
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Batz 1. Es sei E ein metrisches Vektorbiindel iiber Y™ und v eine Zusammenhangsform
auf dem Biindel B(E) der Orthorepers von E. E ses bereits Summe paarweise orthogonaler
Unterrdume :

E=EB@- - -DE-PN (k=0,1,...),
und es sei ein Vektorbiindelmorphismus
Piy: T(P) ® Ex > N*  (E° =R, N° = E)

gegeben. Ist Py, reguldr, d. h., gilt dim Im P,,, = const auf ganz §)™, so spaltet E
weiter auf in

E = E! @---@E"@E““ @Nh-l (1.1)

(E**! = Im Py,,, N*+! orthogonales Komplement), und t© induziert einen kanonischen
Vektorbilndelmorphismus

Ppg: T ® E*+1 — N1, (1.2)
Beweis. Es sei B¥*1(F) das Biindel der angepaBten Repere (beziiglich der Zerlegung

E=FB @ --- DE** @ N und g3, : B¥YE) - B(E) die kanonische Einbettung.
Jedes z € B**1(E) definiert einen Isomorphismus

[2): ®* — p~Y(n(2)) (1.3)

durch (a;) € R —a,b, + -+ + azb,, wobei 2 = {by, ..., b,} ist. Die Zerlegung (1.1)
liefert eine Projektionsabbildung

Pris1: B — Nk, (1.4)

Es sei nun z € B¥*Y(E), X € T,B**Y(E), s ¢ E¥** — E. Wir definieren Py,,: I @ E*+!
— N*+1 durch

Pyyy(n(X) ® 8) = prenle](xf11(X)[=]"2(s)). (1.5)

Man iiberzeugt sich leicht, daB Pj,; wohldefiniert ist. Wir bemerken noch, daB
Pyy3 im allgemeinen nicht regulir ist, q.e.d.

Wir betrachten nun wieder den Fall ¥ = c*(T(E")). Auf P(X") sei t¢ der Levi-Civita-
Zusammenhang. Durch :: B(E) - P(¥") wird auf B(E) eine Zusammenhangsform
T = ¢*1° induziert.

Es sei §: T(Y)) - E die kanonische Einbettung, und P,: T'(Y)) ® R — E sei durch

P(X®r)=r-j(X)

definiert. P, ist regulér, da ¢ eine Immersion ist. Somit spaltet E auf in £ = E' @ N
(B* =Im P, N* = Im P{), und es gibt einen natiirlichen Morphismus P,: 7(Y))
® E! — N!. Gilt nun dim Im P; = const auf §)™, so kénnen wir wieder Satz 1 an-
wenden und erhalten E = E' @ E® @ N? und einen Morphismus P;: T'())) ® E?
— N3 usw.

Definition. Eine Immersion :: )™ — X* heiBt l-stabi! (I =1,2,...), falls das
induzierte Biindel E = * T(E“)) im Sinne des obigen Verfahrens aufspaltet in
E=E @ @E @N,d.h. auf jedem Niveau k, 1 < k < I, jeweils die im Sinne
von Satz 1 induzierten Morphismen P, regulir sind (dim Im Py,, = const auf
")

+ heiBt stabil, falls es ein I € R gibt, so daB ¢ l-stabil ist und E = E* @--- @ E' gilt.
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2. Stabile Immersionen in Riume konstanter Schnittkrimmung

Es sei X"(C) im weiteren immer eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit
von konstanter Schnittkriimmung C. Es sei ¢, #¢ der Levi-Civita-Zusammenhang
bzw. die kanonische Form auf P(X").

Es gelten die Strukturgleichungen

ddc 4+ A =0, (2.1)
dr + 1At =C.9° AP (2.2)
(vgl. [3], S. 100).

Essei¢: )™ — X"(C) eine stabile Immersion und E = E' @--- @ E* die entsprechende
Zerlegung fiir E = *(T'(X)). Es sei B¥¥) das Biindel angepaBter Orthorepers.
Durch

10 y: BXE) “+ B(E) *+ P(%")

werden Formen 74 = (10 x)* ¢, 94 = (1 0 x)* #° auf B¥(E) induziert. Aus formalen
Griinden setzen wir noch d;, = m und

R EARL
19‘ o [0 ] }n—-d. ’
Nach Konstruktion der Zerlegung folgt, daB 7, (in Blockmatrixschreibweise) die
Gestalt :

dy dy dy ... d,

1 —a; 0 ... 0 d,

Xg Tg —0&'3 ... 0 dl’
Ty = 0 X3 ) ) .

{0 R S ) Tk | de

hat. (2.1) und (2.2) liefern, iibertragen auf z,, #,, die Gleichungen

da,= — Ty A &y,
d“2= —O&g ATy — Tg A Kg, (2 3)
dxp = —0p A Tpy — Tp A 045

........... (2.4)
ap Aoy = 0;

dvy, = —u At +oabnay+C-apnad,

dry = —T9 ATy + oh Aag + g Ao,
.................................... | (2.5)
dtpy = — Ty ATy + o Ao + 0py Aoy,

dy = —Tu AT +ka/\tx‘k.
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Satz. Fir die Formen o; A &} und af A x; (8 = 1, ..., k) gilt eine Bianchi-Identitit
D(x;Aal) =0, (2.6)
D(ajAa) =0, (2.7

wobei D dse absolute Differentiation des Zusammenhangs t4 auf BXE) ist.

Beweis. «; A af ist eine tensorielle 2-Form mit Werten im Vektorraum der Matrizen
vom Typ (d;, d;) (do = 1). Diese Form ist vom Typ Ad. Es gilt

D(x; A o) = d(oxy A o) + Ady (i) A g A o} (2.8)
mit

Ady(r) =tiraaal —agnalarg. (2.9)
Aus (2.3) und wegen 7} = —7; folgt nun

D(a; A af)

=dlaiAaf) +TiraiAal— o AalATy

= —T A AN — i ATIg A+ ay AT Ao

+oaaaiari+riAa Al —agAaiAT=0. (2.10)

Den Beweis einer (2.8) ihnlichen Gleichung findet man in [2], S. 146. Damit ist
(2.6) bewiesen. Analog zeigt man, daB (2.7) gilt.

Wir definieren nun Multilinearformen o' auf B*(E) durch
of = Xj O+ 00, X} € T;B*(E),
“‘(Xh swiey Xl) = a‘(xi) O = O ‘xl(xl)

mit Werten in Rd. Die «f sind tensoriell. Aus (2.4) folgt, daB &' synimetrisch in
allen Argumenten ist. Wir erhalten die zu &' korrespondierenden Epimorphismen

(2.11)

P T() > B, (2.12)
die mit den Abbildungen P; (vgl. (1.13)) durch
P‘(Xl Q¢+ O X') = P‘(Xi ® P“I(X, O ++¢ O X‘—l)) (2-13)

zusammenhéngen (P° = 1).
Die Met.nk auf E' induziert durch (2.12) eine posntlv-semldefmlte Bilinearform

(, ) auf & T, den t-ten metrischen Tensor. Es sei S; — O T der Kern von P%. S
ist gerade der singulire Raum von ( , ). -

Der Morphismus
P46 T8, > EY, (2.14)

definiert durch P{ X, o0--- o X,) = P{(X, o-.-0 X)), ist eine Isometrie (Xl o-.--0X;
ist die Restklasse beziiglich der Faktorisierung nach §;). Aus (2.13) folgt

Plo, ® X)=0
fiir alle 8;, € S, und alle X € 7'(9), d. h., es gilt

T(P) 0 8iy < 8. (2.15)
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Wir haben natiirliche Morphismen

Q:T®C TS >0 TIS, (=2 ...k, (2.16)

die durch Vorgabe der S; mit der Eigenschaft (2.15) in kanonischer Weise gegeben
sind. Wir erhalten sie durch

- i-1
Qt®Iiy)=toty,y, ti,€ 0TS,

und setzen auBerdem Q,(X & 8) = s - X.
Die @, sind Epimorphismen, und es gilt

Qina(X: ® QX2 ® Xyo -+ 0 X4y))
= Qin(Xi ® QX ® X0 -+ 0 X1y)). (2.17)
Das folgende Diagramm ist kommutativ
T ®'S TISi, % & T8,
m®P'-‘l lp‘ (2.18)
TQE' ™ F
denn es ist
PoQX;® Xyo-—0X;y) = P(X 0 0X))
= P‘(Xl O oo OX;) = P‘(X‘ ® P‘_I(Xl [ RN OX‘_,))
= P(X;®@ P (X,0--- 0 X,))
= Pi O(id ® P‘—I(X‘ ® Xl QO+ O X‘-l))'
Wir betrachten das durch (2.14) induzierte metrische Vektorbiindel

T @OTIS @ @O TIS - (2.19)

iber Y™ (die o T|8; sind paarweise orthogonal). Es sei B(Y) das Biindel aller Ortho-
repers dieses Vektorbiindels und %: Bi(})) - 9™ das Biindel der (2.19) angepaBten
Orthorepers. (2.16) definiert auf Bi(J)) tensorielle 1-Formen ¢; mit Werten in Rd-
® R4, die durch

[2] - (9(X) [2]7* (9)) = Qi(F(X) ® 5)

eindeutig bestimmt sind, wobei

2 € ByY), X € T.By(Y), 2 € © T/S
und [2]: R" — p(7(z)) wie in (1.3) definiert ist. Es sei
P: B(Y) — BXE)

der durch (2.14) induzierte Isomorphismus. Aus (2.18) folgt, daB P*x, = g, gilt.
Der Einfachheit halber schreiben wir fiir P*«; und P*r; ebenfalls «; bzw. 7;. Auf
By(9) gelten dann die Gleichungen (2.3), (2.4) und (2.5).

Wir haben bisher gezeigt, daB stabile Immersionen gewisse Hauptfaserbiindel indu-
zieren, auf denen ein Zusammenhang und eine kanonische Form definiert werden.

2 Beitrige zur Algebra 10
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Im folgenden Abschnitt werden wir umgekehrt die Frage behandeln, wann zu einem
gegebenen Hauptfaserbiindel mit Zusammenhang und kanonischer Form eine
Immersion existiert derart, daB das induzierte Biindel in kanonischer Weise dem
vorgegebenen Biindel isomorph ist.

Im folgenden verstehen wir unter einem Faserisomorphismus einen Vektorbiindel-
morphismus, der eingeschrinkt auf die Fasern ein Isomorphismus ist.

3. Abstrakte Immersionstheoreme

Theorem 1. Es sei E ein metrisches Vektorbiindel iiber der m-dimensionalen einfach
zusammenhdngenden Mannigfaltigkest Y)™. Ferner sei B(E) das Biindel der Ortho-
repers von E. Auf B(E) seien ein Zusammenhang v und eine kanonische Form & ge-
geben derart, dap (1.1) und (1.2) gelten. Es ses X* eine vollstindige Riemannsche Mannig-
faltigkest von konstanter Schnittkriimmung C (n — Faserdimension von E) und ¢, 9°
der Lewi-Civita-Zusammenhang bzw. die kanonische Form auf P(X"). Dann gibt es
genau etnen Faserisomorphismus

¥: B(E) - P(X")

I

o - &
derart, daf
(a) ¥(z) = 25,
wobes z € B(E), 2¢ € P(X") beliebig vorgegebene Repere sind, und
(b) T = P*re,
(c) O = PHge
gelten.
Beweis. Wir betrachten

B(E)

B(E) x P(%")
P
P(¥)

Wir bezeichnen mit Oy(n) die Zusammenhangskomponente der 1 der orthogonalen
Gruppe O(n).

Die 2-(-’%12 linear unabhéngigen Gleichungen

P10 — p30° =0, pir — pir =0 (3.1)
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definieren eine (m + n(n—-z_ﬂ)-dimensionale Distribution. Wegen

d(pt® — p2o°) = pdd — pidd°
= pi(—7 A 9) + p3(z° A &)
= —pit A py® + piv A pIo°
— Pit A p3d° + piv° A p3o°
= —pit A (p}d — p3d°) — (piv — PIT°) A PIO°
= —pit A (pi® — p3d°) — (P29°) A (P}t — p3t°)
und
d(pit — pi°) = pidr — pidr
=pH—TtAT+C-9AP) + pR(ze At — C .5 A DB
= —piv A piv + PiT A PiT° — piT A PIT° + PITE A PIT°
+ C-pid A pidt — C - p3o° A ptd + C - p3d° A pp¥
— C - p3d° A p3o°
= —piv A (pit — PIT°) + PIT° A (PYT — PIT°)
+C-ptd A (DD — D309 + C- p30° A (p}6 — p3oc)’

ist die Distribution involutiv, und es existiert nach dem Satz von FROBENIUS
(vgl. etwa [2]) genau eine maximale Integralmannigfaltigkeit B durch '

(2, 2°) € B(E) X P(%").
Es sei (z,, 2¢) € B, fiir X € T:,.(B) gilt

19(plo(x)) = 0c(p2‘(X))’ t(plo(X)) = r‘(p,,(X)).
Aus p,,(X) = 0 folgt somit g,,(X) =0, also X =0, d. h., p,|5: B — B(E) ist re-

gulir. Analog gilt, daB p,|5: B — P(X") regulir ist.
Auf B wird durch p?# | B = 0 eine ﬂrt;—l)-dimensionule Distribution definiert.
Wegen

dpt® = —piv A pid

ist sie involutiv. Die Integralmannigfaltigkeiten sind auch Integralmannigfaltigkeiten
der Distribution, die durch

pid =0, pio =0, pir— pirc=0

auf B(E) X P(%") definiert wird. Das sind aber gerade die Orbits der Transformations-
gruppe [Oy(n), B(E) X P(%*)]. Also operiert Oy(n) auf B frei, und B ist Hauptfaser-
biindel iiber B/Oy(n) mit der Strukturgruppe Oy(n). p,: B — B(E) ist eine Faser-
isomorphie; denn ein Orbit von [Oy(n), B] ist ein Orbit von [Oy(n), B(E) X P(Z")],
und p, bildet diese isomorph auf die Orbits von [Oy(r), B(E)] ab.

P, induziert damit eine Abbildung 7,: B|Oy(n) — 9™, die reguliir ist, da p, regulir
ist. Da 9™ als einfach zusammenhingend vorausgesetzt wurde und dim B/Oy(n) = m
gilt, ist &, eine Diffeomorphie und p, eine Biindelisomorphie.

2%
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Analog zeigt man, da
B Iy px7
1 4 +
B|0y(n) 2> %

ein Faserisomorphismus ist. Wir definieren ¥ durch

w.BE) s B 2 P(En)
! ! il (3.2)

P I,y BlOyn) 2 E®

Offensichtlich sind (a), (b) und (¢) erfiillt. Die Eindeutigkeit von ¥ folgt daraus,
daB die Integralmannigfaltigkeit B durch (z, 2°), 7, 7%, &, 9¢ eindeutig bestimmt ist
und daB fiir jede Faserisomorphie B(E) -> P(%X"), die (a), (b) und (c) erfiillt, notwen-
dig (3.2) gilt.

Theorem 2. Es sei iiber der einfach zusammenhiingenden Mannigfaltigkeit )™ ein
metrisches Vektorbiindel E = E* @ --- @ E* zusammen mit Epimorphismen P;: T(9))
® E-1 - Bt (E° = R) gegeben, wobes P, auferdem noch injektiv sei. Ferner sei
By(E) das Biindel der angepaften Orthorepers von E, und mit «; bezeichnen wir die
den Morphismen P; entsprechenden tensoriellen 1-Formen auf Bi(E). Es sei weiterhin
T, + -+ + 1 eine Zusammenhangsform auf By(E) derart, daf die GQleichungen (2.3),
(2.4) und (2.5) erfiillt sind. X* ser wie in Theorem 1 gegeben.

Dann gibt es genau einen Faserisomorphismus

¥: B(E) — P(%")
?)m Ay xn
derart, dap folgende Bedingungen gelten :
() ¥(2) =2¢ mit z¢€ B(E), z¢ € P(X");
(b) ¢ tst stabil, und die kanonische Reduktion ist gerade Bi(E);
(c) die durch « induzierten Projektionsoperatoren sind gerade die vorgegebenen Formen « .

Beweis. Es sei d; die Faserdimension von E;. Durch

7, —ab 0 ... 07 =
Xg Ta" . :
e 0 ol ol
e s s 0
..._az .
S 0

0 ... 0 o ™| L ~

werden auf B,(E) 1-Formen mit Werten in o(n) bzw. R* definiert. Dabei ist die zweite
Form tensoriell und vom Typ

0(dy) X -+ Xo(ds) = o(n) <> gl(R") (d) = m).
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Die erste Form hat das Transformationsverhalten
I3 = Ad(g), g€ o(d) X - X o(dy). (3.3)

Auf B(E) existiert genau eine Zusammenhangsform t mit

1 —'CX; 0 0
az 72 * :
0 0
XiT = (3.4)
)
_0 0 (.x,, .‘!}

wobei y,: By(E) — B(E) die kanonische Einbettung ist, und genau eine kanonische
Form ¢ mit

[l

* —
XV = 0 . (3'5)

Die Existenz und Eindeutigkeit der Formen r und # ist leicht einzusehen, denn 7
und & sind wegen (3.4) und (3.5) zunéchst auf Im ye = T(I_?(E’)) definiert. Die Be-
dingungen (V) =V und #(V) = 0 (V vertikaler Vektor; V € o(n)) determinieren
7 und # auf 7'(Im y;). Durch

I3t = Ad(g)oz, 39 =g-9, ge€O0m),
werden 7 und & auf ganz B(E) fortgesetzt.
7 und & besitzen die angegebenen Eigenschaften. Sie erfiillen auBerdem die Vor-
aussetzungen von Theorem 1, denn aus (2.3) bis (2.5) folgen (1.1) und (1.2). Nach
Theorem 1 gibt es genau einen Faserisomorphismus

¥: B(E) — P(X")
mit ¥(z) = 2°, ¥*1° = v und ¥*# = 9. Die Eigenschaften (a), (b) und (c) von
Theorem 2 folgen hieraus unmittelbar.

Es bleibt noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Es sei @: B(E) — P(X*) ein weiterer
Faserisomorphismus, der (a), (b), (¢) von Theorem 2 erfiillt. Aus (b) und (c) folgt

1P =| of
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und somit ¥*#¢ = P*9°. Wir zeigen, daB ¥*r° = P*1° gilt; dann folgt aus Theorem 1
® = ¥. Da 7 durch die Formen «; und v, auf B,(E) eindeutig bestimmt ist, geniigt
es zu zeigen, daB die 7; durch die Gleichungen (2.3) bis (2.5) und die «; eindeutig be-
stimmt sind.

Wir betrachten die symmetrischen Formen &' auf By(E) (vgl. (2.11)). Mit ; bezeichnen
wir das Skalarprodukt in R#%. Wir setzen noch aus formalen Griinden 7, = 0, dann
gilt fiir X, Y, Z € T(B,,(E))

al(Yy, .o Y)) s 1(Z) 44X, ..., X))

=al(Yy, ..., ¥); 1(2) (X)) - &YXy, ..., X))

= al(Yy, ..., ¥2); [1u(Xy) ai(Z) — Bu(Xy, Z)] &M X, -, X)) (3.6)
(wobei ; = da; + o; A 71—, gesetzt wird). Setzen wir noch

¥y oo Yy, Xy, ..., Xy, Z)

=al(Yy, ..., Y)); B Xy, Z2) &YXy, ..., X)), (3.7)
8o ergibt sich aus (3.6)

—ol(Xgy ooy X1y Z) 5 1i(Xy) 6 Yy ooy X)) — pi(Yyy oo, Y, Xy ..oy X, 2).
Wenden wir diese Gleichung (2! + 1)-mal an, so erhalten wir

oYy, oo, Y1) 20(2) &M Xy, ..., Xp) = O Yy, ..., Y1, Xy, .., X0, Z),  (3.8)
wobei

U](Yl, ey Y‘, Xl’ ceny X’, Z) = —‘}’1(Y1, ey }',, Xl’ ey X,, Z)

!
+Z,; }'l(xhh ey Xb Z, Yl: (X3 Yb seey X()
i=

1
_‘Z;y’(yi‘*l! sisiay Yl! Xh coey Xb Z, Yl) ceny Y‘) (3.9)

ist. U; hdngt nur von «y, ..., x; und 7,., ab. &' ist surjektiv und r; damit durch
&1y ++ey &gy T1-y eindeutig bestimmt. Durch Induktion erhilt man die Eindeutigkeit
der Formen t,, ..., 7;, und Theorem 2 ist bewiesen.

4. Ein Fortsetzungssatz

In Kapitel 2 haben wir gesehen, daB jede stabile Immersion ¢: 9™ — X* eine Sequenz
von metrischen Tensoren ( , ); auf o T induziert (¢ =1, ..., k). Wir haben dann mit

T (—Bg TIS; @--- @5 T|S: ein metrisches Vektorraumbiindel iiber §)™ erhalten
und, da die S; (der singulire Raum von ( , );) die Eigenschaft (2.15) hatten, natiir-
liche Morphismen Q; (2.16) definiert. Auf dem Biindel Bi(¥)) erhielten wir die zu
Q; korrespondierenden 1-Formen «;, die (2.4) wegen (2.17) erfiillten. Der durch
(2.14) induzierte Isomorphismus

P: B\(Y)) — Bu(E)

sicherte die Existenz eines Zusammenhanges 1, +--- + 7; auf B(%)), der (2.3) und
(2.5) erfiillt. Im Beweis von Theorem 2 haben wir gezeigt, daB aus (2.3) und (2.4)
die Eindeutigkeit der t; bei Vorgabe der «; folgt.
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Wir untersuchen nun die Frage, welche Bedingungen eine Sequenz von metrischen
Tensoren {( , );}f erfiillen muB, damit eine Zusammenhangsform 7, + .- 4 7, auf
B(9)) existiert, die (2.3) erfiillt.

Definition. Wir nennen eine Sequenz {( , );}¥ von metrischen Tensoren zuldssig,
wenn

(a) dim S; = const auf Y™ ist,
b)yToS; <8y (8=2,...,k — 1) und 8, = 0 gilt,

(c) es auf By(Y)) eine Zusammenhangsform 7, + .-+ 4 7 gibt, die (2.3) erfiillt.

Satz 1. Es sei eine zuliissige Sequenz (( , )}~ von metrischen Tensoren gegeben, und
(» i set ein metrischer Tensor, fiir den dim S; konstant und T o S;_, = 8, gilt. Wir
setzen noch voraus, daf «} A «; eine Bianchi-Identitit erfillt, d. h., es soll

Djro) =0
gelten. Dann folgt
(&) U((Yl, esey Y,, Xl! TS X,, Z) + U((X’, oy Xlr Y,, ooy Yl, Z) = 0;
(b) U, ist symmetrisch in Y und ebenfalls in X;;
(c) U, ist tensoriell in Y ; und X;, wobei U, wie in (3.9) definiert ist.

Den Beweis dieses Satzes findet man in [9].

l . \»
Wir definieren zu festem Z € T, B;(%)) eine 0-Form auf §)™ mit Werten in (® TR ® T)
durch

l—]l(z)(tl ® te ® tl ® 8 ® e ® 81) = Ul(Yb seey Yb Xh ceey Xh Z),
dabei ist

Z,Y;, Xy € ToBi(D), w € Bi(Y),

oY) =t, X)) =28, t,scTP™), Y =a(w).
U, ist linear in Z. U, definiert durch Einschrinkung eine Form W; mit Werten in

L]

(S, & o T) . U, ist tensoriell in Z. Denn ist Z = V vertikal, dann ist

U(Yy..o Y, Xy, .., X4, V)

= —ol Yy, ..., Y3); Bu( Xy, V) &YXy, ..., X))

- “,(Xh ceey XI) ’ ﬁl(Vs Y)) “’_I(Yh ceey Yl—l)

= 206/(Yy, ..., ¥)); V- al(Xy, ..., X)), (4.1)
und wegen P!(S;) = 0 folgt die Behauptung.
Wir kénnen somit jedem metrischen Tensor ( , ), der die Voraussetzungen von Satz 1

erfiillt, eine 1-Form W; auf §)™ mit Werten in (S, ® 5 T). zuordnen.

Satz 2 (Fortsetzungssatz). Gegeben sei eine zuldssige Sequenz {( , )}~ von metri-
schen Tensoren, und ( , ), sev ein metrischer Tensor mit

(a) dim S, konstant auf Y™, To 8y, = 8, -
(b) D(ef A o) =0,
(c) W' =0.

Dann ist {( , )}, auch eine zulissige Sequenz von metrischen Tensoren.
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Beweis. Wir haben zu zeigen, daB eine Zusammenhangsform 7, + --- + 7; auf
B,(9) existiert, die (2.3) erfiillt.
Wir definieren eine 1-Form 7; auf B,(%)) mit Werten in o(d;) durch

Yy, o0, Yi) i 1i(2) 61Xy, o0y X))
1
= -2— U](Yl, voey Y,, Xl, ey X;, Z). (42)

7; ist wegen (c) und da &' surjektiv ist, wohldefiniert. Aus der Eigenschaft (a) von
Satz 1 folgt, daB r; Werte in o(d;) hat. Aus der Definitionsgleichung (4.2) ersieht man,
daB v; vom Typ Ad,; ist. Wegen (4.1) gilt

(V) =TV! (V vertikal).

7, + -+ + 7., + 7; ist somit eine Zusammenhangsform auf By(9)). (Wir haben hier
wie schon an friiherer Stelle die Formen p}r,, ..., pfti_;, wobei p;: By(Y)) — B;_,())
die kanonische Projektion ist, ebenfalls mit ,, ..., 7;_, bezeichnet.)

Es bleibt noch zu zeigen, daf}

da|+a‘AT‘_l+T[Aag;——-0

gilt. Wegen Uy(Yy, ..., Y, Z, Xy, .., X;, X)) = —Ui(Xgy .., X0, Z, Yy, ..., Y1, X))
gilt

a‘(Y,, ceny Y‘) ’ (dcx, + ®p A T‘) (le Z) a"l(X,, coey XI)

1 L .
= ‘)I,(Y), ey Z) + E[——‘y‘(yl, ooy Z) + '2‘1 VI(XM’ ey X(,Z, Yl,..., Y', X],...,Xi)
i
= .2; )l,(YHl, ey Y', Xl’ “eey X,, Z, Y‘, “eay Y‘)]
1 -
+ 7 [——y,(X,, e X1, 2, Yy, .., Y, X))
{
+...4Y;yl(yl+1’ »eoy Yh Xl) seey Xh Z: Yl’ cony Yi)

{
= 2 Eiwss s X 2, Yy ooy ¥ Koy o X
=

- ‘y,(Y‘, ey Y,, X], ooy X', Z)] = 0.
Da &1, &' surjektiv sind, ist der Satz bewiesen.

Theorem 3. Es ses Y™ eine m-dimensionale einfach zusammenhingende Mannig-
faltigkeit. Es seien positiv semidefinite symmetrische Bilinearformen( , ,; (s =1, ..., k)
auf den Biindeln & T mit folgenden Eigenschaften gegeben:

(a) dim 8; konstant auf Y™; 8, =0; T o 8; = Sy

(b) auf By(Y)) gelten sukzessiv die verallgemesnerten Gaupschen Gleichungen (2.5);

(c) fiir die (S, ® 5 T). -wertigen 1-Formen W, gilt sukzessiv W; = 0.
Wir setzen n = 2 d; (d; Rang ( , );), und es ses X" eine vollstindige Riemannsche
Manmgfaltwkett von konstanter Schnittkrimmung C.
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Dann gibt es genau einen Faserisomorphismus

¥: B(J) — P(X")
! !
™ = B
derart, daf
(a) W(z) = z¢ ist, wobei z € B(Y)), z¢ € P(X"*) zwes beliebtg vorgegebene Repere sind,

(b) ¢: Y™ — X" stabil ist und die durch « induzierten i-ten metrischen Tensoren gerade
die vorgegebenen Tensoren ( , ); sind.

Insbesondere folgt, daf fiir verschiedene Paare (z,, z5), (2q, 25) die Immersionen t, 1,
kongruent sind.

Beweis. Aus der Voraussetzung (b)
dr, = —trri+ ol Ay + xiaad
folgt nach einer kurzen Rechnung
d(ofy A &inr) = (0,1 A i) ATy — Ti A (g A Bay) -

Aus Kap. 4, Satz 2, und den Voraussetzungen (a) und (c) folgt mit dieser Gleichung
durch Induktion, daB {( , )}¥ eine zulissige Sequenz ist. Fiir die Formen «; und 7; auf
B,(9)) sind damit die Voraussetzungen von Theorem 2 (Kap. 3) erfiillt, und es existiert
ein Faserisomorphismus

¥: B()) — P(X")

! |

st RS xn

mit ¥(z) = z°, und B.(})) ist die kanonische Reduktion von (B(*})), Y*(19), 9"'(19‘)).
Da die «; gerade die Projektionsoperatoren sind, folgt, daB die durch ¢ induzierten
i-ten metrischen Tensoren gerade die ( , ); sind. Die Formen «; auf B;(})) sind durch
{( , )i}¥ eindeutig determiniert, und die Eindeutigkeit von ¥ folgt aus Theorem 2
(Kap. 3).

Es seien ¢,, ¢, die zu den Paaren (z,, z§), (2, 2§) gehérigen Immersionen. Wir wéihlen ein
Element g aus der Isometriegruppe von %" so, daB 2§ = g - ¥(z;) ist. Die Immersion
g - 7, induziert die gleichen ¢-ten metrischen Tensoren wie ¥;. Somit gilt ¥, = g - ¥,
und das Theorem ist bewiesen.
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