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Biischel in idquiaffinen Riumen

SiecrriED KLOTH

Fiir die dquiaffinen Raume, die etwa durch die Hilbertschen Inzidenzaxiome ein-
schlieBlich des Parallelenaxioms in seiner schirferen Fassung (vgl. [3]), das Fano-
Axiom und den affinen Satz von Pappos-PascaL charakterisiert sind, wurde in [4] eine
gruppentheoretische Charakterisierung durchgefiihrt. Man geht dabei von einer er-
zeugten Gruppe [@, &S] aus, wobei & ein aus involutorischen Elementen bestehendes
invariantes Erzeugendensystem der Gruppe @& ist. Als Standardmodell dient fiir &
die Menge der Spiegelungen an Ebenen in der Richtung von Geraden und fiir @ die
Gruppe der #dquiaffinen Abbildungen des Raumes. Mit Hilfe einiger zusitzlicher
Axiome fiir [, ©] kann man die oben genannten Axiome fiir Punkte, Geraden, Ebe-
nen und die Inzidenz und Parallelitét herleiten, wobei diese Begriffe bzw. Relationen
gruppentheoretisch eingefiihrt werden.

Ziel unserer Untersuchungen ist es, Teilmengen M von & so zu bestimmen, da8 in ihnen
der allgemeine Satz von den drei Spiegelungen gilt, d. h., da

“pyeEM=>afye M
gilt (vgl. [10]). Beziiglich der verwendeten Begriffe, Relationen und Bezeichnungen
halten wir uns an [4].
Analog zu [9] betrachten wir fiir beliebige Elemente a ¢ & die Mengen M(a) = {&:
¢ € 8, at € ©) sowie die von ihnen erzeugten Untergruppen 1l(a) in &. Nach [9]
gilt
(1) Satz. Es gilt M(a) & 9 genau dann, wenn es Erzeugende x, § mit a = xf gibt.
Zusatz. Es gilt stets «, 8 ¢ M(«f).
Folgerung. Es gilt fiir a = «p stets M(a) = M(a™?). '
(2) Definition. M(a) heiBt Biischel von Erzeugenden, und wir bezeichnen M(a) mit
B(a) genau dann, wenn
a) M(a) + 0,
b) ¢, 7, & € M(a) = Ln? € M(a)
gelten.
Nach [9] gelten die folgenden Satze:
(3) Satz. In N(a) it b(a) = {xf: «, B € B(a)} kommutativer Normalteiler.
(4) Satz. Gilt xf € B(a), B(b) und ist M(xp) ein Biischel, dann gilt B(a) = B(xf)
= B(b). '
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Von groem Interesse ist nun die Frage, welche M («f) Biischel darstellen, d. h., welche
Produkte xf8 Biischel erzeugen. Dabei sind die bereits in [4] erfolgreich verwendeten
erzeugten Gruppen [@(e), ©(e)] sehr niitzlich. S(¢) ist die folgende Teilmenge von &:
Sle) = {x: 6B, & | £].

B (e) ist die von S(e) erzeugte Gruppe.

(6) Satz. Es sei D die folgende Abbildung: Jeder Erzeugenden « € S(¢) ordnen wir die
Schrigspiegelung an der Geraden (x)n (¢) tn der Richtung der Geraden h — (¢) zu,
wobes b in der Richtung [«] der Ebenenspiegelung « liegt. Dann ist @ ein I1somorphismus
von [@(e), S(e)] auf die von der Menge I', der Spiegelungen an Geraden in (&) sn Richtung
von Geraden in (¢) erzeugten Gruppe [G,, I',). Insbesondere bleibt die Relation | erhalten,
d. h., fiir beliebige x, p € S(e) mit « | B gilt D(x) | P(P).

Folgerung. Die Gruppen [@(e), ©(c)] sind isomorph zu Abbildungsgruppen dqui-
affsner Ebenen.

Beweis. Offenbar gibt es zu jedem « € &(e) genau ein Bild in I',. Die Abbildung @ ist
auch umkehrbar, da zu einer Schriigspiegelung &} € I', genau eine Ebenenspiegelung
o mit der Spiegelungsebene (x) durch g || (x) und (x) € [¢] sowie & € [«], also « | ¢,
existiert. Offenbar ist #(x) die auf (¢) eingeschrinkte Abbildung /). Damit gilt fiir
a=0u;--a,und b = B, --- B, noch

P(ab) = Py ++* xnfy *++ fm) = P(ovy) +++ D(xa) B(By) -+ D(B)
= D(x; -+ &) P(By -+ fn) = P(a) P(D).

SchlieBlich folgt fiir &, f € €(¢) mit & = &f,), B = ©{;) und deren Bilder P(x) = S},
?(f) = &} aus « | § noch r || (B), (¢) und 3 || (), (), d. h. 7 || (B) n (¢) = ¢ und 3| (x)
n (¢) = g sowie r || A und ¢ || j, woraus wir &} | &%, also P(«) | B(B) erhalten.

Zum Beweis der Folgerung bemerken wir, daB die Gruppe [G,, I".] Abbildungsgruppe
der dquiaffinen Ebene mit dem Triiger (¢) ist. |}

Nach (10.23) in [4] sind die Gruppen [@(e), S(e)] Abbildungsgruppen #dquiaffiner
Ebenen. Die dquiaffinen Ebenen wurden von KroTtzek in [8] gruppentheoretisch
charakterisiert. Wir kénnen also simtliche Ergebnisse, die in [8] und auch in [9]
fiir die Abbildungsgruppen [G, I'] iquiaffiner Ebenen erzielt wurden, fiir die Gruppen
[®(c), ©(e)] verwenden.

Nach (5) werden wir uns fiir solche Mengen M(xf) interessieren, fiir die es zu «, 8
ein & mit «, B | ¢ gibt, und fiir solche, fiir die es zu «, f kein & mit «, 8 | & gibt. Wir be-
trachten zunichst solche M(xf) mit «, f € S(¢) und stiitzen uns auf die Ergebnisse
von [9].

(8) Definition. Es sei B(a) ein Biischel von @(¢). Die Ebene (¢) und die zu ihr
parallelen Ebenen sind Fixebenen von a. Diese schlieBen wir bei unseren folgenden
Betrachtungen aus. Wir fiihren mit  als Anzahl der Geraden, die punktweise fest
bleiben, und ¢ als Anzahl der Fixebenen von a, die nicht zu (¢) parallel sind, folgende
Bezeichnungen ein (vgl. [9]):

P q Bezeichnung des Biischels

1 0 elliptisches Biischel

1 1 parabolisches Bischel 1. Art

1 2 Ayperbolisches Biischel

0 0 parabolisches Biischel 2. Art
) =3 parabolisches Biischel 3. Art
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(7) Satz. Die obige Definition stellt eine erschipfende Klassifikation der Biischel von
®(¢) dar.

Beweis. Der Satz folgt nach (5) unmittelbar aus (1.14) in [9]. 8
Wir untersuchen nun den Fall, daB es zu a, 8 kein ¢ mit «, 8 | & gibt.

(8) Hilfssatz. Zu «, B gibt es genau dann kein & mit x, B | &, wenn (x) niché parallel
zu (B) ist, [x] 3 [B] gtlt und eine Ebene (3) mit (x) n (B) = (&) existiert, die Geraden aus
[x] und aus [B] enthilt.

Zusatz. a) «f induziert in (#) eine Scherung.

b) af induziert in jeder Ebene (#') || (#) mit (8') % (#) ein Produkt von zwei Schriig-
spiegelungen an Geraden, das ein parabolisches Biischel 2. Art im Sinne von [9] er-
zeugt.

Beweis. 1. Zu «, B gebe es kein £ mit &, # | . Dann kann weder (x) || (8) noch [«] = [8]
gelten, da man in beiden Fillen eine gemeinsame Konjugierte von «, # angeben kann.
Fiir eine gemeinsame Konjugierte ¢ von «, 8 miiiten einerseits Geraden von [«], []
in () liegen, andererseits folgte aus «, 8| & noch («)n (8) € [e]. Wegen [x] == [B]
ist (¢) bis auf Parallelitit eindeutig bestimmt. Es gehe (¢) durch einen Punkt von
() n (B). Dann kann (x) n (8) ¢ [¢] nur bei («) n (B) = (e) fiir ein (¢), das Geraden aus
[«], [B] enthilt, erfiillt sein.

2. Es gelte weder () = (8) noch [x] = [#]. Ferner gebe es eine Ebene (&), die Geraden
aus [«], [A] enthilt. Fiir eine gemeinsame Konjugierte ¢ von «, f miiBte (8) = (e)
gelten. Auflerdem miiBte (¢) Geraden von [«] und [B] enthalten. Beide Bedingungen
fithren zum Widerspruch.

Zum Beweis des Zusatzes bemerken wir, daB «, 8 in (#) Geradenspiegelungen mit ge-
meinsamer Achse und verschiedenen Spiegelungsrichtungen induzieren, «f also
Scherung ist. In jeder Ebene (¢') mit (¢') || (#) + (9') induzieren «, § Geradenspiege-
lungen mit punktfremden Achsen und verschiedenen Spiegelungsrichtungen, «f
erzeugt also in (#') ein parabolisches Biischel 2. Art (vgl. (1.9) in [9]). §

(9) Satz. Es seien «,f Erzeugende mit x,f | e fiir ketn ¢ und (9) eine Ebene mit
(x) n (B) = (), die Qeraden von [x] und [B] enthilt. Ferner ses ein Koordinatensystem
80 gewdhlt, daf die x,y-Ebene mit der Ebene (8), die x,2-Ebene mit der Ebene (x) zu-
sammenfdllt und beziiglich des Koordinatenkirpers K

ax:x—>x,y—>y =—y

gtlt sowie eine Erzeugende & Spiegelung an der Ebene mit der Qleichung vy + wz = 0
(v == 0) tn der Richtung von (—v', u’, 0, 0) tst. Dann bestimmi xf eindeutig eine bilineare
Form mit k == O derart, dap

apE € © & wu’ + kov' =0
gilt.

Zusatz. Ist § Spiegelung an der Ebene mit der Gleichung —y + bz = 0 in der Rich-
tung von (1, 8, 0, 0), dann gilt k¥ = —bs. ~

Folgerung. Ist y Spiegelung an der Ebene mit der Qleichung —y + cz = 0 in der
Richtung von (1,t,0,0) mit —ct = k, dann gilt M(xf) = M(xy); unter den Voraus-
selzungen y, 8 € M(xf) und y == 8 gilt sogar M(xf) = M(yd). Die zu (#) parallelen
Ebenen sind die einzigen Fixebenen. M (o) ist Biischel.
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Beweis. Nach den Voraussetzungen iiber das Koordinatensystem liegt die z-Achse
in der Ebene (x). Wir untersuchen die von «, §, £ in der zur Ebene (#) parallelen
Ebene (#') mit der Gleichung z = 2, (2, = 0) induzierten Geradenspiegelungen. In
(#') withlen wir als Z-Achse die Gerade (x) n (9’) und als 7-Achse eine Parallele zur y-
Achse. Die von f in (#') induzierte Abbildung ist dann die Spiegelung an der Geraden
mit der Gleichung —% + bz, = 0 in der Richtung der Geraden mit der Gleichung
8% —— § = 0. Die von ¢ in (#’) induzierte Abbildung ist Spiegelung an der Geraden
mit der Gleichung vj + wz = 0 in Richtung der Geraden mit der Gleichung u'Z
+ v'j = 0. Nach (1.9) in [9] muB fiir ¥, v" die Beziehung

wzgu' + k' =0 mit k= —bzs

erfiillt sein, falls das Produkt der von «, g, ¢ in (#’) induzierten Geradenspiegelungen
wieder eine Geradenspiegelung von (#') sein soll. Durch Einsetzen von % erhalten
wir

wzgu' — bzeswv' =0,
woraus wegen 2, == 0 noch
wu' — bsw' =0

folgt. Die Spiegelungsrichtung von & ist also von 2z, und damit von der speziellen
Wahl der Parallelebene (#’) zu (#) unabhingig.

In der Ebene (#) werden durch «, 8, &£ Geradenspiegelungen mit gleicher Achse indu-
ziert, solche Produkte von drei Schriigspiegelungen an Geraden sind nach (7.3) in [8]
stets Geradenspiegelungen. Die weiteren Behauptungen folgen aus (1.9) in [9]. §

(10) Satz. Es seien x, Erzeugende mit «, B | ¢ fiir kein & und (9) die Ebene durch
(x) n (B), die Geraden von [x] und [B] enthilt. Dann gibt es keine Erzeugende & mit
(&) = (P) derart, daf xpt eine Erzeugende ist.

Beweis. Angenommen, es gibt ein £ € € derart, daB «f¢ = { € & gilt. Dann ist (9)
bei «p¢ eine Fixebene, also auch bei {.

Fall 1: (#) = (). Dann bleibt () bei { punktweise fest. Das ist jedoch bei «fé nicht
der Fall im Widerspruch zu «f¢ = ¢.

Fall 2: (9) enthilt ein Element von [£]. Dann gilt nicht (3) || (¢). Ferner gilt (x) n (8)
< (0). Aus «fE = { folgt {xp = &. Lap ist aber Element des Biischels nach (9) und (1).
Nach (9) ist aber {xf wegen ({), (x), (8) 4 (#) keine Spiegelung an einer Ebene, die
parallel zu (9) ist. §

(11) Bemerkung. Fiir die in (9) untersuchten Biischel M(«xf), die von Erzeugenden
&, f bestimmt werden, zu denen es keine gemeinsame Konjugierte ¢ gibt, spielen die
Ebenen (#) und deren Parallelen eine dhnliche Rolle wie die Ebenen (&) und deren
Parallelebenen (¢') fiir die Biischel aus @(¢). Sie sind Fixebenen von &8, und in ihnen
werden durch die Biischel von Ebenenspiegelungen Biischel von Geradenspiegelungen
induziert. Sie sind demnach ebenso ,,ebene Biischel* wie die Biischel aus @(¢) in dem
Sinne, daB sie sich auf die Biischel in dquiaffinen Ebenen zuriickfiihren lassen.

(12) Hauptsatz. M(«p) st fir beliebige Erzeugende x, f € © genau dann ein Biischel,
wenn «f weder Geradenspiegelung noch Scherung sst.

Beweis. Der Satz ist eine Folge von (8) und (9). §
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(13) Definition. Es sei B(a) = B(xf) ein Biischel. Weiter sei p die Anzahl der
punktweise fest bleibenden Geraden und ¢ die Anzahl der Fixebenen (¢) derart, da
es kein (¢') mit (¢) = (¢’) und ¢’ | «, B gibt. Mit p und q fiihren wir folgende Bezeich-
nungen ein:

P q Bezeichnung von B(a)

1 0 elliptisches Biischel

1 1 parabolisches Biischel 1. Art
1 2 hyperbolisches Biischel

1 =3 parabolisches Biischel 4. Art
0 0 parabolisches Biischel 2. Art
0 =3 parabolisches Biischel 3. Art

(14) Satz. Die obige Definition stellt eine erschopfende Klassifikation der Biischel
dar.

Beweis. Der Satz folgt aus (7), (8) und (9). il
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