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Konstruktion aller Automorphismen der Ordnung 2 einer endlichen
elementaren abelschen Gruppe

Kraus LaTT

Einleitung

Es sei A eine beliebige endliche abelsche Gruppe. Ein Automorphismus ¢ der Ord-
nung 2 von A ist dann dadurch gekennzeichnet, daB fiir ihn o{o(a)) = a fiir alle
a € A gilt. Ziel der Arbeit ist es, fiir den Spezialfall einer endlichen elementaren
abelschen Gruppe @ konstruktive Verfahren zur Gewinnung aller Automorphismen
der Ordnung 2 aufzustellen und ihre Anzahl zu bestimmen.
Eine endliche elementare abelsche Gruppe @ ist eine endliche abelsche p-Gruppe vom
Typus (p, p, ..., p), wobei p eine Primzahl bedeutet (siche auch [4], S. 105). Hat @
den Rang n [= Anzahl der Elemente einer Basis von @ = Anzahl der p’s in der
Typusbezeichnung (p, p, ..., p) von @, wobei stets n = 1, also @ immer als = (0}
angenommen wird] und ist o ein Automorphismus der Ordnung 2 von @, so gilt fiir
eine feste Basis q, ..., @, von G

o(a,) %y eee Kpg a,

\o(a,) Cpy oo Ky a,

wobei die «;; nichtnegative ganze Zahlen mod p darstellen und fiir die (n-reihige)
Matrix %, = (x;;) der «;; die Kongruenz

N2 =CEmodp (€, Einheitsmatrix) (2)

gilt. Ein Automorphismus ¢ der Ordnung von @ bestimmt also durch (1) eindeutig
eine Matrix %, deren Elemente «; mod p reduzierte nichtnegative ganze Zahlen
sind und von der (2) erfiillt wird. Geniigt umgekehrt eine Matrix 9, deren Elemente
«y mod p reduzierte nichtnegative ganze Zahlen sind, der Bedingung (2), so wird
eindeutig durch (1) ein Automorphismus o der Ordnung 2 von @ festgelegt.

Lassen sich also alle Automorphismen ¢ der Ordnung 2 einer endlichen elementaren
abelschen Gruppe @ vom Rang » fiir die Primzahl p konstruieren, so erhilt man damit
auch alle Losungen der Matrizenkongruenz

X2 =G, mod p. (3)

Entsprechend liefert eine Formel fiir die Anzahl Aut, (G, p) aller Automorphismen o
der Ordnung 2 einer endlichen elementaren abelschen Gruppe @ vom Rang 7 und fiir
die Primzahl p dann natiirlich auch die Anzahl aller Losungen von (3).

Die bei den folgenden Ausfiihrungen angewendeten Methoden sind durchweg von

elementarem Charakter und erfordern eine gesonderte Behandlung der Fille p =+ 2
und p = 2.
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§ 1. Charakterisierung der Automorphismen der Ordnung 2
von G im Fall p 5= 2

Es sei jetzt @ eine endliche elementare abelsche Gruppe vom Rang n = 1 fiir die
Primzahl p = 2. Ferner sei ¢ ein Automorphismus der Ordnung 2 von G. Durch ¢
lassen sich jetzt zwei Mengen von Elementen aus G definieren.

Definition 1. U, sei die Menge aller a € @ mit o(a) = a.
U, ist nicht leer, da sicher 0 € U, ist.
Definition 2. U} sei die Menge aller b € G mit b 4 o(b) = 0.

Auch U/ ist nicht leer, da sicher 0 € U/ ist.
Es gelten nun die folgenden beiden Sitze.

Satz 1. Ist o ein Automorphismus der Ordnung 2 von @, so sind U, und U, Unter-
gruppen von G.

Beweis. Fiir U, gilt 0 € U,, weil 6(0) = 0 ist. Ist @ &= 0 und a € U,, so ist auch
—a € U,, weil o(—a) = —a(a) = --a ist. Ist a € U, und b€ U,, so ist o(a + b)
= o(a) + a(b) = a + b, also ist auch a + b € U,. Fiir U, gilt 0 ¢ U,, weil 0 + 5(0)
=04 0=0ist. Ist e =0 und a € U,, so ist auch —a € U, wegen (—a) + o(—a)
= —(a 4 o(a)) = 0. Ist a € U, und b € U,, so ist

(@ +b) + ola + b) = (a + o(a)) + (b + (b)) =0 + 0 =0,
also ist auch a + b € U,.

Satz 2. Ist ¢ esn Automorphismus der Ordnung 2 von @, so ist G die direkte Summe der
beiden Untergruppen U, und U, von @, d. k., es ist G = U, | U..

Beweis. Zunichst ist U, n U, = (0}: Essei U, n U, = Dund d € D. Wegend € U,
folgt o(d) = d, und wegen d € U, folgt d + o(d) = 0. Also gilt d + o(d) =d + d
= 2d = 0. Da wegen p = 2 die Gruppe @ und damit erst recht die Untergruppe U,
von @ kein Element der Ordnung 2 enthilt, ist also d = 0. Weiter ist @ = U,-+ U.:
Dazu geniigt es zu zeigen, daB jedes Element g € G in der Form g = u + »' mit
# € U, und u’' € U/ darstellbar ist. Das ist aber sicher der Fall, wenn in jeder Klasse
K ¢ Q|U, wenigstens ein Element u € U, liegt. Denn ist g € @ beliebig, so kommt g
in irgendeiner Klasse K € G/U. vor. Da es dann aber in K auch ein Element u ¢ U,
gibt, existiert dazu sicher ein u’' € U, so da g = u + «' ist. Es sei also K eine be-
liebige Klasse aus G/U, und ¢ € K. Sicher gilt allgemein a(c) = ¢ + g mit passendem
g € G. Dann ist aber ¢ = o{o(c)) = a(c) + alg) = ¢ + g + a(g), also g + o(g) =0,
d. h., esist g € U,. Also liegen ¢ und o(c) fiir jedes ¢ € @ in derselben Klasse K € G/U..
Wegen p = 2 ist die Ordnung o(@) von G ungerade. [Mit o(...) werde immer die
Ordnung von (...) bezeichnet.] Die Anzahl der Elemente von U, und damit die Anzahl
der Elemente einer jeden Klasse K € G/U, ist daher gleichfalls ungerade. Da nun

' o'(a(c)) = ¢ ist, muB es also mindestens ein Element % aus K geben, fiir das o(u) = u
gilt, das also aus U, stammt. Mithin ist G = U, 4+ U,. Aus G = U, + U, folgt
zusammen mit U, n U, = {0}, daB @ die direkte Summe @G = U, } U, der Unter-
gruppen U, und U, ist.

Bemerkung 1. Der identische Automorphismus ¢ = ¢ von @ kann auch als Auto-
morphismus der Ordnung 2 von @ aufgefaBt werden. Die zugehorige Matrix 9, ist
in diesem Fall die Einheitsmatrix €,. ¢ entspricht dann offenbar die direkte Summe
=G + {0}.
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Durch z(a;) = —a; = (p — 1) a; (ay, ..., a, Basis von @) wird ein Automorphismus
der Ordnung 2 von @ definiert. Die zugehérige Matrix ¥, besitzt nimlich die Form
p—1...0 .
9[. = E . . E ’ (4)
0...p—1

und wegen (p — 1)2= p? — 2p + 1= 1mod p gilt sicherlich %,? = €, mod p.
7 entspricht dann offenbar die direkte Summe G = {0} - G.

Umgekehrt gilt aber auch der folgende Satz.

Satz 3. Ist @ = U | U’ direkte Summe der Untergruppen U und U’ von G, so lipt
sich ein Automorphismus o der Ordnung 2 von G auf folgende Weise definieren: Ist
0lcUc@, ay,..., a; eine beliebige Basis von U, by, ..., b, eine beliebige Basis
von U’, s0 sei o(a;) =ay, 1 =1,...,k, und o(b;) = —by, j=1,...,m. Ist U = (0},
also U’ = G, s0 sei a(b;) = —by, j = 1, ..., n, fiir eine beltebige Basis von Q. Ist U = @,
also U’ = {0}, so sei o(a;) = ay, t = 1, ..., n, fiir eine beliebige Basis von G.

Beweis. Offenbar bilden im Fall (0} = U < @ die Elemente a,, ..., a; und by, ..., b,
zusammen eine Basis von @. ¢ ist dann sicher ein Automorphismus der Ordnung 2
von @, denn o entspricht die Matrix

An

I
=

|
C

fiir die wegen 1.1 =1 mod p und (p — 1) = 1 mod p die Eigenschaft (2) gilt. Im Fall
U’ = @ ist o der Automorphismus 7 aus Bemerkung 1 und im Fall U = @ der iden-
tische Automorphismus .

Bemerkung 2. Da bei jeder Wahl der a; bzw. b; jedes Element von U durch ¢ in
sich bzw. jedes Element von U’ durch o in das inverse Element iibergefiihrt wird, ist
die Definition von ¢ nur von U und U’, aber nicht von der Wahl der Basen in U bzw.
U’ abhingig. Selbstverstindlich ist dann auch U = U, und U’ = U,

Auf Grund der Sétze 2 und 3 und der im AnschluB an diese Sitze gemachten Bemer-
kungen 1 und 2 gilt also der folgende Satz.

Satz 4. Der Gesamtheit der Automorphismen o der Ordnung 2 von @ entspricht im Fall
P = 2 in eineindeutiger Weise die Gesamtheit der Darstellungen von @ als direkte Summe
G = U 4 U’ zweier Untergruppen U und U’ von @ unter Beriicksichtigung der Reihen-
folge der Summanden, wobes jeweils U die Gesamtheit der Elemente g von G mit o(g) = ¢
und U’ die Gesamtheit der Elemente g’ von G mit o(g’) = —g’ 1st.

§ 2. Charakterisierung der Automorphismen der Ordnung 2
von G im Fallp = 2

Es sei jetzt @ eine endliche elementare abelsche Gruppe vom Rang n = 1 fiir die
Primzahl p = 2. Ferner sei o ein Automorphismus der Ordnung 2 von G. Wie in
Definition 2 werde auch jetzt definiert:

8 Beitrdge zur Algebra 10
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Definition 3. U/, sei die Menge aller b € @ mit b + a(b) = 0.

U’ ist nicht leer, da sicher 0 € U, ist. Es lieBe sich natiirlich auch eine Untergruppe U,
wie in Definition 1 definieren, allerdings wire dann U, = U, da alle Elemente g
von @ jetzt die Ordnung o(g) = 2 besitzen und ausg + o(g) = Osofort o(g) = —g =g
und umgekehrt folgen wiirde.

Fiir U/ gilt zunichst wie im Fall p 5 2 der folgende Satz.

Satz b. Ist o ein Automorphismus der Ordnung 2 von @, so ist U, eine Untergruppe
von G.

Beweis. Wie bei Satz 1.
Im Gegensatz zum Fall p == 2 gilt jetzt aber
Satz 6. Es ist stets (0} = U,.

Beweis. Angenommen, es sei U, = (0}. Dann wire a 4 o(a) 0, d. h. o(a) a
fiir jedes @ == 0 aus G. Zu jedem a = 0 aus G wiirde also genau ein Element o(a) = a
aus G gehoren, und wegen a&;x(a)) = a und ¢(0) = 0 miite die Ordnung o(@) von
G ungerade sein. Das ist aber ein Widerspruch, denn wegen p = 2 ist 2 ein
Teiler von o(G).

Es werde nun die Faktorgruppe G/U, betrachtet. Es sei K eine beliebige Klasse von
G/U’ und g ein beliebiges Element von K. Dann ist g 4 a(g) € U, denn es ist

(g + o(@)) + olg + o(9))
=g + alg) + o(g) + o(a(g))
=g+ 20(9) +9 =29 + 20(9) = 04+ 0= 0.
Es sei jetzt g’ & g aus K. Dann ist ¢’ = ¢ + «’ mit «’ € U, und

g +olgh=g+u +olg+u)=g+u + o) + o)
=g + v’ + o(g) + o(u') = g + o(g),
weil ¥’ + o(u’) = 0 ist wegen u' € U;.
Wegen g + a(g) € U, und g 4 o(g) = ¢’ + o(g’) kann also jeder Klasse K € G/U,
eindeutig ein Element a = g + ¢(g) € U, zugeordnet werden, wobei g beliebig aus
K gewihlt sein kann. Fiir diese Zuordnung gilt nun

Satz 7. Die Abbildung ¢(K) = g + o(g) [K € G|U., g beliebig aus K] tst ein Homo-
morphismus von G|U, in U,.

Beweis. Wie bereits oben gezeigt, ist ¢(K) € U, unabhingig von der Wahl von g.
Es seien nun K,, K; € G/U,. Dann ist ¢(K; + K3) = (ky + k) + o(ky + k) fiir
:-elie(l;ig)e ky € Ky, ks € Ky, also ist o(K; + K,) = (ky + o(ky)) + (ke + o(ks)) = 9(K))
¢(8s).

Da aus ¢(K) = 0 aber @(K)= (g + o(g)) =0 (g€ K), d.h. g€ U}, also K = U,
folgt, ist vermoge @ natiirlich G/U; einer Untergruppe U; von U, isomorph, d. h.,
es gilt G/U, >~ US mit U S U,. Aus G|U, = U} folgt weiter, daB o(U;) - o(U?)
= o(@) fiir die Ordnungen der betreffenden Gruppen gelten muB.

Zusammenfassend gilt also der folgende Satz.

Satz 8. Ist o esn Automorphismus der Ordnung 2 von G, so werden durch o festgelegt:
1. Eine Untergruppe U, von G mit (0} — U, (U, Menge aller g € G mit g + o(g) = 0].
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2. Eine Untergruppe U von G mit Ut S U, und o(U)) - o(U?) = o(@) [US Menge
aller verschiedenen Elemente der Form g + o(g) aus G).

3. Ein Isomorphismus ¢ von G|U, auf U$ vermoge ¢(K) = g + o(g) € U? [K € G|U,,
g beliebig aus K.

Bemerkung 3. Ist ¢ der durch ¢ bestimmte Isomorphismus von G/U, auf U?,
so gilt natiirlich auch o(g) = g + qz(K (g)), g beliebig aus @, und K(g) ist die Klasse
von @G/U., in der das Element g € @ liegt.

Nun besteht aber auch umgekehrt der folgende Satz.

Satz 9. Es seien U’ = (0} und U* 2wet Untergruppen von G mit U* S U’ und
o(U*) - o(U’) = o(G). Ferner sei ¢ ein Isomorphismus von G|U’ auf U*. Dann wird
durch o(g) = g + tp(K (9) [g € G, K(g) Klasse von G|U", in der g liegt] ein Automor-
phismus der Ordnung 2 von G definiert.

Beweis. Da der Typus von G/U’ wegen o(U*) - o(U’) = o(@) offenbar gleich dem
Typus von U* ist, sind G/U’ und U* isomorph. Es sei nun ¢ ein Isomorphismus von

G/U’ auf U*. Dann wird durch o(g) = g + ¢(K(g)) ein Homomorphismus von @
in sich definiert, denn es ist

olgs + g2) = (91 + 92) + 9(K(g1 + 92)
= [0 + ¢(K(g1))] + [92 + #(K(g2))] = 0(g1) + o(gs)
(g1, g2 beliebig aus @). Es sei nun o(g) = g + ¢(K(g)) = 0, also ¢(K (gg) =gecU*c U
Die Klasse, in der g liegt, ist also gleich U’, d. h., es ist K(g) = U’. Da aber U’ das
Nullelement von G/U’ ist, muB qa%K(g)) = 0 gelten, weil ¢ ein Isomorphismus ist.

Folglich ist o(g) = g = 0. Der Kern von ¢ ist somit {0}, d. h., o ist ein Isomorphis-
mus von G auf sich, d. h. ein Automorphismus von @. Weiter ist

o(o(g)) = olg + ¢(K(9))] = o(g) + olp(K(9))]
= a(9) + ¢(K(9)) + ¢[K(p(K(g)))}-

Da ¢(K(g)) € U* S U’ gilt, ist K(p(K(g))) = U’ und daher (p[K((p(K(g)))] = (")
= 0. Also igt
o(o(g)) = o(g) + ¢(K(9)) = g + ¢(K(9)) + #(K(9)) =g,

da o(p(K(g))) = 2 wegen p = 2 ist. Mithin ist o ein Automorphismus der Ordnung 2.

Auf Grund der Sitze 6 und 7 und der im AnschluB an Satz 6 gemachten Bemerkung 3
gilt also der folgende Satz.

Sat&10. Der Qesamtheit der Automorphismen o der Ordnung 2 von G entspricht im
Fall p = 2 tn eineindeutiger Weise die Gesamtheit der Tripel (U’', U*, @), wobei
U', U* ein Untergruppenpaar von G mit {0} = U’, U* = U’, o(U*) - o(U’) = o(@)
und @ ein Isomorphismus von G[U’ auf U* ist. U’ vst dabei die Gesamtheit aller g ¢ G
mit g + o(g) = 0, U* die Gesamthest aller verschiedenen Elemente der Form g + a(g)
aus G und ¢ ein Isomorphismus von G|U’ auf U*, so dap fiir g € G und K(g) € G/U’
[K(g) Klasse von G|U’, in der das Element g liegt] gerade g + o(g) = gv(K(g)) gilt.

§ 3. Bestimmung aller Untergruppeﬁ U von G tiir eine beliebige Primzahl p

Um die Automorphismen der Ordnung 2 einer endlichen elementaren abelschen
Gruppe @ vom Rang n = 1 fiir die Primzahl p zu bestimmen, ist es nach den Sétzen 4
und 10 sowohl fiir den Fall p = 2 als auch fiir den Fall p = 2 erforderlich, sich erst

8*
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einmal einen Uberblick iiber alle Untergruppen von @ zu verschaffen. p sei jetzt
also eine beliebige Primzahl. Zunéchst kann festgestellt werden, daB es im Fall
n = 1 nur die trivialen Untergruppen {0} und & von @ gibt, wiahrend im Fall n > 1
nichttriviale Untergruppen von G existieren, bei denen als Ordnungen wegen o(@) = p"
nur die Zahlen p!, p% ..., p" ! auftreten kénnen und daB ferner wegen o(b) = p
fiir alle b == 0 aus G als Typus von U nur die Moglichkeiten (p), (p, p), .-« (2, D, .-+, D,
(» — 1)-mal) in Betracht kommen. Im folgenden werde daher » > 1 angenommen.
Bilden die Elemente ay, ..., a, mit o(a;) = p, + = 1, ..., n, eine Basis von @, so lif3t
sich jedes Element b von @ eindeutig in der Form b = kya, + --- + k,a, schreiben,
wobei die k; ganze Zahlen mit 0 < k; < p — 1 sind. Hat beziiglich der festen Basis
ay, ..., a, das Element b die Darstellung b = kja, + --- + k,a,, 8o soll in Zukunft
dafiir kiirzer

b= (ky..oky), 0ZSk;<p—1, 1=1,..,n, (6)
geschrieben werden.
Fiir das weitere sind die beiden folgenden Definitionen niitzlich.

Definition 4. Ein Element ungleich dem Nullelement von @ heiBe von der Form ¢

(beziiglich der Basis ay, ..., a,) und werde mit b{", ¢ == 1, ..., n, bezeichnet, wenn es
die folgende Gestalt besitzt:
BN = (0 -y 0, 15 By, oo R ("

Die 1 steht dabei an t-ter Stelle, und es gilt 0 < k;-” <p—1firj=t+1,..,n
Ist ¢ > 1, so stehen links von der Eins stets lauter Nullen.

Definition 6. T sei eine beliebige geordnete nichttriviale Teilmenge von (1, 2, ..., ],
also '
T={‘l’t3""1tml) m=1,2,-.-,n_1, l§t1<tz<---<l,,,§_n. (8)

Die Elemente By, By, ..., B, von G bilden dann eine T-Menge J (beziiglich der
Basis a, ..., a,), wenn sie von der Form ¢, bzw. ¢; bzw. ... bzw. ¢, sind, also das Aus-

sehen ) '
By =b"=(0,...,0, 1, k), ..., k), i=1,...,m, 9)

besitzen, und wenn auBerdem ki’ = O fiir ¢; > ¢, gilt, falls ¢, € T ist.

Beispiel. G sei vom Typus'(3, 3,3,3,3),also p = 3,n = 5. Fernersei T = {1, 3, 5},
alsom = 3,1 = 1, {3 = 3, t3 = 5. Dann ist

By = b1 = b = (1, k0, kP, K, k) = (1, 4,0, 4,0),

By = b = bP = (0,0, 1, kP, ) = (0,0, 1,7,0),

By = b = b = (0,0,0,0,1) = (0,0,0,0,1), 0 <«,8,y <2,
also z. B.

B, = (1,2,0,2,0),

B, = (0,0,1,1,0),

By = (0,0,0,0, 1).
Fiir 7-Mengen gelten nun die folgenden Sitze.
Satz 11. Die Elemente esner T-Menge I sind linear unabhingig.
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Beweis. Essei T = (i), ty, ..ty mit 1 Em<n— 1, 1S << oo <ty S
Eine entsprechende T-Menge .# werde von den Elementen

B, =b" = (0,...,0, 1, K\, ..., k©), (10)

die 1 steht an der Stelle ¢;, ¢+ = 1, ..., m, gebildet. Angenommen, es sei &;B; + «3By
4o+ apBn =0 (x; ganz, 0 < a; < p — 1). Dann ist aber auf Grund der Fest-
legung iiber die k{’ gemiB Definition 5

By + By + o+ + ¥ B = (0, ..., 0, xy, ..., Xgy euuy Kpyy -2l) (11)
=(,...,00,..,0,...,0,...),
also oy = xg = -+ = «x, = 0, d. h., die B sind linear unabhéngig.

Bemerkung 4. Da die Elemente einer 7-Menge 7 nach obigem Satz 11 linear un-
abhingig sind, kénnen sie als Basis der von ihnen erzeugten Untergruppe U von G
aufgefaBt werden.

Satz 12. Zwei verschiedene T-Mengen erzeugen auch zwei verschiedene Untergruppen
von G.

Beweis. Es seien &/ = {By, B,, ..., B} und & = (B}, B}, ..., B}} zwei verschiedene
T-Mengen. &/ erzeuge die Untergruppe U von @ und & die Untergruppe V von G.
Dabei bilden laut Bemerkung 4 die B; eine Basis von U und die B} eine Basis von V.
Angenommen, es sei U = V. Dann muB aber s = m sein, da Basen unterschiedlicher
Linge sicherlich verschiedene Untergruppen erzeugen. Eine Linearkombination
aus B}, B}, ..., B}, hat offenbar die Gestalt

ptBY + 3By + --- + BaBE = (0,...,0,8%, ..., 8%, ..., By -+2)s - (12)

wobei die 8} an den Stellen ¢?, ¢ = 1, ..., m, stehen und links von 8} nur Nullen auf-
treten. B, ist von der Form

B,=(0,...,0,1,...,0,...,0,...), (13)

wobei die 1 an der Stelle ¢, steht, an den Stellen ¢;, ¢ = 2, ..., m, jeweils eine Null
auftritt und links von der 1 nur Nullen vorkommen. Da U = V sein soll, muB
sich B, auch in der Form (12) darstellen lassen. Auf Grund der rechten Seiten von
(12) und (13) folgt, daB nicht ¢, < ¢} gelten kann. Es kann aber auch nicht ¢f < ¢,
sein, was sich aus einer entsprechenden Uberlegung fiir By, ..., B,, und B} folgern
lieBe. Es muB also ¢, = ¢} gelten. Nun ist

B,=(0,...,0,1,...,0,...,0, ...), (14)

wobei die 1 an der Stelle ¢, steht, an den Stellen ¢;, ¢ = 3, ..., m, jeweils eine Null
auftritt und links von der 1 nur Nullen vorkommen. Wird B, in der Form (12) dar-
gestellt, so muB, da in (14) an der Stelle ¢, eine Null steht, wegen tf = ¢; < ¢; in (12)
natitrlich g = 0 sein. Damit gilt dann J

©,..,0,1,..,0,...,0,..) = (0, ...,0, B8, ..., B3, o0, B ..., (15)

wobei in (15) die 1 an der Stelle £, und g an der Stelle #§ steht. Die Nullen rechts von
der 1 stehen an den Stellen ¢;, 1 = 3, ..., m, und die B} rechts von g3 an den Stellen
tf,j =3, ..., m. Links von der 1 bzw. links von f¢ treten nur Nullen auf. Wie vorher
ergibt sich dann, daB f, =} gelten muB. Wird diese SchluBweise fortgesetzt, so
erhilt man nacheinander &, = t3, ..., ¢, = t%. Wird jetzt B, in der Form (12) dar-
gestellt, so folgt aus (13) natiirlich sofort ff = 1und §§ = --- = g% = 0, also B, = B}.
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Wird B; in der Form (12) dargestellt, so ergibt sich entsprechend aus (15) ebenfalls
sofort ff =0, ff = 1, 83 = --. = % = 0, also By = B}. So fortfahrend erhilt man
weiter nacheinander B; = Bj, ..., B, = B}. Damit wiirden & und & iibereinstim-
men, was im Widerspruch zur Voraussetzung steht. Zwei verschiedene T-Mengen
erzeugen also auch zwei verschiedene Untergruppen von G.

Satz 13. Jede echte Untergruppe U von G lift sich durch esne T-Menge erzeugen.

Beweis. Fiir den Beweis von Satz 13 werden die folgenden beiden Hilfssitze be-
nétigt, die in allgemeinerer Form in einer fritheren Arbeit ([2], Hilfssatz 1, S. 102,
Hilfssatz 2, S. 103) bewiesen wurden. Hier sollen diese Hilfssiatze nur in der erforder-
lichen speziellen Form aufgefiihrt werden.

Hilfssatz 1. Ist u,, ..., u,, eine Basis von U, so auch u,, ..., au;, ..., U, fir jedes i,
t=1,...,m, und fir jedes ganze x mit 0 < « < p — 1.

Hilfssatz 2. st u,, ..., uj, ..., ), ..., U, eine Basis von U, dann auch u,, ..., u;, ...,
Uy + Ugy ooy Uy fiir Jedes 1,8 = 1, ..., m, und jedes j 51, j = 1, ..., m, und fiir jedes
ganze s mit 0 < x < p — 1.

Es sei nun a,, ..., a, eine Basis von @, u,, ..., %, eine Basis von U. Dann ist u; = («;,,
Kigs «oy &ip)y + = 1, ..., m, oder als Matrix geschrieben:
1) Ky +.. Kgp
Xg) Xgg ... Kgp .
U ,n= . % ? ’ (16)

Xml Xm2 «++ Kmn

wobei die a; natiirlich immer als ganze nichtnegative Zahlen mod p zu verstehen
sind. Da die %; eine Basis von U darstellen, kénnen in U, , keine Nullzeilen auftreten.
Die j-te Spalte sei nun die erste Spalte von %, ., in der ein von Null verschiedenes
Element steht, und es sei z. B. «;; & 0. Dann vertausche man die i-te Zeile mit der
ersten. Weiter gibt es sicher ein &« mit 0 < x < p — 1, so daB a«x;; = 1 mod p wird.
Die neue erste Zeile wird dann mit « multipliziert. Nach Hilfssatz 1 stellen die Zeilen
der auf diese Weise erhaltenen Matrix wieder eine Basis von U dar. Addiert man nun
passende Multipla der ersten Zeile zu den iibrigen — zur I-ten Zeile z. B. addiere
man die mit p — «;; multiplizierte erste Zeile — so laBt sich erreichen, daB, die erste
Stelle ausgenommen, sonst an jeder anderen Stelle der j-ten Spalte eine Null steht.
Nach Hilfssatz 2 stellen auch jetzt die Zeilen der so entstandenen Matrix %, , eine
Basis von U dar. %, , hat das folgende Aussehen:

0...0 1 &y -ee o,

0...0 0 xgj,q... 5
W =1 . ‘:‘a.nl ".‘2'- . (17)
0...00 oc;,,,-,l---a:...

Nun werden dieselben Schritte, die von ¥, , zu %}, , fithrten, bei der Matrix

Oggen e Bhm
Biogej = | : (18)

’ ’
Xmj+1 * Ky
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ausgefiihrt. Als Resultat erhilt man dann eine Matrix der Form

0...0 1 &g,y ... 00

0 0 0 a“., coe Ogy (19)

%;I—l.ll—i =
O O 0 am‘. 1 ot,,“

Setzt man jetzt B,_, . ; statt B,_, ,_; in QI,,, , ein und addiert noch ein passendes
Multiplum der ersten Zeile von 8* zu der ersten Zeile von ¥, ,, 80 ldBt sich ¥;,
auf die folgende Gestalt bringen:

m—1, n—]

’ " ”
0...0 1 0&1.’-4...0(,',‘_1 0 Ky k+1 oo Opy

0...000 s 1 ofpiy ooo O3y
w .= 0..000 .0 0aly, ..o | (20)
0...000 ...0 0 o) pigese Kpn

Die Zeilen von %, , stellen auf Grund der Hilfssidtze 1 und 2 wieder eine Basis von U
dar. Nun betrachtet man die Matrix

” ”
Kg ki1 +ee Kgy
’” . .
m—2n—k = | : (21)

” ’”
Cmktl v Emn

und verfiahrt in derselben Weise wie oben mit der Matrix %, ,. Die der Matrix
Bm—1.n—; entsprechende Matrix By%,,, wird dann in %A} . eingesetzt, und durch
Addition passender Multipla der ersten Zeile von B%%; ,_, wird dafiir gesorgt, dafl
A, , schlieBlich die Form

’ ’ ’” "
0...0 1 ajjipeeeogp O o neceoiy 0 affig...afy

0..000 .0 1 afpye-cfiy O &ty o,

wy — [ 0000 0 00T 0T g a 3
0...000 ....0 00 ...0 0 a”u...oc""
0..000 .0 00 .0 0 al.al

annimmt, wobei die Zeilen von ¥, , wieder eine Basis von U bilden. Nach endlich
vielen Wiederholungen dieses Verfahrens erhilt man so eine Matrix, deren Zeilen
nach wie vor eine Basis von U darstellen, die Basiselemente jetzt aber offenbar
eine T-Menge bilden. Damit ist Satz 13 bewiesen.

Auf Grund der Sitze 12 und 13 gilt also zusammenfassend der folgende Satz.

Satz 14. Im Fall n > 1 entspricht der QGesamtheit der echten Untergruppen U von G
nach Wahl einer festen Basis in G tn eineindeutiger Weise die Gesamiheit aller T-
Mengen aus Elementen von G. Dabei ist jede T-Menge Basis einer Untergruppe, und
jede Untergruppe besitzt eine Basis, die eine T-Menge darstelll. Im Fall n = 1 existieren
keine echten Untergruppen, sondern nur die trivialen Untergruppen U = {0} und
U= @von Q.

Bemerkung 6. Im Beweis von Satz 13 wurde gezeigt, wie man von einer Basis
von U zu einer T-Menge von U gelangen kann. Sicherlich 148t sich dasselbe Ver-
fahren auch anwenden, wenn U nicht durch eine Basis, sondern durch ein Erzeugen-
densystem gegeben ist.
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Beispiel. @ sei vom Typus (5, 5, 5, 5, 5), also ist p = 5 und n = 5. Eine Unter-
gruppe U von G werde von u, = (2,1, 3,0, 2), 4, = (2,0, 1, 1, 4),u3 = (4, 1,4, 1, 1),
u, = (0, 0,0, 1, 1) erzeugt. Offenbar bilden die u; keine Basis von U, denn es ist,
wie man leicht nachrechnet, z. B. 2u, + 2u; + 3u; + Ou, = 0. Die Matrix

213 0 2

2 011 4
g5 =

4 1 4 1 1

00 0 1 1

mit den u; als Zeilen kann dann wie folgt umgeformt werden (alle Rechnungen sind
natiirlich immer mod 5 durchzufiihren):
Multiplikation der ersten Zeile mit 3 ergibt die Matrix

1 3 401
2 011 4
4 1 4 1 1
000 11

Addition der mit 3 multiplizierten ersten bzw. der mit 1 multiplizierten ersten Zeile
zur zweiten bzw. zur dritten Zeile ergibt die Matrix

13 4 01
0 4 3 1 2
0 4 3 1 2
00011

Offenbar kann hier z. B. die dritte Zeile gestrichen werden, und man erhilt die

Matrix
‘ 0 1
4 1 2\).
0 1 1
Multiplikation der zweiten Zeile mit 4 ergibt die Matrix .

1 3 401
012 4 3}).

~

3

»

1 4
0 3
0 0

00011
Addition der mit 2 multiplizierten zweiten Zeile zur ersten Zeile ergibt die Matrix
1 033 2
012 4 3).
00011

Addition der mit 2 multiplizierten dritten bzw. der mit 1 multiplizierten dritten Zeile
zur ersten bzw. zur zweiten Zeile ergibt die Matrix
1 0 3 0 4
%3,5 = 0 1 2 0 4 .
00 0 11



Automorphismen der Ordnung 2 121

Die Zeilen von B, ergeben die folgenden Elemente v, = (1,0, 3,0, 4), v, = (0, 1,
2,0,4), v = (0,0,0, 1, 1) von G, die offenbar eine Basis von U bilden und in der
Tat eine T-Menge darstellen.

§ 4. Aufstellung aller Darstellungen von G als direkte Summe
zweier Untergruppen von G

Nach Satz 4 ist es im Fall p & 2 moglich, alle Automorphismen der Ordnung 2
von G zu konstruieren, wenn man alle Darstellungen von @ als direkte Summe zweier
Untergruppen von G angeben kann. Dies letztere soll jetzt im einzelnen behandelt
werden. Dabei ist aber eine Einschrinkung auf den Fall p 5= 2 nicht erforderlich,
so daB in diesem Paragraphen p eine beliebige Primzahl sein kann. Zunichst gilt
der folgende Satz.

Satz 15. Jede Untergruppe U von G st ein direkter Summand von Q.

Beweis. Fir U = @ gilt die Behauptung mit G = U 4 {0} und fiir U/ = {0} mit
G ="U 1L Q. Es sei jetzt also {0} = U = @ (und damit » > 1) und %' € @, aber
u' ¢ U. Ist dann U’ = {u'} die von u’ erzeugte zyklische Untergruppe von @, so gilt
U n U’ = {0}. Wire nimlich au’ € U mit « == 0 mod p, so miilite wegen o(u’) = p
auch u' € U sein im Widerspruch zu %' ¢ U. Ist nun U J U’ = @, so ist alles ge-
zeigt. Andernfalls existiert ein »' € @ mit v’ ¢ U 4 U’. Ist dann U"' = {u'’} die
von " erzeugte zyklische Untergruppe von @G, so gilt (U 4 U’) n U" = {0}. Wiire
nimlich gu” € U 4 U’ mit g == 0 mod p, so miiBte wegen o(u'’) = p auch "’ ¢ U
4 U’ sein im Widerspruch zu v’ ¢ U 4+ U’. Ist nun (U 4 U") 4 U" =U + (U’
4+ U")=U 4 U, = @, so ist alles gezeigt. Andernfalls existiert ein '’ € G mit
u'" ¢ U 4 U, usw. Da @ endlich ist, existiert also schlieflich eine Untergruppe U,
von G mit U 4 U = @, d. h., U ist ein direkter Summand von G.

Nach Satz 15 gibt es also zu jeder beliebigen Untergruppe U von @ eine Untergruppe
U’ von @G mit U 4 U’ = Q. Da die Fille U = G und U = {0} auf Grund von Be-
merkung 1 und Satz 4 vollstandig erledigt sind, kann im folgenden {0} = U — @
und damit » > 1 angenommen werden. Dann ist allerdings im Gegensatz zu den
erledigten Féllen die Untergruppe U’ in U 4~ U’ = @ nicht mehr eindeutig bestimmt.
Man erhdlt aber zu gegebenem U mit {0} = U — @ samtliche méglichen U’ mit
U + U’ = @ auf Grund der beiden folgenden Sitze.

Satz 16. Es sei U eine Untergruppe von G mit (0} U = @ und K, =1r, + U,
Ko=r+U,..,K,=r,+ U eine beliebige Basis von G|U, wobei die r; beliebig
aus den K;, 1 =1, ..., m, gewdhlt sein migen. Ist dann U’ eine Untergruppe von G
mit U 4 U' = @, so gibt es immer passende Elemente uf,u}, ..., uk aus U, so dap
die Elemente ry + uf, r, + u3, ..., 1, + u? eine Basis von U’ bilden.
Beweis. Essei Ky =r + U, K, =1+ U, ..., K, = rn + U eine Basis von G/U,
r; beliebig aus K;, ¢ =1,...,m. Wegen U 4 U’ = @ gilt bekanntlich G/U =~ U",
und jedes Element aus U’ kommt genau in einer Klasse von G/U vor. Also haben
beispielsweise G/U und U’ auch denselben Rang, und ist 7{, 73, ..., r,, eine Basis von
U,soist r{ + U,r, + U,...,rp, + U eine weitere Basis von G/U. Dann gilt aber
K, = anKj + 012K + -+ + a1mKp,
S S @
Kn= “le; + o‘mRKz' +=ser f “mmeln
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mit eindeutig bestimmten ganzen «,;, die der Bedingung 0 < «;; < p — 1 geniigen.
Da die K und die K’; Basen von G/U darstellen, ist die Matrix %, der «;; sicher nicht-
singulér, d. h., es gibt eine Matrix B, deren Elemente g;; ganz sind und der Bedin-
gung 0 < B < p — 1 geniigen, mit %,B, = €, mod p. Aus (23) ergibt sich nun

r 4 ul = oayry + oagry + 0+ Emh
ry + U3 = anry + xgety + o0 + XopTh, 24)

Tm + Uy = o‘ml’; + Cma?s + 0 F Emmm

mit gewissen passenden u} € U. Da die Matrix %, der «, nichtsingulir ist, bilden
dann die r; + u?, ¢ = 1, ..., m, vermoge (24) offenbar wiederum eine Basis von U’.

Satz 17. Es ses U eine Untergruppe von G mit {0} = U < @ (also n > 1). Ist K,
=rn+U,Ky=1r,4+U,..., K, =1y + U eine beliebige, aber feste Basis von G/U,
wobei die r; beliebig, aber fest aus den K;, + = 1, ..., m, gewdhlt sein migen, so stellt
jedes System ry + ul, rg + u3, ..., r, + ub, bei beliebiger Wahl der u? € U jedesmal
eine Basis einer Untergruppe U’ von G mit U | U’ = @ dar. Verschiedene Systeme
der u? liefern auch verschiedene U’, und auf diese Weise erhdlt man zu gegebenem U
alle moglichen U' mit U 4 U’ = G.

Beweis. Offenbar gilt o(K;) = o(r;) = p, + = 1, ..., m. Angenommen, es sei «,(r,
+ uf) + og(rg + ug) + +++ + xp(rm + uh) = O bei einer beliebigen Wahl der uf € U,
und angenommen, es sei hierbei 0 < «; < p fiir ein bestimmtes ;. Dann wire
aber o, K; + x3Kg + +++ + 6Ky = U mit 0 < oy < p, d. h,, die K; wiren linear
abhiingig und wiirden also keine Basis von G/ U bilden. Es kann also kein «; 5= 0 mod p
sein, ¢ = 1, ..., m. Mithin sind die Elemente r; + 4?, + = 1, ..., m, bei jeder Wahl
der »! € U linear unabhéingig. Nun sei U’ die von den r; + u! erzeugte Untergruppe
von @, fiir die die r; 4+ u? natiirlich sogar eine Basis darstellen. Da jedes Element
¢ € G in einer Klasse G/U liegt und daher in der Form

g= u** + [oa(ry + “1.) S R - P (N “:n)] (25)
mit passendem u** € U und passenden ganzen a; mit 0 < x; <p— 1,0 =1,...,m,
darstellbar ist, muB U + U’ = @ sein. Da auBerdem sicherlich U n U’ = {0} gilt,
erhillt man in der Tat @ = U J- U’. Nun sei r, + uf, ..., 1, + u}, eine Basis von U’

und 7, + uf*, ..., ry + uh® eine Basis von U”’ (u;, u,?‘ aus U). Angenommen, es
sei u} == u?*, aber U’ = U”. Dann miiBte

: ri+ouf = oy(ry + uf®) + o ol + wf*) + o0+ am(ne +u3) (26)
gelten, a; ganz und 0 < oy < p — 1, j = 1, ..., m. Dann wire aber
ofy + o (x— )i+ o + apfm
= uf — xuf* — oguy* — oo — Ul — ol — o — apupt (27)
und damit ein Element aus U. Da aber die K; =r; + U, ¢+ = 1, ..., m, eine Basis
von GJU darstellen, miiite oy =g = -+ =; — 1=+ =, =0, also ;=1
und damit r; + 4 = r; + u*, d. h. 4} = u?* gelten. Sind u}, ..., u} und «}*, ...,
ul* zwei verschiedene Elementsysteme aus U, so ist also auch U’ &= U". Schlie8-

lich folgt aus Satz 16 sofort, daB man auf diese Weise tatsichlich alle moglichen
Untergruppen U’ mit U + U’ = @ erhilt. Damit ist Satz 17 vollstindig bewiesen.

Zur Aufstellung aller Darstellungen von @ als direkte Summe zweier seiner Unter-
gruppen ist nach Satz 17 die Kenntnis einer Basis von G/U erforderlich. Eine solche
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1aBt sich aber, wie in Satz 18 gezeigt werden soll, bei gegebenem U mit {0} = U = @
auf einfache Weise konstruieren. Vorher werde aber noch die folgende Definition
aufgestellt.

Definition 6. Ist 7' eine geordnete, nichttriviale Teilmenge von (1, 2,...,n}, so
werde unter der Komplementirmenge S von T die geordnete Menge aller Elemente von
{1, 2, ..., n} verstanden, die nicht zu T' gehéren.

Satz 18. Entspricht laut Satz 14 der echten Untergruppe U von G die T-Menge 5,
zu der gemdf Definition b die geordnete, nichitriviale Teilmenge T = {1, by, ..., &}
von (1,2, ...,n) gehort, und ist 8 = (8;, 83, ..., Sm}, 1 £ 8 < +++ < 8y < m, die Kom-
plementirmenge von T, so wird eine Basis von G|U durch die Klassen v, + U,r, + U,
«ou 14, + U gebildet, wobei r, von der Form r, = (0, ..., 0, k,, 0, ..., 0) st mit k, = 1,

1=1,...,m.

Beweis. Sind by, ..., b, die Elemente von J, so sind die Elemente Ty »ois Tas
by, ..., by, linear unabhéngig. Angenommen, es wire
01Ty, + c o0t Xple, + ﬁlbh ~+ wew 4 ﬂkb'g =0, (28)

so miiBten alle 8,, » =1, ..., k, gleich Null sein, denn die Summanden auf der
linken Seite von (28) haben z. B. fiir v = j an der Stelle ¢; bis auf den Summanden
Bib, an dieser Stelle alle eine Null stehen, wihrend die ¢;-te Stelle von b, mit g,
besetzt ist. Also ist, da die rechte Seite von (28) gleich Null ist, #; = 0. Dies gilt fiir
j=1,..., k. Auf Grund der speziellen Gestalt der r, miissen dann aber auch die
&yt =1, ..., m, in (28) gleich Null sein. Also sind r,, ..., 7, by, ..., by, linear unab-
hingige Elemente von G, die eine Basis von G.darstellen, da m + k gerade gleich der
Rang n von @ ist. Da aber die b,, als Elemente von J eine Basis von U bilden, er-
hilt man in der Tat durch die Klassen r,, + U,r, + U,...,r, + U eine Basis
von G/U.

§ 5. Bestimmung der Untergruppenpaare U’y, U* von G und der
Isomorphismen ¢ von G/U’ auf U* im Fall p = 2

Zur Konstruktion der Automorphismen der Ordnung 2 einer endlichen elementaren
abelschen Gruppe @ vom Rang n = 1 fiir die Primzahl p = 2 miissen nach Satz 10
alle Untergruppenpaare U’, U* von G mit {0} = U’, U* & U’, o(U*) - o(U’) = 0o(Q)
und alle Isomorphismen ¢ von G/U’ auf U* bestimmt werden.

1. Die Bestimmung der Untergruppenpaare U’, U* von G

Ist U’ = @, so erhilt man fiir U* nur die Untergruppe U* = {0}, was den trivialen
Fall des identischen Automorphismus o = ¢ von @ ergibt. Deshalb kann im folgenden
U’ < G vorausgesetzt werden. Ferner kann auch n = 2 angenommen werden, da
im Fall » = 1 auf Grund von {0} = U’ nur U’ = @ méglich ist. Wegen {0} = U’,
U* < U’ < G und o(U*) - o(U’) = o(@) = 2" muB fiir o(U’) und o(U*)

o(U’) =2 mit -725 + (—1— + (—1) %) svr=n-—1, ©(29)

o(U*) = ;’((g,)) = gn-r (30)
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gelten. Die Untergruppen U’ lassen sich nach Wahl einer festen Basis ay, ..., a,
von G gemiB § 3 bestimmen, man braucht nur simtliche T-Mengen zu konstruieren,
die zu den geordneten Teilmengen {t,,¢,, ..., ¢} von (1,2, ..., 7} gehoren, wobei »
alle ganzen Zahlen durchliduft, die den Ungleichungen in (29) geniigen. Ist nun U’
eine solche nach § 3 konstruierte Untergruppe von G der Ordnung o(U’) = 2,
wobei » den Ungleichungen in (29) geniigt, und sind b,, ..., b, die Elemente der zu
U’ gehérenden T-Menge, so lassen sich die Untergruppen U* von U’ wieder gemaif
§ 3 bestimmen, wobei man die Elemente

by, ..., b, (31)
als Basiselemente von U’ wihlt und jetzt simtliche T-Mengen konstruiert, die zu
den geordneten Teilmengen {(t}, 3, ...,¢%_,} von (1,2, ...,4} gehéren. Die Elemente
dieser T-Mengen sollen dann mit

Gy iowiiCrims (32)

bezeichnet werden. Sie stellen natiirlich eine Basis von U* dar und sind Linear-
kombinationen aus den Elementen (31), lassen sich selbstverstindlich aber auch
aus den Basiselementen a3, k = 1, ..., n, von @ linear kombinieren.

2. Bestimmung der Isomorphismen ¢ von G/U aut U*

Nach Satz 18 1aBt sich, falls U’ eine echte Untergruppe von @ ist, die spezielle Basis
Ki=r,+U,...Ky,=r1, + U von G/U’' konstruieren. Sind c,, ..., c,., die
Basiselemente (32) von U*, so ist dann offenbar durch

*K)=¢, ti=1,..,n—, ’ (33)

ein Isomorphismus ¢* von G/U’ auf U* gegeben. Ist jetzt & ein Automorphismus
von U*, so wird durch

F(*(Ky) = $le)) = 9(K)) (34)

gleichfalls ein Isomorphismus ¢ von G/U’ auf U* vermittelt, und zwei verschiedene
Automorphismen @, # von U* liefern offenbar auch zwei verschiedene Isomor-
phismen ¢,, ¢, von G/U’ auf U*. Ist umgekehrt ¢’ ein beliebiger Isomorphismus von
G|U’ auf U*, so gilt ¢'(K;) =d;, v+ =1, ...,n — », und die d; bilden eine Basis von
U*. Dann gibt es aber einen Automorphismus § von U* mit §(¢;) = d; und ¢'(K;)
= §lg) = c?:(tp*(K ;)). Man kann also samtliche Isomorphismen von @/U’ auf U*
angeben, wenn man alle Automorphismen von U* konstruieren kann. Dies ist aber
nach einer fritheren Arbeit ([2], S. 113) méglich und 18t sich wie folgt durchfiihren:
Es sei :
4 SRR 6 W T
Uy =1 : : (35)

Va1 << Vn-r,n-»

die einen Automorphismus y von U* vermittelnde Matrix vermoge

v(cy) €
: = ¢ ) (36)

7(;-—v) Cay,

Die Matrix ¥,, erhilt man nun durch das folgende Verfahren: Zunichst wird eine
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Matrix %;_, aufgestellt, bei der man die Elemente der ersten Zeile beliebig 1 oder 0
setzt, wobei aber mindestens einmal eine 1 vorkommen muB. Steht im Falln — » > 1
in der ersten Zeile von %A3_, zum erstenmal an der Stelle y,, eine 1, so werden die rest-
lichen Elemente der u-ten Spalte mit lauter Nullen belegt. Entsprechend wird dann
fortlaufend mit den iibrigen Zeilen verfahren. AnschlieBend kann dann noch die
so gewonnene Matrix A%_, von links mit einer Matrix ®,_, der Form

1 0
1

D= - (37)

2 1 .
multipliziert werden, wobei an den Stellen unterhalb der Hauptdiagonale beliebig
die Zahlen 0 oder 1 gesetzt werden konnen. Das Produkt D,_,%¢_, liefert dann stets

eine Matrix %,_,, die einen Automorphismus y von U* vermittelt, und auf diese
Weise erhilt man alle Automorphismen von U*,

Beispiel. p=2,n —v = 4.

Y11 Y12 Y13 Ve 0110 0110
€A = Ya Y22 Y23 Ve | 1 Schritt: 0 | 9. Sehritt: 0011 ’
Y31 Y32 V33 V3 00
Ya1 Va2 Y43 Yaa 0 00
0110 0110
3. Schritt: 00 11 , 4. Schritt:?&‘: 0011 :
1.0 0 10 01
0 0 O 0 0 01
1.0 00
D, = 1100 :
1110
0111
1000 0110 0110
1100 0011 0101
?I = * = ——3
=D 1t 110]\1001 1100
0111 0 0 0 1 1011
(Alle Rechnungen wurden natiirlich mod 2 durchgefiihrt.)

§ 6. Konstruktion der Automorphismen der Ordnung 2 von G
im Fall p & 2

Nach den vorangegangenen Paragraphen ist es nun nicht mehr schwer, alle Auto-
morphismen der Ordnung 2 von @ zu konstruieren. Im Fall p 4 2 braucht @ nach
Satz 4 nur in der Form @ = U | U’ dargestellt zu werden. Dabei kann man nach
Satz 156 von einer beliebigen Untergruppe U von @ ausgehen. Wie man jede Unter-
gruppe U von @ bestimmen kann, wurde in § 3 gezeigt. In § 4 wurde schlieBlich dar-
gelegt, wie zu gegebenem U alle Untergruppen U’ mit U + U’ = @ erhalten werden
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kénnen. Ist dann ¢, ..., ¢, eine Basis von U und d,, ..., d, eine Basis von U’, so
wird durch o(¢))=¢;, t=1,...,7, und o(d;)) = —dy=(p— 1)dy, j=1,...,3,
ein Automorphismus ¢ der Ordnung 2 von @ festgelegt. Auf diese Weise erhilt man
auch alle Automorphismen o der Ordnung 2 von G.

Es sei also @ eine endliche elementare abelsche Gruppe vom Rang » = 1 und vom
Typus (p, p, ..., p), wobei p eine Primzahl ungleich 2 sein soll. Ferner mage a,, ..., a,
eine feste Basis von @ sein, die dann nach (8) wie folgt dargestellt werden kann:
a = (1,0,...,0),ae = (0,1,0,..,0),...,a,= (0,...,0,1).

Die Konstruktion der Automorphismen o der Ordnung 2 von @ laBt sich nun in
folgenden Schritten durchfiihren:

1. Ist der Rang n von @ gleich 1, so ist @ = {0} - {a,} oder G = (a,;} I {0}, @; == 0
beliebig aus @. Im ersten Fall ist o(a,) = —a, = (p — 1) a;, und im zweiten Fall gilt
a(a;) = a,. Die diese Automorphismen vermittelnden Matrizen %; lauten dann

A, = (p — 1) bzw. A; = (1). Der erste Automorphismus ist der Automorphismus =
aus Bemerkung 1 und der zweite ist der identische Automorphismus e.

2. Im Fall n > 1 wihle man eine beliebige geordnete nichttriviale Teilmenge 7' von
(1,2, cun): T=(tytgy ol 1St <lg<- <l <n.

3. Dann wird zu T eine beliebige zugehorige T-Menge J gebildet: By = b,,, ..., By
= by, mit b, = (0,...,0,1,...),2 = 1,..., k. Die 1 steht an der ¢;-ten Stelle. Links
von der 1 stehen (falls ¢; > 1 ist) lauter Nullen. An allen Stellen ¢; € T mit t; > ¢;
(falls solche Stellen vorhanden sind) wird eine Null gesetzt, und alle iibrigen Stellen
t; > t; werden (falls solche vorhanden sind) beliebig mit ganzen Zahlen z; mit 0 < 2,
< p — 1 belegt.

4. Es wird dann U = (B,, ..., B} gesetzt.

6. Man bildet als ndchstes die Komplementirmenge S = (s, 8, ..., 8,}, 1 < 8;
<8 < o < 8y = n, von T gemi Definition 6.

6. Zu S werden die Elemente r,, ..., r,, mit r, = (0,...,0, 1,0, ..., 0) aufgestellt,
wobei die 1 an der Stelle s; steht und alle anderen Stellen mit Nullen belegt werden.

7. Zu jedem r,, wird beliebig ein u? € U, ¢+ = 1, ..., m, gewihlt.

8. Es wird dann U’ = {r, + u}, ..., 7, + u}} gesetzt.

9. Durch ¢(B;) = B;,t+ = 1, ..., k, und u(r,j +u)= (p—1) (r,l. +uf)ji=1,...,m,
ist dann ein Automorphismus ¢ der Ordnung 2 von G gegeben.

10. Hat man auf diese Weise ein ¢ konstruiert, so kann man noch die den Automor-
phismus ¢ vermittelnde Matrix

iy oo Ky

A, =

Oyl oo Kpy
beziiglich der Basis a,, ..., a, von G auf folgende Weise aufstellen: Es ist

1. . . .0 Bl Ayy +v0 Ay a,

i S
el bl D B O

0. . . .1 .7+ un B v+ Bng a,
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Auf Grund der Hilfssitze 1 und 2 liBt sich durch passende Zeilenumformungen
erreichen, daB (38) in

bll ces bll Bl 1. . ..0 a, ay
B,
rotur | = = (39)
Bug -+ bun Tu + Ul 0. . . .1 a a
iibergeht, also
1....0 Ay oee Qg bu...bl" 1....0
AN ) B S ER
0....1|Gu... 0 by .o bpn| 0. ... 1
durch passende Zeilenumformungen nach Hilfssatz 1 und Hilfssatz 2. Nun ist
o(B,) 1 ¢ 6 o o 56 v =0 Y B
o(By) R ' B
=1 o . ‘. (40)
o(rs, + uy) ) p ) . e, + u}
o(r,, + upy) 0. . . . .. P -1 o T U

(k Einsen in der Hauptdiagonalen der ersten Matrix rechts) und hierin (38) einge-
setzt ergibt

(o{i‘,) 1 EECEEEEEEEE 0 Gyy - By a
0(7':(—3;‘")“1‘) N P .
a(r,, + uy) 0 . o W p'— 1 a.,,, 6;.,, t;,,

o auf (39) angewendet ergibt schlieBlich unter Beriicksichtigung von (41):
c.(a,) bf‘ b.l,. 1 LR 0 By oo Gy a
=== . 1
= e d
¢;(a,) b;, b'.,, 0. ..... P = 1 a.,, ;;,,. o;,,

(42)
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also

&Kyp oo Kgp

Kyp ooe By v

b.ll e b“' l . . . . . . . . 0 a.” “e a‘l,,\
. . . o 1 A . .
-1 . . . 1 : : -1 @43)
bnl e b'. O . . . . . . p -~ 1 a,,l s a”u

11. Wiahlt man T = {1, 2, ..., 7}, 80 ist U = @ und damit G = @ - {0}, was dem
identischen Automorphismus ¢ = ¢ der Ordnung 2 von @ mit ¢(a) = a fiir alle
a € Gentspricht . Wihlt man T' = 0, so werde U = (0} gesetzt. Also ist dann G = {0}
4 @, was dem Automorphismus ¢ = r der Ordnung 2 von G mit 7(b) = —b
= (p — 1) bfiir alle b € @ entspricht. [Zum Punkt 11 siehe auch die Bemerkung 1.]

Beispiel. @ sei vom Typus (3, 3, 3, 3), und a,, a,, a3, a, sei eine feste Basis von G.
Der Rang » von @ ist also gleich 4, d. h. groBer als 1, mithin kann gleich bei Punkt 2
begonnen werden:

2. Es werde T' = {2}, d. h. T' = {t,} mit ¢; = 2 gewihlt. (Also ist k = 1.)
3. Essei By =b, =b,=(0,1,2,1).
4. U = ((0, 1, 2, 1)}.
5. 8 = {8, 8, 83} = {1, 3, 4). (Also ist m = 3.)
6.r,=(1,0,0,0),r, = (0,0,1,0), r,, = (0,0,0, 1).
7. Essei u} = (0,1,2,1),uy = (0, 1,2, 1), u§ = (0,2, 1, 2).
8.U = (r, +uf,r,, +u, vy, +u3} ={(1,1,2,1),(0,1,0,1), (0, 2, 1, 0)}.
9.4[(0,1,2,1)]=(0,1,2,1),0[(1,1,2, 1)] = (2, 2, 1, 2),
¢[(0, 1,0, 1)] = (0, 2, 0, 2), 0{(0, 2, 1,0)] = (0, 1, 2, 0).
10. /ay; a3 a3 ay, 01 2 1
A3 Q3 Gz Ggy 1121
Gy Gy Gy Gy 0 10 1)
Gy G4y Gy Gy 0 210
also
10 00]0 121 0100|1121
01001121_)00100101
0 010}j010 1 1000]j]0 1 2 1
0 00 1]0 210 000 1]0 210
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0120|1020 2100|1000
0 010/0101 2 012(0100
— b o »
1 020[(00 20 2 010[0010
100 1[0 0 01 1 00 1[0 00 1
mithin
by, by b3 by, 21 0 0
bay baz by by (2 0O 1 2
byy by by b ] 12 0 1 0
ba b b be 10 0 1
Damit ergibt sich nach (43)
2100 /100 0 /01 2 1
g —[20 1 2)[o200)ft 121
‘Y20 1 0Jloo 2 0)]lo1 0 1)
100 1/\0002/ \o2 10
d. h.
21 2 1
9&:0021
011 1
0 2 1 1

In der Tat ist auch ;= €, mod 3. (Alle Rechnungen wurden natiirlich mod 3

durchgefiihrt.) Mit %, ergibt sich dann der folgende Automorphismus ¢ der Ordnung 2
von G:

o(a,) = 2a, + a, + 2a; + a,,
o(as) = 2a3 + ay,

ola;) = a; + a3 + a,

o(a,) = 2a, + a3 - a,.

§ 7. Konstruktion der Automorphismen der Ordnung 2 von G im Fall p=2

Ebenso wie im Fall p + 2 ist es nun auch im Fall p = 2 nicht mehr schwer, alle
Automorphismen der Ordnung 2 von @ zu konstruieren. Nach Satz 10 kann man
von einer beliebigen Untergruppe U’ von @ ausgehen, wobei aber, falls nicht U’ — @
ist, (29) beriicksichtigt werden muB. Diese Untergruppen lassen sich nach § 3 be-
stimmen. Ebenso lassen sich dann nach § 3 alle Untergruppen U* von U’ angeben,
fiir die o(U*) - o(U’) = o(@) gilt. Nach den Ausfiihrungen des § 5, Abschnitt 2, ist
es auch einfach, alle Isomorphismen ¢ von G/U’ auf U* anzugeben. Ein Automorphis-
mus o der Ordnung 2 von @ wird dann durch o(g) = g + ¢p(K (@), g € G, festgelegt,
wobei mit K (g) die Klasse von /U’ bezeichnet wird, in der das Element g ¢ @ liegt.
Auf diese Weise erhilt man auch alle Automorphismen ¢ der Ordnung 2 von G.

Es sei also @ eine endliche elementare abelsche Gruppe voni Rang n = 1 und vom
Typus (2, 2, ..., 2). Ferner moge a, ..., a, eine feste Basis von @ sein, die dann nach

9 Beitrige zur Algebra 10
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(6) wie folgt dargestellt werden kann: e, = (1,0, ...,,0), a; = (0, 1,0, ...,0), ..., a,
= (0,...,0,1). Die Konstruktion der Automorphlsmen g der Ordnung 2 von G
1a8t sich nun in folgenden Schritten durchfiihren.

1. Ist der Rang n von @ gleich 1, so besteht @G nur aus den Elementen 0 und e mit
2a = 0, und der einzige Automorphismus von @, der iiberhaupt existiert, ist der
identische Automorphismus o = ¢ mit £(0) = 0, &(a) = a, der natiirlich auch als
ein Automorphismus der Ordnung 2 aufgefallt werden kann.

2. Ist der Rang n von @ groBer gleich 2 und wihlt man U’ mit o(U’) = 2" = 2",
also U’ = G, so existiert in diesem Fall als einziger Automorphismus der Ordnung 2
auch nur der identische Automorphismus ¢ = ¢ von @, weil dann nach Satz 10
gerade o(a) = a fiir alle a € @ gilt, also ¢ = ¢ ist.

3. Es sei nun n = 2 und o(U’) = 2’ == 2". Man wilhle dann » beliebig, aber so, daf3
n 1 —_— 1 .

4. T sei dann eine beliebige geordnete Teilmenge T, = {¢;,¢,, ..., 8}, 1 <t <t < ---
<t <n,von(l,2,..,n}

5. Dann wird zu T, eine beliebige zugehorige T-Menge 7, (beziiglich der Basis
ay, ..., a,) gebildet: B, =b,,...,B, =b, mit b, =(0,...,0,1,...), 1=1,...,»
Die 1 steht an der ¢;-ten Stelle, links von der 1 stehen (falls ¢; > 1 ist) lauter Nullen.
An allen Stellen ¢; € T mit t; > t; wird (falls solche Stellen vorhanden sind) eine
Null gesetzt, und alle iibrigen Stellen ¢; > ¢; werden (falls solche vorhanden sind)
beliebig mit 0 oder mit 1 belegt.

6. Es wird dann U’ = {B,, ..., B,} gesetzt, und es ist

B, Ggy oer Ggg a, a,
=1 : : ] =%.]: ) (44)
B, . ey S O 8 a,
7. Weiter sei Ty eine beliebige geordnete Teilmenge Ty = (fy, Ja, .-+» fnv)s 1 < 74
< jg <+ < jJas < v, 8us n — » Elementen von (1, 2, ..., ).
8. Dann wird zu T, eine beliebige zugehérige 7'- Menge Ty (bezughch der Basis
B,, ..., B,) aufgestellt: C, =¢,..., C,, =c¢;,_, wobei die ¢;, t=1,...,n —,

genau so wie die b, unter 5. gebildet werden.
9. Es wird dann U* = (C,, ..., C,_,} gesetzt, und es ist

Cl ﬂll s4® ﬂlv Bl Bl
Pl=1: : P )=8Ba. | ) (45)

ou—l \ﬂn—v,l cee ﬁn—v.- B- Bv
10. Es sei jetzt 8, die Komplementirmenge von T, also 8, = {3y, 8, ..., 85},
158 < s, < +++ < 84, = n. Nach Satz 18 wird nun die spezielle Basis K, = r,,
+U0,...Kpy=1, ,+ U mitr, =(0,...,0,1,0,...,0), s = 1,...,2 — », die 1
steht an der Stelle s;, von G/U’ aufgestellt, und durch ¢*(K;) =C;,i = 1,...,n — »,
ist dann ein bestimmter Isomorphismus von G/U’ auf U* festgelegt.
11. Nun wird ein beliebiger Automorphismus & von U* nach der Vorschrift aus § 5,

Abschnitt 2, konstruiert, und es sei
¢ R ¢ ¥ T
Cr=1: : (46)
7.-..1 L Yn—v.-—v

die diesen Automorphismus vermittelnde Matrix.
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12. Man bildet dann den Isomorphismus ¢(K;) = #(C)) = #(¢*(K)).

13. Durch o(g) = g + ¢(K(g)), g € @, K(g) Klasse von G/U", in der g liegt, ist dann
ein Automorphismus o der Ordnung 2 von @ gegeben. -

14. o kann auch durch eine Matrix %} beziiglich einer festen Basis von @ angegeben
werden. Als Basis von @ lassen sich offenbar die Elemente By oves Boy Fps s Yo,
wihlen. Dann ist aber ¢(B;) = B; + 0 fiir i = 1,...,v, da B, € U’ und p(U)=0
ist. Liegt r, in der Klasse K; von G/U’, so gilt

G(f,!) == ra. + (P(KI) = ra, + ¢(C!) == rs, + 7"!01 + ere + yl.n—vcn-n

j=1,...,mn — v, also

a(ry,) Ts Y e Vioney C,
o= )+ : F) (47)
¥

a(rs,_,) LP—. C..,

Wird hierin (45) eingesetzt, so ergibt sich

o(rs,) T Y -er Vi Pu - B B,
: J=1 ¢ )+ : : R | ) (48)
a(ry,_,) Tap—s Vr-r.1 oo Vnev,n-v Bu-vi1 +++ Buvis B,

n-r.1 e Vnr,n-v

oder
a(rs,) B, T
: = Dp-run | ¢ ) +1 : ) (49)
a(r"u—v) B' T an—s
mit
mn—v.v = (‘sn—v%n—v,v (50)
Damit erhdlt man schlieBlich
a(B,) ( B, B, )
: c : B 2
o(B) | _ | ® ] -
o(rs,) Duers Cpoy e, Ta
o(ry,_,) T, Tone,
wobei
¢, 0
.= 52
?I" ((Dll—l,v @n-' ) ( )

gesetzt wurde.

15. Nun sei M, die Matrix, die den Ubergang von der Basis a, ..., a, zu der Basis
B,,...,B,r,, ..., 1,_, vermittelt, also

Bl‘ ra“ Kpy sreeese Kypy ral
B, a, L oG Kom a,

— b—— . 53
T4, R @yiy 0...1..... 0| lay 8]
Tone, | @y | OO 1...0§ | a,

o*
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Hierin sind die «;; die Elemente aus %, , in (44). In der (v 4 1)-ten Zeile von R,
steht an der s;-ten Stelle eine 1, in der (» 4+ 2)-ten Zeile an der s,-ten Stelle eine 1
usw., schlieBlich in der n-ten Zeile an der s,_,-ten Stelle eine 1, wihrend alle anderen
Stellen in der (v + 1)-ten bis n-ten Zeile mit 0 belegt sind. Da M, den Ubergang
von einer Basis zu einer anderen vermittelt, existiert auch zu M, die Matrix ;!
mit MM, = €,, und damit erhilt man aus (53) sofort

a, 1 B;)
a, B,
p—— —1
| =T . | (54)
{ @n 7 ony

Verwendet man (51) und nochmals (53), so ergibt sich aus (54) schlieBlich

o(a,) a
°@) | _ gprgream, | (55)
a(a..,) Qyyy
o(a,) a.u
mit
A, = M1AIM, (56)

als der den Automorphismus ¢ vermittelnden Matrix beziiglich der Basis a,, ..., ay,.

Beispiel. @ sei vom Typus (2,2, 2, 2, 2, 2, 2), und a,, a,, as, a,, as, a,, a, sei eine

feste Basis von G. Der Rang n von @ ist also gleich 7, d. h. gréBer als 2, mithin kann

gleich bei Punkt 2 bzw. bei Punkt 3 begonnen werden. Wird mit Punkt 3 angefangen,
1

so mufB} zundchst ein » mit % + T + (—1)”“% <v<7—1,d h mitd4<y
< 6 gewihlt werden. Es sei z. B. » = 5 und damit » — » = 2. Weiter sei dann
4.7, = {ty), tg, t3, bty ts) = {2,3,4,5,7},als0t; = 2,8, =3,t, = 4,4, =5, t; = T.
5. Es sei-

B, =b,=b,=1(0,1,0,0,0,1,0),

By =b,=b=(,0,10,0,1,0),

By = b, =b,=(0,0,0,1,0,0,0),

B,=b,=b=1(0,00,0,1,1,0),

By = b, =b,=(0,0,0,0,0,0,1).
6. U’ = (B,, By, By, B,, B;}.

151
B, ay 010 0O0T10O0
B, as 0 01 0010
By ) =%,|%|, ,=10 0010 00
B, as ‘000 0110
B/ a 0 000 OO0 1
L)
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Weiter sei

7. Te = {j1, J2} = (3,4}, also j, = 3, ja = 4.

8. Essei €, = ¢;, =¢; = (0,0,1,0,1),Cy = ¢;, = ¢, = (0,0,0, 1, 1).
9. U* = (C,), Gy},

B,
(C,) " ﬁ’ » (0 010 1)
= 02,5 3 ’ 2.5 — .
C, B, 000 11
Bs

10. 8; = {8y, 83} = (1,6}, also 8, = 1, 3, = 6.
K, =(1,0,0,00,0,0) + U’, K, = (0,0,0,0,0,1,0) + U".

‘P*(Kl) = Cu ‘P*(Kz) == Cz-
11. Es sei nun nach § 5, Abschnitt 2, z. B.

:*=7u‘)’12=1011=11
R (}’u 722) (1 1/\0 1 1 0/
12. o(K,) = §(Cy) = C; + C;, @(K;) = §(Cy) = C,.
13. o(g) = g + ¢(K(9)), 2. B.
9=(,10,0,0,0,1) =[(1,0,0,0,0,0,0) + B,] +[(0,0,0,0,0, 1,0) 4 By],
d. h., g liegt in der Klasse K(g) = K, + K,. Nun ist
oKy + K) = ¢(K,) + 9(Kp) = (Cy + C)+C,=C, =B, + B; = (0,0,0,0, 1,1,1)
und damit
U(g) = O‘[(l, 1: 0, 0: 0, 0, 1)] =g+ B4 + BS = (1, 1, Oy O’ 1,1, 0)
=a, + ay + a5 + a,.

1 1\/0 01 0 1 00110
14. @g,(,:@z%z,s:( )( )=( ).

1oloo11 o101

(100000 0

0100000

& o 0010000

9{;=( )=0001000.

D5 10000100

0011010

001010 1]
15. 00100010
0010010
0001000
m,=]0000 11 of
0000001
1000000
00000 1 0
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Durch passende Zeilenumformungen nach Hilfssatz 1 und nach Hilfssatz 2 geht
m-’ in

00000O0T10
1000001
010000 1
s1=]0 010000
0001001
000O00O0O0 1
000O0T1O00

iiber. SchlieBlich erhalt man aus M7!, A$ und M, die Matrix

1001110
0101001
0011001
A = M'ALM, = |0 0 0 1 0 0 0.
0001101
000101°1
00000 O 1]

In der Tat ist auch %2 = €, mod 2. (Alle Rechnungen wurden natiirlich mod 2
durchgefiihrt.) Mit 9 ergibt sich dann der folgende Automorphismus ¢ der Ordnung 2
von G:

ola)) = a; + a, + as + a,,
o(as) = a3 + a4 + a4,
o(a;) = a3 + a4 + a,,
o(a,) = ay,

o(as) = a4 + a5 + a,,
o(as) = a4 + ag + ay,

o(a;) = a,.

§ 8. Bestimmung der Anzahl aller Automorphismen der Ordnung 2
von G im Fall p - 2

Grundlage fiir die Bestimmung der Anzahl Aut, (G, p) aller Automorphismen der
Ordnung 2 von @ im Fall p 3 2 liefert der Satz 4. Danach ist Aut, (G, p) gleich der
Anzahl aller moglichen Darstellungen von G als direkter Summe G = U | U’
zweier Untergruppen U und U’ von @ unter Beriicksichtigung der Reihenfolge der
Summanden. Nach Satz 15 ist nun jede Untergruppe U von @ ein direkter Summand
von G. Ist der Rang n von @ groBer als 1 und U eine feste Untergruppe von G mit
o(U) = p* 1 <k <n — 1, so gibt es nach Satz 17 zu U offenbar so viele verschie-
dene Untergruppen U’ von @ mit @ = U | U’, wie es geordnete Auswahlen vom
Umfang » — k mit Wiederholungen von Elementen aus U gibt. Die Anzahl dieser
Auswahlen werde mit N, ; bezeichnet. Nach ([1], S. 50) ist

Nn.& = pk(n—l‘). (57)
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Zu festem k mit 1 < k < n — 1 werde durch U, ; die Anzahl aller Untergruppen U
von G mit o(U) = p* bezeichnet. Nach [3], S. 53, gilt fiir U, ; die Formel

@ —DHE -1 (p—1)
(p—1(P*— 1) (p*—1)

Die Untergruppen U von G mit o(U) = p*, 1 <k <n — 1, liefern also U, ;- N,
Darstellungen von @ in der Form @ = U | U’ und damit U, - N, ; Automorphis-
men der Ordnung 2 von G. Da man fiir ¥ == 0 nur die Darstellung G = (0} 4+ @
und fiir k¥ = n nur die Darstellung G = @ {- {0}, d. h. nach Bemerkung 1 den Auto-
morphismus r bzw. den identischen Automorphismus & erhilt, ergibt sich fiir
Aut, (@, p) schlieBlich

Un.b =

(68)

n—1
Aut, (G, p) = 2 +k§ Upi  Nut- (69)

Im Fall n = 1 gibt es nur den identischen Automorphismus ¢ und den Automorphis-
mus 7 aus Bemerkung 1 als einzige Automorphismen der Ordnung 2 von @. Mithin
ergibt sich unter Beriicksichtigung von (57) und (58) als Resultat der folgende Satz.

Satz 19. Ist G eine endliche elementare abelsche Gruppe vom Rang n = 1 fiir die Prim-
zahl p = 2, so gilt fiir die Anzahl Aut, (@, p) der Automorphismen o der Ordnung 2
von G (unter Einschluf des identischen Automorphismus ¢ = ¢) die Formel

2 fir n=1,
Aut, (G, p) = "l (ph — 1) (p"! — 1)... (pnk+1 — 1)
B T Y RS T}

pkin=h fir n=2.
(60)

Bemerkung 6. GemidB den Ausfiihrungen in der Einleitung liefert die Formel
(60) dann natiirlich auch die Anzahl der Lisungen der Matrizenkongruenz X2 = @,
mod p fiir p &+ 2.

Bemerkung 7. Der Ausdruck
(p* — ) (@" 1 — 1) (p*FH2 — 1) pHu—b
P—=1HE -1 -1

hat fiir £ = ¢ und fiir ¥ = n — ¢ denselben Wert, denn es ist offenbar

" = D" =1 (P = 1 (p*f — 1) (PP — 1) (p — 1) pH-0
=@ = DE" =D (e = D (' — 1) (82— 1) (p — 1) pH9,

woraus durch Division sofort

(@ = D@D ) () (E D) — )
P—DP—D-(p—-1 P P

P—D@EE—-1---(p~*—1)
_@ =0t (P — 1) i)
T T Vs VI

folgt, was die Gleichheit von (61) fiir k¥ = ¢ und fiir k = n — 4 ergibt. In (60) braucht
n—1
2

o)

also in der rechts stehenden Summe nur bis

bei ungeradem 7 bzw. bis % —1



136 Kravus Larr

bei geradem n addiert und die entstehende Summe mit 2 multipliziert zu werden.

Bei geradem n muB aber anschlieBend noch der Summand fiir k& = 2 hinzuaddiert
werden. Um zu einer einheitlichen Schreibweise zu kommen, kann 2

n—1 (1 1 ‘
N=-——2 —(I+(_l) ‘74‘) (62a)

und

1 1
=1 == — 1)+ 2
M=1 (2+( 1) 2) (62h)
gesetzt werden, womit sich dann (60) in der folgenden Form schreiben a8t :

2 fir n=1,
(p — (P 1—1)..-(p* 1 —1)
2 k(n— k)
A, @p = T T oo ?
(p—l)(p“—n N — 1)
M
T E D o)

p(N+l)(ﬂ-'N‘-U fir n >2

o e

(62)
Beispiel. Im Fall n = 4, p = 3 ist
4—1 1 1 1 1
T e— | — —1)4 —) = = —_—_ — b__) =
N 3 (4+( 1) 4) 1, M=1 (24.—( 1) 2) 1,
also
'3 F-—1n@E -1
— 3 YV W ) g
Auty (G, p) = Auty (,3) =2 + 2. 3P 41, @ 1)(32_1)¥
=242 gq 27-+-80 28 -81 =2+ 80-27 + 130 - 81 = 12692,

-8

d. h., eine (endliche) elementare abelsche Gruppe ¢ vom Typus (3, 3, 3, 3) besitzt
12692 Automorphismen der Ordnung 2, bzw. die Matrizenkongruenz

Ty Tyg T3 Ty 1 0 0 O
1
gy Tgg Tgy Tgy - 0 0 0 mod 3
T3y T3y T33 T34 0010
T4y Tyg Tyy Ty 0 0 0 1

hat 12692 Losungen. Alle diese 12692 Automorphismen bzw. Losungen lassen sich
nach § 6 explizit angeben.

§ 9. Bestimmung der Anzahl aller Automorphismen der Ordnung 2
von G im Fall p = 2

Grundlage fiir die Bestimmung der Anzahl Aut, (G, p) aller Automorphismen
der Ordnung 2 von @ im Fall p = 2 liefert der Satz 10. Danach ist Aut; (G, p)
= Auty(@, 2) gleich der Anzahl der Tripel (U’, U*, ), wobei U’, U* ein Untergruppen-
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paar von @ mit {0} = U’, U* < U’, o(U*) - o(U’) = o(@) und ¢ ein Isomorphismus
von G/U' auf U* ist. Wenn der Rang n von @ gleich 1 ist, existiert nur ein Tripel
dieser Art, namlich das Tripel (G, {0}, ¢), wobei ¢ der triviale Isomorphismus von
G/@ auf {0} ist. Mithin ist in diesem Fall Auty (@,2) = 1. Ist » = 2 und U’ = G,
so existiert zu U’ auch nur ein einziges Tripel der obigen Art, nimlich ebenfalls das
Tripel (@, {0}, ¢) mit ¢ wie vorhin. Die Untergruppe U’ = @ von @ liefert also nur
einen einzigen Automorphismus von @, nimlich den identischen Automorphismus

o = ¢ von G. Als weitere Untergruppen U’ von G kommen dann nur diejenigen der
Ordnung 2’ in Betracht mit

| 8

1 1
'1_— —_—
+(—4—+—(-—1)+ 4)—-RSvSn 1

(§ 5, Abschnitt 1). Zu jeder solchen Untergruppe U’ existieren dann U,,., (Be-
zeichnung wie in §8) Untergruppen U* der Ordnung 2"’ von U’ mit o(U*) - o(U’)
= o(@) = 2". Nach § 5, Abschnitt 2, ist die Anzahl 4, der Isomorphismen von
G|U’ auf U* gleich der Anzahl der Automorphismen von U*. Eine Untergruppe U’
der Ordnung 2’ von @ mit R < » < n — 1 liefert also U, ,_, - 4,-, Automorphismen ¢
der Ordnung 2 von (. Da zu jedem » mit R < v < n — 1 gerade U, , Untergruppen
U’ der Ordnung 2’ von @ existieren, ist also, wenn noch U’ = @ mit beriicksichtigt
wird, im Fall » = 2

n—1
Aut, (G,2) =1+ Z Un,v » Uyuy * Aper (63)
v=R

Nach [2], S. 116, ist
8
Ay=p"tV [T (p* — pY)
=1

die Ordnung der Automorphismengruppe einer endlichen abelschen Gruppe der

Ordnung p* und vom Typus (p%, 77, ..., p?, s-mal), wobei p eine beliebige Primzahl
und § = 1 ist. Im vorliegenden Fall ist also

An_' — (2n—v —_ 1) (2”—7 — 2) (29!—' —_ 22) R (2”—- — 2"—'—1)
(siehe auch [4], S. 106) oder
A, ,=2.28... 20120 _ 1) (28--1 _ 1) (22 — 1)... (2t — 1)

(n—s)(n—r»—1)

=2 7 (@2 — 1)@l —1) (22— 1) ... (20— 1),
Entsprechend (58) gilt ferner

(2% — 1) (2% 1 — 1) ... (21 — 1)

U, = (2 —1)(22 —1)..- (2" — 1)

und
(2! - 1) (2'—1 —_ 1) PP (22'—l+1 - 1)
2t —1)(22—1)... (2~ —1)

Mithin gilt der folgende Satz.

Satz 20. Ist @ eine endliche elementare abelsche Gruppe vom Rang n = 1 fiir die Prim-
zahl p = 2, so gilt filr die Anzahl Aut, (@, p) = Aut, (@, 2) der Automorphismen o

Uv,n—- =
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der Ordnung 2 von G (unter Einschluf des identischen Automorphismus o = ¢)

1 fir n=1,
n—1 (B—rim—y—1

14 ) 2 2 (2% — 1)(2"1 — 1)... (2741 — 1)
r=R

Auty (@, 2) = | (2 — 1)(2-t — 1)... (21 — 1)
@ —1DET -1 (2 -1)(2 -1

) fir n =2, (64)

n 1 w1 3
R=§+(z+(—l) 174‘)'

Bemerkung 8. Wie im Fall p 3= 2 die Formel (60) so laBt sich auch hier im Fall
p = 2 die Formel (64) fiir die Rechnung noch etwas vereinfachen. Offenbar ist fiir
v—=RR+1,..,n—1

(R—y)(n—»r—1)
K, =2 2 (2" — 1)(2%1 — 1)... (2741 — 1) ,
(21 _— 1)(2v-l - 1) (22v—-1.'+1 — l)
@ —NnErT—1.-(2—-1)(2' —1)

_ 2('!—7)(!;—!—-1) (2,. . l) (2;.-1 — 1) (2n--+1 — 1) _
- (22" — 1) (28-%-1 — 1)... (22 — 1) (2t —1) -

B,, (6b)

allerdings unter der Voraussetzung » > %

Weiterhin ist sicherlich

, was bei ungeradem 7 stets erfiillt ist.

5 2(n—-)(;~-—n) (2" — 1)(27-1 — 1)... (2%"+1 — 1)
y = (¥ = 1) (21 —1)... (28 — 1) (2 — 1)

(n—r)(n—v—1)

2 (2: - 1) (2»—1 — 1) (22-—n+1 == 1) -
@ —-nE=)@-nE -1

=2

(66)

2n + 1

falls 2r —n =2n—v4+1,d.h. 3v =2 2n + 1, also » = = 8* ist. Nun ist

bei ungeradem n offenbar n — R 4+ 1 = R und bei geradem n dagegen n — R + 1

= R + 1. Wird also von » = n — R + 1 an summiert, so ist stets » > %, und
man kann, falls noch n > 2 ist,

n—1 n—1
Y K,= X B + MKp (67)
=R r=8—R+1 | 1

schreiben, wenn wieder M =1 — 5 + (—1)"“1% gesetzt wird. M ist nur bei

geradem 7 ungleich Null. Fiir gerades n ergibt sich durch Einsetzen in K, :

Kp=2"""
R = .

(2% — 1) (271 — 1) ... (2%R+1 _ 1), (68)

n—1
Ist n = 2, so tritt die Summe J; B, in (67) nicht auf, und man erhilt aus (67)
v=n—R+1

Z:K, = Ky. (69)
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-1
Wird im Fall n > 2 die Summe '2 B, in (67) auf die Form

r=8—R+1

n—1 y<S* n—1
Y B=J3 B+ ¥ C, (70)

r=n—R+1 r=n—R+1 v S*

1
2L ist, so tritt die zweite Summe rechts in

2n + 1

gebracht, wobei wie oben S* =
, also n = 4 ist. Damit die erste

(70) natiirlich nur dann auf, wennn — 1 =

3 2n + 1
Summe rechts in (70) auftreten kann, muBn — R 4+ 1 < 3 dh.n<3R -2
gelten. Fiir gerades n, also fir R = -:i, folgt dann = <-; n—2, d.h. n>4¢,

und fiir ungerades 7, also fir R = e 1, ist n < % m+1)—2, dh n>1.

2
Zusammenfassend 1d8¢ sich also die Formel (64) auch wie folgt schreiben:
(1 ‘ fir n=1,
1+ Kg fir n=2,
n—1
1+ 3 B, fir n=3,
Auty (G,2) =] "TRTRH (71)
1+ 3 C, + Kz fir »n =4,
v=n—R+1
S n-1
14+ 3 B, + )] C, + MKy fir n=5.
v=n—R+1 vy=8+1

Hierbei ist
Kp= 2" (20 _ 1) (21 — 1)... (2"-R+1 _ 1), (T1a)
P @ nemoy
e T e U8
R=2+ (% + (—1y %) (71d)
‘ M=1—(—;-+(——1)"+1-;—), , (71e)

enthalten ist.
(T1£)

8 = GroBte positive ganze Zahl, die echt in §* =

2n + 1
3

Bemerkung 9. Die Formel (71) hat gegeniiber der Formel (64) den Vorteil, da8 alle
Faktoren der Form 2/ — 1, die in (64) im Zahler und im Nenner gleichzeitig auf-
treten, in (71) weggekiirzt sind.
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Beispie. InFalln =7ist S=4,R=4, M =0,n — R + 1 =4, also
Aut, (@,2) =1+ B, + Cs + Cy

(7—4)(71—4-1)
L G 7 @ — (@ — 12— 1)
=142 2 @1

(7—-5)(7-5—1)
— (-2 —-1)(2° —1)(2* —1)
i FoH @ =1

(7—6)(7—86—1)
O-80-e-D (91 _ )98 _ 1)
w& ¢ @ —1)

127 - 63‘;- 318 g 107 w3

=14 29763720 + 2480310 + 8001 = 32252032,

d. h., eine (endliche) elementare abelsche Gruppe & vom Typus (2, 2, 2, 2, 2, 2, 2)
besitzt 322562032 Automorphismen der Ordnung 2, bzw. die Matrizenkongruenz

=1423%.127.63.31.15+ 2.

Tyyon. Tz 1.. .. 0
=[|. . . ] mod2
x", -..177 O‘o . - ‘1

hat 32262032 Losungen. Alle diese 32252032 Automorphismen bzw. Losungen lassen
sich nach § 7 explizit angeben.
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