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Bemerkungen zur axiomatischen Konvexititstheorie

SIEGFRIED GOTTWALD

Die hier als axiomatische Konvexititstheorie bezeichneten algebraischen Unter-
suchungen gehen zuriick auf Arbeiten von W. PrRENowrTZ (vgl. z. B. [4], oder als
neuere Darstellungen [5], [6]), der auf dem Weg iiber eine Umdeutung der Zwischen-
Relation, wie sie etwa von O. VEBLEN [9] beim Aufbau der Geometrie wesentlich be-
nutzt wurde, in eine 2-stellige mengenwertige Operation zu algebraischen Betrach-
tungen iiber geometrische Fragen angeregt wurde. Zusidtzlich zu diesem Hinter-
grund wird das Interesse an dieser allgemeinen Konvexitéitstheorie heute auch da-
durch gefordert, daBl der Konvexititsbegriff in vielen Fragen der Optimierungs-
theorie eine wichtige Rolle spielt.

Eine Reihe verschiedener Ansiitze zu einer axiomatischen Konvexititstheorie sind
von L. TEscHKE/G. HEIDEKRUGER [8] vergleichend betrachtet worden. Bei einem
solchen Vergleich ist es immer giinstig, fiir den weiteren Aufbau der Theorie wich-
tige elementare Eigenschaften moglichst unter Vermeidung unnatiger Voraussetzun-
gen herzuleiten. Dieser Gesichtspunkt spielte bisher hauptsichlich bei V. W. BRYANT
[1] eine Rolle. Wir wollen solche Betrachtungen in dieser Arbeit ein wenig ausbauen.
Dies wird schlieBlich zu einer Modifizierung und Erweiterung des Bryantschen Unab-
hingigkeitsresultates aus [1] fiihren.

1. Grundeigenschaften und einfache Folgerungen

Fest vorgegeben seien eine Menge V und eine bindre Operation -: V X V — PV,
d. h. eine I'ntervallkonvexitdt - auf V in der Terminologie von z. B. [3]. Wir betrachten
die Struktur (V,-). Fiir a,b € V soll statt a - b auch kurz ab geschrieben werden;
kleine lateinische Buchstaben sind Variable fiir die Elemente von V. Die iiblichen
Ausdrucksmittel der Pridikatenlogik der 1. Stufe werden ohne Kommentar benutzt.
il bedeute Beweisende.

Neben der Verbindungsoperation - benstigen wir auch oft die mit ihrer Hilfe erklirte
Operation [: V X V — PV, die definiert ist durch

alb:= (x| a € bz}.

Feststehende Bezeichnung benutzen wir ebenfalls fiir die der Verbindungsoperation -
zugeordnete ,,Zwischen‘‘-Relation R, die definiert sei durch

R(a, b, c):< b€ ac.
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Dann ist sofort
b€ace R(a,b,c)>ccbdla.

Mithin ist nicht nur die Operation | mittels der Operation - definierbar, sondern
auch . mittels /:

a-b=(z|bc€ z/a}.

Interpretiert man geometrisch a - b als ,,Verbindungsstrecke* von a und b, so ist
der ,,8trahl* a/b auch interpretierbar als der ,,b-Schatten®, den a relativ zur ,,Quelle*
b hat.

Fiir spater wiederholt zu betrachtende Eigenschaften fiihren wir die folgenden Ab-
kiirzungen ein:

(KOM) Vavba-b=>b-a),

(KOM*) Vavba-bSbd.a),

(ASS) \/a\/b\/c(a-(b-c):(a-b)-c),
(ASS*) vavbvc(a-(b-c)g(a-b).c),
(QUOT) VaVbVca-(be) S (a-b)e),
(EX) VY a VY b(a/db &+ 0),

(NONL) VY ala€a-a),

(SING-) VY aa-a < {a)),

(SING/) V a(aja S |a)).

Wir folgen dem Vorgehen in z. B. [1], [2] und fassen die letzten drei Aussagen in
dieser Liste zusammen:

(EQU) V a(a-a = ala = (a}).

Einige einfache Zusammenhénge sind offensichtlich. Wir erwihnen etwa (vgl. auch
[t
(KOM) « (KOM*),

(ASS) — (ASS*),
(KOM) — ((ASS) < (ABS*)).

Nennt man, Propanov [7] folgend (vgl. auch [8]), die Struktur (V’, -) einen zweifach
assoziativen Raum, falls (KOM), (ASS) und (QUOT) gelten, so hat man unmittelbar

Satz 1. (V, -) ist genau dann ein zweifach assoziativer Raum, wenn (KOM*), (ASS*)
und (QUOT) gelten. g
Leicht nachzuweisen ist die Beziehung

(KOM) |- (AS8) » VaVbVcla-(b-c)=b-(c-a)).

Da bei geometrischer Deutung mittels der ,,Zwischen‘-Relation R ein Produkt der
Form a - (b - ¢) im wesentlichen das ,,Innere* des ,,Dreiecks* mit den »Eckpunkten‘
a, b, ¢ ist, besagt unter Voraussetzung von (KOM) also (ASS) geometrisch die Un-
. abhingigkeit des ,,Dreiecksinneren* von der Reihenfolge der ,,Eckpunkte®.
Riickgriff auf die ,,Zwischen‘-Relation R gibt sofort auch

@€ aa < R(a,a,a) < ac€ala
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sowie
z € b(a[b) « 3 y(R(b, a,y) A R, 2, ¥)),

also speziell
V a V bla € b(a/b) « a/b + B).
Analog kann man zeigen:
(KOM) |-\ a \/ b(b € a/(a[b) < a/b =+ ).
Sofort sieht man auch
acab—bcala.
Damit kann man beweisen, daB gilt:
(*) SINGH)-VaVvVbVcelccabra +£b—>c 3 a)
und also auch
(SING/), KOM)[—-VVaVb\Velceabra +=b-—>a+c D).

Zur Formulierung weiterer Eigenschaften und Beziehungen erklaren wir noch eine
biniire Relation ~ in P}~ durch

A~B:©AnB+0
fiir alle 4, B € PV. Damit werden noch folgende Eigenschaften eingefiihrt:
(A)  VaVvbVecVdab~cld—>dar be), '
(A™ VaVvbVeceV dalba c/d—>ad~ be),
(JOIN) VaVb\VWcaa~acabzi+c—>becacvceab).

Uber die Relation R gewinnt man fiir sie leicht geometrische Deutungen; man vgl.
etwa [4].

Es ist interessant, die Assoziativitit der Verbindungsoperation - noch etwas genauer
zu betrachten.

Satz 2. Fiir beliebige a, b, c gilt
(a) (KOM) | a(bc) = (adb) ¢ < V d(d/a ~ bc — ab ~ d]c),
(b) (KOM) |— a(bc) = (ab) c < V/ d(d[a ~ bc < ab ~ dJc).

Beweis. Offenbar geniigt es, (a) zu zeigen, da (b) sofort daraus folgt. Es ist aber
unter Voraussetzung von (KOM):

a(be) S (ab) ¢ « V d(d € a(be) - d € (ab) c)
<V d(3 =(R(®, z, c) A R(a, d, z))
— Jy(RB(a, y, b) A R(y, d, c)))
o VdF3zxebeazecda)>Tyy € abnye dfc)
o\ d(dfa n bo > abai dje). |

Dieses Ergebnis legt die Frage nahe, ob ein dhnlicher Zusammenhang auch hinter
der unter Voraussetzung von (KOM) geltenden Gleichwertigkeit von (QUOT) und
(/\*) steckt. Dies ist in der Tat der Fall.
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Satz 3. Es gilt fiir alle a, b, ¢
(a) a(bjc) < abjc « \/ d(d[a ~ blc - ab ~ cd),
(b) (QUOT) « (A)-

Beweis. (a) ergibt sich analog zum Beweis von Satz 2 bei Riickgriff auf die ,,Zwi-
schen“-Relation R durch elementare logische Umformungen. (b) ist dann eine ein-
fache Folgerung.

Folgerung.

(a) V a VY ba(bja) S abla — (ab = O — bja = 7)),
(b) (A)—VYaVbalb+ 0 —ba+ 0).

Beweis. Durch einfache Umformungen aus Satz 3. |

Der Vollstandigkeit halber sei noch erwiihnt, daB man in derselben Weise fiir beliebige
a, b, ¢ zeigen kann:

(KOM) |- a/(c[b) S abjc « \/ d(a/d ~ c[b — ab ~ cd).
Als Spezialfall gewinnt man

(KOM) |- V a \/ b(a/(a/b) S abja — (ab = @ — bja = 0)).
Satz 4.

(A)}—Va\/b\/c(a(bc): A —ac = Gvbc:ﬁ).

Beweis. Es gelte (/) und es sei a(bc) = 0. Wire dann ac 4 4 und bc 5= 9, so gibe
es Elemente z, y mit R(a, z, ¢) und R(b, y, c), also wire ¢ € x/a n y/b, mithin bx ~ ay
wegen (/\), also ay 5 @ bei y € be, also a(bc) + J. Widerspruch. |

Folgerung.
(A), (ASS*) |-V a \/ blab = @ - \/ clac = O v be = 0)).

Dies ist in [8] fiir zweifach assoziative Riaume gezeigt worden unter Benutzung der
Kommutativitit der Verbindungsoperation.

SchlieBlich wollen wir noch einige Resultate unserer Operationen -, [ als disjunkt nach-
weisen.

Satz b.

(a) (A), SING) |-V a V bla + b —afbnbla =0),
(b) (A), (SING-), (KOM), (SING/) |-V a \ ba & b —ab n a/b = 9).

Beweis. (a) Unter den angegebenen Voraussetzungen sei a/b ~ bla, d.h. a/b
nbla + J; dann ist aa ~ bb nach (/\), also aa 3 0 = bb und damit aa = (a},
bb = (b} und {a} n {b} & @. Also ist dann a = b. Kontraposition fiihrt zur Be-
hauptung.

(b) Es sei wieder unter den jetzt angegebenen Voraussetzungen ab =~ a/b, also etwa
z € ab n a/b. Dann ist wegen (KOM) b € a/z n z/a, also aa ~ xx nach (A), alsoa =z
wie eben abzuleiten. Also ist @ € ab und daher a = b wegen (*). Wieder kontraponiere
man. |
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2. Unabhiingigkeitsresultate

BryaxT [1] nennt (V, ) einen Konvexititsraum, wenn (EX), (KOM), (ASS), (A®*),
V a VY b(ab % @) und (EQU) erfiillt sind. Er zeigt in (1], daB es bereits geniigt, von
(V, -) die Eigenschaften

(+) (EX), (ASS), (A*), (EQU)

zu zeigen, um zu wissen, daB (V, -) ein Konvexitiatsraum ist.
Da offenbar

(KOM) = (A) < (A*) « (QUOT)

gilt, ist jeder Konvexitdtsraum auch ein zweifach assoziativer Raum. Dies legt die
Frage nahe, ob man eine Charakterisierung der Konvexitiatsraume finden kann, deren
Bedingungen wie in [1] voneinander unabhéngig sind, die aber (/\), d. h. (QUOT),
statt (/\*) benutzt. Allerdings kann man nicht cinfach in (4 ) die Eigenschaft (/\ *)
gegen (/\) austauschen, denn es gilt folgender

Satz 6. (EX), (ASS), (A), (EQU) - (KOM).
Beweis. Wir wahlen V = {0, 1) und setzen
0-0=1-0=1(0}, 0-1=1.1=(1}.

Dannist 1.0 =0 - 1, also (KOM) nicht erfiillt. Andererseits ist stets ab = (b}, also
(ab) ¢ = {c} = a(bc). Mithin gilt (ASS). Es ist auch stets a/b = {a}, also gelten (EX)
und (EQU). Fiir (/\) schlieBlich geniigt es, statt allgemein

alb ~ ¢/d - da ~ bec
zu zeigen, sich auf den Nachweis von
(**) alb ~ ald - da ~ ba

zu beschrinken. Es ist aber stets da nba = {a} n {a} & O, also (**) immer zu-
treffend. §

Satz 7. Die Aussagenmenge
{(EX), (KOM), (ASS), (A), (EQU))
st ein unabhingiges Axiomensystem fir Konvexititsriume.

Beweis. Wegen (KOM) A (/) = (/A *) handelt es sich sicherlich um ein Axiomen-
system fiir Konvexititsriume. Nach Satz 6 ist (KOM) nicht aus den restlichen Aus-
sagen herleitbar. Die Nichtherleitbarkeit von (EX) bzw. (ASS), (/\), (EQU) aus den
jeweils restlichen Aussagen zeigen die Beispiele I bzw. III, IV, IIii aus [1]. |

Nennen wir noch gemi8 [8] die Struktur (V, -) einen verallgemeinerten Konvexitdts-
raum, falls die Eigenschaften

(EX), (KOM), (ASS), (A\*), (NONL)
erfiillt sind, so haben wir die

Folgerung. Ein unabhingiges Axiomensystem fiir verallgemeinerte Konvexititsriume
18t die Aussagenmenge

((EX), (KOM), (ASS), (A), (NONL)}.
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Beweis. Es ist wegen Satz 7 nur zu zeigen, dafl (NONL) nicht aus den restlichen
Aussagen folgt. Dies ergibt sich aber aus Beispiel 6 von [8]. §

Die Terminologie ist noch nicht einheitlich in diesem Zusammenhang; z. B. fordern
V. W. BryanTt/R. J. WEBSTER in [2] noch die Eigenschaft (JOIN) von einem Kon-
vexitdtsraum, womit sie W. PRENowrTz [4] folgen. Das in diesem Fall echt weniger
Strukturen (V, -) als Konvexitidtsraume bezeichnet werden, zeigt

Satz 8. (EX), (KOM), (ASS), (A), (EQU) + (JOIN).

Beweis. [8], Beispiel 5. |
Endlich erhdlt man auch noch

Satz 9. Die Aussagenmenge
((EX), (KOM), (A88), (A), (EQU), (JOIN))
18t unabhingig.

Beweis. Die Beispiele I, III, IV, IIii aus [1] erfiillen (in dieser Reihenfolge) jeweils
gerade (EX), (ASS), (A), (EQU) nicht, aber alle anderen Aussagen. Das im Beweis
zu Satz 8 konstruierte Beispiel erfiillt nur (KOM) nicht. SchlieBlich erfiillt Beispiel 5
aus [8] nur (JOIN) nicht. §
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