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Zur Differentialgeometrie der Untermannigfaltigkeiten
eines Kleinschen Raumes

RoLF SULANKE und Arors SvEc

Einleitung

Die von E. CARTAN [4] stammende Methode des ,,repére mobile* zur Entwicklung
der Differentialgeometrie der Untermannigfaltigkeiten eines Kleinschen Raumes
X" = G"/H™ " ist seit langem bekannt und wurde in zahlreichen Spezialfillen erfolg-
reich angewandt, man vergleiche etwa W. BLASCHKE und H. REICHARDT [1] und
J. Favarp [6]. Wie P. Grirrrras [11] bemerkt, ist diese Methode jedoch kaum ge-
niigend theoretisch fundiert. In der vorliegenden Arbeit soll nun der Versuch gemacht
werden, die E.-Cartansche Theorie in moderner Terminologie und priziser Form
herauszuarbeiten. In § 1 werden zuerst das Aquivalenz- und das Kongruenzproblem
formuliert; es wird der Begriff einer G-Invariante einer Klasse § vom Immersionen
eingefiihrt und gesagt, was wir unter einer Losung des Kongruenzproblems ver-
stehen wollen. Bekanntes Material iiber Transformationsgruppen wird in § 2 fiir die
spiteren Anwendungen aufbereitet. Der § 3 beginnt mit der Analyse der Struktur, die
von einer Immersion f: Y™ — X" iiber der Mannigfaltigkeit Y™ induziert wird.
Hierdurch werden wir auf den fiir die Arbeit grundlegenden Begriff einer g,H-
Struktur iiber Y™ gefiihrt, der ein Spezialfall eines von A.8vEo [20] definierten
Strukturbegriffs ist. Es wird ein allgemeiner Existenz- und Eindeutigkeitssatz be-
wiesen, aus dem folgt, daB die Isomorphieklassen global flacher g,H-Strukturen den
Aquivalenzklassen der Immersionen f: Y™ — X" entsprechen. Wir lassen dabei auch
zu, dal Y™ nicht einfach zusammenhidngend ist. Es entsteht nun die Aufgabe, die
g,H-Strukturen durch geometrische Objekte iiber Y™ zu charakterisieren. Dazu kann
das E.-Cartansche Reduktionsverfahren dienen, das wir in § 4 behandeln. Mit seiner
Hilfe gelingt es oft, die g,H-Strukturen in kanonischer Weise auf immer kleinere
Untergruppen H; — H zu reduzieren und im giinstigen Fall auf ein kanonisches
begleitendes Reper zu kommen. Wir lehnen uns hier eng an E. CARTAN an und ver- -
meiden es, die dort mitunter unbefriedigende begriffliche Begriindung durch einen
komplizierteren, bei E. CARTAN [4] nicht vorkommenden formalen Apparat zu er-
setzen, der die geometrische Deutung und begriffliche Durchdringung eher erschweren
als erleichtern wiirde. Es gelingt, die von E. CARTAN stammende Methode geome-
trisch zu interpretieren und hinreichende Bedingungen fiir ihre Anwendbarkeit anzu-
geben. Das Wesentliche dieser Bedingungen liegt darin, da8 es moglich sein muB, die
im Verlaufe des Reduktionsprozesses auftretenden Transformationsgruppen in be-
sonders einfache, von uns normal genannte Wirkungen aufzulésen. Wie wir in § 2
erortern, ist diese Moglichkeit jedenfalls gegeben, wenn die Isotropiegruppe H kompaks
ist. Die Orbitstruktur dieser Transformationsgruppen fiihrt dann auf eine natiirliche,
durch die Geometrie des Raumes X* bestimmte Einteilung der Immersionen
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/: Y™ — X" in gewisse Klassen . Fiir einen Teil dieser Klassen findet man ein (bis auf
diskrete Transformationen) bestimmtes kanonisches Reper, dessen Basisformen und
Koeffizienten ein vollstindiges System von G-Invarianten der Klasse § bilden und
somit das Kongruenzproblem losen. Fiir gewisse Klassen §¥ kann bekanntlich auch
der Fall eintreten, daB ein kanonisches Reper nicht existiert, weil die Immersionen
hohe Symmetrieeigenschaften besitzen. In diesem Zusammenhang beweisen wir den
bereits von E. CARTAN stammenden Satz, dall eine Immersion genau dann lokal ein
Orbit einer Untergruppe K — @ in X" ist, wenn samtliche G-Invarianten ¢: Y™ — R
konstant sind. Der dazwischen liegende Fall, daB nicht konstante Invarianten exi-
stieren und die Reduktion bei einer Untergruppe H; mit dim H; > 0 abbricht, wird
von uns nicht behandelt. Es scheint erforderlich zu sein, hierzu erst einige inter-
essante Beispiele aufzufinden und zu untersuchen. Im iibrigen haben wir bewuflt
darauf verzichtet, in dieser Arbeit weitere Beispiele zu behandeln; mehr oder weniger
einfache Beispiele kann man in der zitierten Literatur in groBer Menge finden. In
komplizierteren Fillen, insbesondere fiir groBe Dimensionen n, bleibt es natiirlich
immer noch eine schwierige Aufgabe, das Reduktionsverfahren praktisch durchzu-
fithren und die damit verbundenen lokalen und globalen Fragen fiir jeden speziellen
Kleinschen Raum zu behandeln. Natiirlich gibt es auch zahlreiche Arbeiten zu der
hier behandelten allgemeinen Problematik, man vgl. S. P. FiNnigov [7], H. GoLLEK
[10], G. F. Laprsew [17], I. KorLA# [15]. Enger verwandt mit den hier angewandten
Methoden sind die Arbeiten von A.Svec [20, 21], R. HERMANN [12] und L. Bo-
JEK [2].

§ 1. Das Kongruenz- und das Aquivalenzproblem

Wir betrachten im folgenden Immersionen f: Y™ — X® von zusammenhdngenden
differenzierbaren Mannigfaltigkeiten Y™ der Dimension m in einen G-Raum X",
iiber dem die Liesche Gruppe @' von links wirkt; fiir g € G bezeichne /,: X" — X"
die g entsprechende Transformation. Alle vorkommenden Mannigfaltigkeiten und
Abbildungen seien von einer geniigend hohen Differenzierbarkeitsklasse, etwa der
Klasse C. Hauptsichlich interessieren uns Immersionen in Kleinsche Raume, d. h.
in transitive G-Rdume X". Die Transitivitdt wird jedoch in § 1 noch nicht be-
noétigt.

Definition 1. Die Immersionen f: Y™ — X*, f: Y™ — X" heiBen dquivalent, wenn
ein Diffeomorphismus ¢: Y™ — ¥™ und ein g € & existieren, so daB

f=lofoep? (1.1)

gilt. Aquivalente Immersionen heiBen kongruent, wenn Y™ = Y™ ist und in (1.1)
@ = idy~ gesetzt werden kann, d. h. f =1, o f ist.

Um zu entscheiden, wann zwei gegebene Immersionen kongruent bzw. dquivalent
gind, versucht man, vollstindige Invariantensysteme zu finden, deren Uberein-
stimmung die Kongruenz der Immersionen sichert. Zur Prizisierung des Begriffes
einer Invariante einer Immersion f benétigen wir einige einfache Tatsachen iiber geo-
metrische Objekte, fiir die wir auf N. H. Kurper und K. Yano [16] verweisen. Geo-
metrische Objektbiindel k-ter Ordnung sind den Mannigfaltigkeiten Y™ in natiirlicher
Weise zugeordnet; es sind Faserbiindel p: £ — Y™, die zu den Hauptfaserbiindeln
der Repers k-ter Ordnung assoziiert sind. Zum Beispiel sind das Tangentialbiindel
oder allgemeiner die Tensorbiindel iiber Y™ geometrische Objektbiindel erster
Ordnung, die linearen Zusammenhinge sind Schnitte in Objektbiindeln zweiter
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Ordnung, und Funktionen k: Y™ — V, V irgendeine differenzierbare Mannigfaltig-
keit, sind Schnitte in trivialen Objektbiindeln £ = Y™ X V, p = pry: E - V, den
Objektbiindeln nullter Ordnung. Die fiir uns wichtigste Eigenschaft der geometri-
schen Objekte findet ihren Ausdruck in dem folgenden Satz:

Satz 1.1. Ist ¢: Y™ > Y™ ein lokaler Diffeomorphismus und sind E(Y™, p, F),
E(Y™, p, F) geometrische Objektbiindel iiber Y™ bzw. Y™ desselben Typs F und der-
selben Ordnung k, so extistiert eine kanonisch definierte Hebung @4: E — E von ¢ in die
Biindelrdume, fir die

POgy =@Op (1.2)

gilt. @, tst ein lokaler Diffeomorphismus, und bijektiv genau dann, wenn @ bijektiv
wst. [

Fiir einen Diffeomorphismus ¢ definiert
GEY™ > (pus) (7):= pe0s0g (G € E (1.3)

zu jedem Schnitt s von p: E — ¥™ einen Schnitt von #: E — Y™, das Bild ¢,s von s
bet p. Im folgenden wollen wir unter einem geometrischen Objekt tiber Y™ einen Schnitt
eines geometrischen Objektbiindels iiber Y™ verstehen; gewohnlich kommt man in
den klassischen Fillen der Differentialgeometrie der Immersionen mit den oben er-
wihnten Beispielen geometrischer Objekte aus. Es bezeichne Ob (Y™) die
Klasse aller geometrischen Objekte iber Y™ und Ob (m) die Vereinigung
Ob (m) = U Ob (Y™).
Yﬂl

Definition 1.2. Es sei § eine gegeniiber Aquivalenz abgeschlossene Klasse von
Immersionen m-dimensionaler Mannigfaltigkeiten in einen festen G-Raum X*.
Unter einer G-Invarianten der Klasse § verstehen wir eine Zuordnung I: § — Ob (m)
mit den folgenden Eigenschaften: 1. Fiir f: Y™ — X", f € &, ist I(f) € Ob (Y™) ein
geometrisches Objekt iiber Y™ von einem festen, nur von I und nicht von f abhingen-
dem Typ F. — 2. I ist G-invariant, d. h., fiir alle f € §, g €.G gilt

I(f o f) = I(f).

3. I ist invariant gegeniiber Diffeomorphismen, d. h., ist ¢: Y™ — ¥™ ein Diffeo-
morphismus und ¢, die Hebung von ¢ in die geometrischen Objektbiindel vom Typ F,

so gilt
I(f o 97) = gu(I(f)-

Unter einer Losung des Kongruenzproblems fiir die Klasse & verstehen wir die Angabe
einer endlichen Folge (I, ..., I;) von G-Invarianten der Klasse § derart, da3 zwei Im-
~mersionen f,f: Y™ — X" der Klasse ¥ genau dann kongruent sind, wenn I,(f) = I,(f)
fiirx =1, ..., k gilt; (Iy,...,I;) heiBt dann ein vollstindiges Invariantensystem fiir .
Schwieriger als das Kongruenzproblem ist das folgende Agquivalenzproblem zu be-
handeln: Es seien Immersionen f: ¥™ — X*, f: Y™ > X" gegeben. Unter welchen
Bedingungen sind sie quivalent? Wir werden uns in dieser Arbeit mit dem Aquivalenz-
problem nicht beschéftigen. Es sei nur das folgende, in der Differentialgeometrie in
vielen Spezialfillen angewandte Kriterium formuliert, dessen Beweis trivial ist:

Satz 1.2. Es ses (I, ..., I}) ein vollstindiges Invariantensystem fiir eine Klasse & von
Immersionen in den G-Raum X*. Die Immersionen f, f € & sind genau dann dquivalent,
wenn es einen Diffeomorphismus @: Y™ — Y™ gibt mit I(f) = q:,,,(I,,(f)) fiir
x=1,...,k O

5 Beitrige zur Algebra 10
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§ 2. Kleinsche Riume und homogene Faserbiindel

In diesem Paragraphen stellen wir einige Begriffe und Fakten zusammen, die im
folgenden benétigt werden. Die hier nicht erklirten Bezeichnungen findet man in
[19]. Es sei X* jetzt ein Kleinscher Raum, also @ transitiv iiber X". Wir wihlen einen
beliebigen, festen Punkt x, ¢ X" als Ursprung und bezeichnen mit H die Isotropie-
gruppe des Punktes z,. Bekanntlich kénnen wir dann X" mit dem Raum der Links-
nebenklassen G'/H'~" = (gH),¢; identifizieren. Wir erhalten so ein Hauptfaser-
biindel n: @ — G/H = X" mit der Projektion n: g+ gH und der Strukturgruppe H,
iiber dem die Gruppe G mittels der Linkstranslationen L,, L,(z) = gz, als Gruppe
von Biindelautomorphismen wirkt, wobei

nol,=lon (2.1)

fiir alle g € @ gilt. Die zu dem Hauptfaserbiindel n: G — X" assoziierten Faserbiindel
p: E — X" nennen wir homogene Faserbiindel; sie sind durch Vorgabe einer Wirkung
der Isotropiegruppe H auf dem Fasertyp F von K eindeutig bestimmt. Auf jedem dieser
Biindel £ wirkt die Gruppe @ als eine Gruppe von Faserisomorphismen, welche die
Fasern transitiv vertauscht, diese Wirkung ist durch

(g, %) € @ X E > Ay(u):= [ga] o [a]* (u) (a € 2} (p(w))) (2.2)
differenzierbar und korrekt definiert (vgl. [19], § I1.2), und es gilt

poiy=lLop (g€ @). (2.3)
Wir zeigen

Satz 2.1. Es set X = G'[H™" ein Kleinscher Raum, E¥ ein G-Raum mit den Trans-
formationen 2;, g € G', und p: E¥ — X" eine G-Invariante, d. k., es gelte wieder (2.3);
p ses eine Submersion. Dann gibt es zu p: E¥ — X" eine eindeutig bestimmte Faser-
biindelstruktur, so daf E der Biindelraum eines zu n: G — X" assoziierten homogenen
Faserbiindels mit dem Fasertyp E., = p~(x,) und der Wirkung

(h,u) € HXE;, > A(u) € E;, (2.4)
von H diber E,, wird; die Wirkung (2.2) von @ iber E¥ stimmt mit der vorgegebenen
Wirkung A von Q tber E¥ tiberein.

Beweis. Weil G iiber X" transitiv wirkt, vertauscht @ die Fasern E, = p~(x)
von E¥ transitiv, und p: E¥ — X" ist wegen (2.3) surjektiv. Offenbar bestimmt (2.4)
eine Transformationsgruppe [H, E,,]. Wir definieren (mit Ty = n(e))

(@) € G X Eqy > [g] u:= Aylu) € BV (2.5)
Dann gilt wegen (2.3) auch [g] 4 € E, mit x = n(g), und wir erhalten wegen % x g
= gh"l

hxgl=[glok' (heHge0). (2.6)
Ferner gilt
[0 Yw) = 4% (u€ E,, z = n(g)). (2.7)

Ist nun (U, g.)c; eine Familie lokaler Schnitte von n: @ — X" mit den Ubergangs-
funktionen A,,, so definiert

u € p7YU,) = p,(u) := (p(w), [g.(p(x))] w) € U, X E,, (2.8)
Biindelkarten, die wegen (2.6) das entsprechende Transformationsverhalten haben:
[gn]-l = [h-u X gl]—l = llm o [gl]—1° (29)
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Damit ist E¥ das zu n: @ — X" assoziierte Faserbiindel mit dem Fasertyp E,, und
der Wirkung (2.4) von H. Aus (2.2), (2.6) und (2.7) folgt sofort gu = [ga] o [a]"} u
= Agq O Ag-tt = Agu fiir alle u € E¥, g € G und a € a~Y(p()). O

Nach Satz 1.1 erfiillen speziell die geometrischen Objektbiindel die Voraussetzungen
von Satz 2.1. Also gilt

Folgerung 2.1. Jedes geometrische Objekthindel p: E — X* iber einem Klesnschen
Raum X" = G[H ist ein zu n: @ — X" assozitertes homogenes Faserbiindel mit dem
Fasertyp E., und der Wirkung

(h,u) € HX E;, > hyu€ E,, (2.10)
von H iiber E . Dabei gilt

[g] () = gyu (w€ Eg), : (2.11)

(g1 (w) = g3'u (u € Eng), (2.12)

[Axgl'=hyolgl* (ReH,ge@).O (2.13)

Die Wirkung von @ iiber homogenen Faserbiindeln ist natiirlich im allgemeinen
nicht transitiv. Daher benétigen wir auch einige Begriffe iiber nicht transitive Trans-
formationsgruppen [@, E]. Fiir beliebiges « ¢ E heiBt die Menge Gu := {gu},cc der
G-Orbit von u. Die Orbits zerlegen E in paarweise disjunkte Teilmengen und bestim-
men daher eine Aquivalenzrelation iiber E, die zu dem Faktorraum £ := E|G,
dem Orbitraum von E unter der Wirkung von G, fiihrt. £ denken wir uns stets mit
der Faktortopologie versehen, das ist diejenige Topologie, fiir die die kanonische
Abbildung ¢: E — £ offen und stetig ist. Zwei Orbits Gu, Gv heiBien von demselben
Typ, wenn die Isotropiegruppen H,, H, von u bzw. v zueinander konjugiert sind;
ein Orbittyp ist also eine Klasse konjugierter Untergruppen (H,):= {gH g }s¢c-

Satz 2.2. Es ses X" = Q[H ein Kleinscher Raum und p: E¥ — X" ein homogenes
Faserbiindel, wobei H die Isotropiegruppe des Punktes x, € X* sei. Fiir B, := E, |H
und B := E¥|@ ist die Zuordnung

a:i=Huc B, »d:=Quck (uck,) (2.14)

ein Homoomorphismus der Orbitraume. Der Orbittyp von u beziiglich H ist enthalten
tm Orbittyp von u beziiglich G.

Wir verzichten auf den einfachen Beweis dieses Satzes, der auf der Homogenitit
des Faserbiindels und der Eigenschaft Hu = Gu n E., fiir alle u € E,, beruht. Die
Orbitstruktur des Biindelraumes eines homogenen Faserbiindels wird also véllig
durch die Wirkung von H iiber E,, bestimmt, was wir im folgenden hiufig anwenden
werden. [

Eine Wirkung von @ iiber E¥ heiBt regulir, wenn auf £ eine differenzierbare Mannig-
faltigkeitsstruktur existiert, so daB die kanonische Abbildung g¢: E — £ eine
Submersion ist; diese differenzierbare Struktur ist dann eindeutig bestimmt (vgl.
J. DIEUDONNE [5], Satz 16.10.3). Im allgemeinen sind selbst die einfachsten linearen
Wirkungen der kompakten klassischen Gruppen nicht regulir. Héufig kann man je-
doch invariante Untermannigfaltigkeiten von ¥ finden, iiber denen die Einschriin-
kung der Wirkung von @ regulir ist. Fiir den Orbittyp (K) einer Transformations-
gruppe [G, E] bezeichnen wir mit Ex, die Menge derjenigen Punkte u € E, deren
Isotropiegruppen zu K konjugiert ist. Dann gilt

5%
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Satz2.3. Es sei p: E¥Y — X" = G[H ein homogenes Faserbiindel; die Isolropie-
gruppe H von z, € X" sei kompakt. Ist (K) ein Orbittyp von E unter der Wirkung von
G, s0 sind die zusammenhingenden Komponenten von E y, differenzierbare Unter-
mannigfaltigkeiten von E¥ (die eventuell verschiedene Dimension haben kinnen). Be-
- zeichnet Efy, die Vereinigung der s-dimensionalen Komponenten von E x,, so ist Efy,
eine invariante Untermannigfaltigkeit von EY¥, iiber der Q regulir wirkt. Wenn der
Fasertyp F = E,, von E¥ kompakt ist, gibt es nur endlich viele Orbittypen in E.

Beweis. Nach Satz 2.2 kénnen wir K — H voraussetzen. Nach einem bekannten
Satz iiber die Wirkung kompakter Gruppen ist E,, eine H-invariante Unter-
mannigfaltigkeit von E.,, iiber der H regulir wirkt (vgl. A. BorEeL [3] oder K. JANICH
[13], S. 8). Offenbar gilt GE,, k) = E,. Es bezeichne py die Einschrinkung p|E ).
Man erkennt leicht, da die Abbildungen (Bezeichnungen analog (2.8))

(x’ u) € U. X Et.(Kl > g,(x) XS p}l(Ul) (2-15)

bijektiv sind ; ihre Inversen sind eine Familie von Biindelkarten, fiir die py : By, — X"
ein differenzierbares, homogenes Faserbiindel iiber X" mit dem Fasertyp E.(K)
wird. Aus Homogenititsgriinden gilt eine analoge Aussage auch fiir E{y,. Die Regu-
laritit der Wirkung von @ iiber E{y, erhilt man aus Satz 2.2 und dem oben zitierten
Satz iiber die Wirkung kompakter Gruppen. Die Existenz von nur endlich vielen
Orbittypen im Fall einer kompakten Faser folgt analog aus einem bekannten Satz
iiber Transformationsgruppen, vgl. K. JAnicH [13], S. 5. [J

Fiir das zu beschreibende Reduktionsverfahren reicht jedoch die Regularitit der
Wirkung noch nicht aus. Wir geben daher folgende

Definition 2.1. Eine Wirkung der Lieschen Gruppe @ iiber der Mannigfaltigkeit
E¥ heiBt normal, wenn sie regulir ist und eine differenzierbare Abbildung s: £ — E
mit den folgenden Eigenschaften existiert: 1. ¢ 0 8 = idg; 2. alle s(4) haben dieselbe
Isotropiegruppe K.

Offenbar haben alle Orbits einer normalen Wirkung denselben Orbittyp. Weil ds
‘maximalen Rang hat, ist s: £ — E eine Immersion; Lemma 2.1 (s. u.) zeigt, daB
#(£) ein Schnitt in einem trivialen Faserbiindel und folglich eine Untermannigfaltig-
keit ist. Denken wir uns einen Schnitt s mit den Eigenschaften 1 und 2 fest gegeben,
80 nennen wir 8(E) eine Normalformenmannigfaltigkeit fiir die Wirkung von @ iiber E;
sie kann mit £ identifiziert werden. Das Element 8(¢(w)) heiBt dann die Normal-
form von u € E.

Lemma 2.1. Die Liesche Gruppe Q wirke normal iiber der Mannigfalisgkeit E¥. Die
Abbildung s: B — E¥ definiere eine Normalformenmannigfaltigkeit mit der Isotropie-
gruppe K. Dann st die Abbsldung

v: (§, 4) € (GIK) X (E|G) > §s(4):= gs(&) € E¥ (2.16)

ein Diffeomorphismus; wirkt G durch g(IK, 4) = (glK, @) diber dem Produkiraum,
80 i3t y esn Tsomorphismus der G-Riume.

Beweis. Die Abbildung (2.16) ist offenbar korrekt definiert und bijektiv. Sie ist
differenzierbar, wie man durch Wahl differenzierbarer lokaler Schnitte % ¢
r>g(h) € @, U <= G/K offen, der kanonischen Abbildung y: @ — @/K erkennt.
Weil wegen der Regularitit der Wirkung N = dim £ + dim /K gilt, geniigt es,
Rang dy = N zu zeigen. Wir betrachten zuerst ¢: (g, #) € @ x £ > u = gs() € E¥
und zeigen Rang dp = N. Fiir das Bild des Differentials gilt Im dg,q) = T'4(Gu)
+ diy 0 dsg(T¢(E)). Nach Definition der Orbitmannigfaltigkeit ist q: B — £ eine
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Submersion, also dim £ = dim E — dim Gu. Weil s eine Immersion und l, ein
Diffeomorphismus ist, gilt N = dim T(Gu) + dim dl, o dsg(Te(E)). Andererseits
ist der Durchschnitt dieser Vektorrdume {o}; aus dl, o ds,(t) € T(Gu) folgt nim-
lich dgodl,odsg(t) = dgq o dsg(t) =t nach Eigenschaft 1 von Definition 2.1.
Nun ist @ = y o (7, idg), woraus wegen N = Rang dp < Rangdy < N die erste
Behauptung folgt. Die zweite Behauptung ist trivial. (]

Wir bemerken, daB E. CARTAN beim Auftreten intransitiver Wirkungen stets die
in (2.16) beschriebene Situation voraussetzt, vgl. [4], §§ 103, 119, 127. Da im allge-
meinen eine Wirkung nicht einmal regulir ist, kommt es darauf an, méglichst groBe
invariante Untermannigfaltigkeiten E; — E zu finden, iiber denen @ normal wirkt;
iiber einem Orbit Gu ist ja die Wirkung trivialerweise normal. DaB dies in den klassi-
schen Fillen oft gelingt, zeigen wieder analoge Uberlegungen wie beim Beweis von
Satz 2.3. Zunichst folgt aus Satz 2.2 und der Definition 2.1 unmittelbar, dafl die
Wirkung von @ iiber einem homogenen Faserbiindel E genau dann normal ist, wenn
die Wirkung von H iiber der Faser E,, diese Eigenschaft besitzt ; eine Normalformen-
mannigfaltigkeit fiir E, /H ist gleichzeitig Normalformenmannigfaltigkeit fiir E/G.
Wenn H kompakt ist, folgt die lokale Existenz von Normalformenmannigfaltigkeiten
" aus dem oben zitierten Satz iiber Orbitbiindel. Nach diesem Satz ist die Menge
P:={u€ E, | H, = K} ein differenzierbares Hauptfaserbiindel iiber der Orhit-
mannigfaltigkeit E, x)/H mit der Strukturgruppe Nx/K, wobei Ny den Normalisa-
tor von K in H bezeichnet. Die lokalen Schnitte dieses Biindels sind als Normal-
formenmannigfaltigkeiten geeignet. Sitze iiber die Wirkung nicht kompakter
Transformationsgruppen findet man bei H. GoLLEk [9], [10]. Wir behandeln noch
kurz zwei einfache Beispiele, die den folgenden Betrachtungen zugrunde liegen.

Beispiel 2.1. Das Tangentialbiindel T X" eines Kleinschen Raumes ist ein homogenes
Vektorraumbiindel. Es gilt g, =dl,, g€ @, und die (2.10) entsprechende Wir-
kung ist die lineare Isotropiedarstellung des Kleinschen Raumes h € H > (dl)),,
€ GL(T,.(X")). Wir bezeichnen mit g, §), ... die Lie-Algebren von @, H, ... und identi-
fizieren oft g = T,@; zur Vereinfachung der Bezeichnungen schreiben wir auch =
statt dn. Wegen §) = Ker  erhalten wir eine Identifizierung

X € g/ > n(X) € T, (X™); (2.17

sie ist eine Aquivalenz der linearen Isotropiedarstellung mit der Darstellung
h € H v Ad(h) € GL(g[H), (2.18)

die reprisentantenweise definiert wird. Ist beispielsweise X* ein symmetrischer Raum
konstanter Schnittkriimmung, so wirkt die Isometriegruppe normal iiber dem Kom-
plemrent E des Nullschnittes von 7T'X", eine von o € T.,(X") ausgehende, in diesem
Vektorraum liegende Halbgerade ist eine Normalformenmannigfaltigkeit, und es
gilt £ ~ R+ ist diffeomorph zur Menge der positiven reellen Zahlen. Fiir die Tangen-
tialbiindel der GraBmann-Mannigfaltigkeiten und der Riume von m-Ebenen des
euklidischen Raumes E" ist die Vereinigung aller Elemente vom Hauptorbittyp
eine normale invariante Untermannigfaltigkeit, fiir die Normalformenmannigfaltig-
keiten (nicht ganz explizit) in [18] angegeben wurden. Weil das Tangentialbiindel
TX* ein iiber die Darstellung (2.18) zum Hauptfaserbiindel z: @ — X* assoziiertes
Vektorraumbiindel ist, entspricht der 1-Form idyy auf X* mit Werten in 7'X"

;airlxe tensorielle 1-Form & vom Typ Ad auf @; aus [19], (II, 9.14), (2.12) und (2.1)
olgt

¥ =d(lmon), =no(dLm), =now, (2.19)
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wobei g € @ gilt und w = dL,-: dg die Strukturform von @ bezeichnet. # entsprioht der
kanonischen Form des Reperbiindels und soll deshalb die kanonische Form des Klein-
schen Raumes genannt werden.

Beispiel 2.2. Fiir jede differenzierbare Mannigfaltigkeit X* ist die Menge G,(X")
der m-dimensionalen Unterriume von X* ein geometrisches Objektbiindel mit dem
Fasertyp G, , — der GraBmann-Mannigfaltigkeit der m-Ebenen des IR*. Fiir einen
Kleinschen Raum X" identifizieren wir R* = g/f) und bemerken, daB G,(X") ein
homogenes Faserbiindel ist, fiir das die Wirkung von H iiber @, , durch die lineare
Isotropiedarstellung (oder (2.18)) induziert wird.

§ 3. g,H-Strukturen und ein allgemeiner Existenzsatz

Es sei X® = G"/H""" ein Kleinscher Raum und f: Y™ — X* eine Immersion. { induziert
aus n: G - X" ein Hauptfaserbiindel E,(Y™, H, p,) und eine Immersion f: E, > @,
80 daB

E L oo
| (3.1)
Y=Ly X»
kommutativ und (f, idy) ein Homomorphismus ist. Dabei gilt

Ey:= (4,9 | (%9 € Y*XG mit gz, = f(y)l,
f = pro| Eo. (3.2)

Die Strukturform w und die kanonische Form # bestimmen entsprechende Formen
wo:= [*w, By:= [*0 auf E,, fir die 8, = n o w, gilt. Das Hauptfaserbiindel E,
heilt Biindel nullter Ordnung und w, (bzw. #,) die Strukturform (bzw. kanonische
Form) nullter Ordnung der Immersion f. Die Form w, hat offenbar folgende Eigen-
schaften:

1. oy tst esne 1-Form auf By vom Typ Ad|H mit Werten in g. Bezeichnet oy: By — E,
die Wirkung von H als Strukturgruppe von E,, so gilt fir alle h € H

atwy = Ad(h) 0 w,. (3.3)
2. Fiir jedes fundamentale Vektorfeld A auf Eo, A € ), gilt
wo(d) = A. (3.4)

3. wy erfiillt die Strukturgleschung
dery = — 5 [0, 0], (35)

4. Es gilt Rang 7 o wg = m.

Zum Beweis der Eigenschaften 1 und 2 verfahrt man genauso wie beim Beweis der
entsprechenden Eigenschaften einer Zusammenhangsform, [19], § II.7; Eigen-
sohaft 3 ergibt sich unmittelbar aus der Strukturgleichung der Lieschen Gruppe G;
sohlieBlich folgt aus der Immersionseigenschaft rg df, = m fiir alle y € Y™ wegen
(3.1) und (2.19) (mit g = f(2), z € Ey):

(Bo)s = dlys 0 dm o (@f), = dly- 0 df o (dpy);- (3.8)
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Weil dp, surjektiv ist, erhalten wir
Im (3): = dip- Im (@f)y, ¥ = Po(2), (3.7)
woraus sich Eigenschaft 4 unmittelbar ergibt.

Definition 3.1. Unter einer g,H-Struktur Eo(Y™, w,) auf Y™ verstehen wir ein Haupt-
faserbiindel E (Y™, H, p,), iiber dem eine Strukturform w, gegeben ist, welche die
Eigenschaften 1 bis 4 besitzt. Ein Isomorphismus ¢,: Eq — E; der Hauptfaser-
biindel mit dem zugehérigen Gruppenisomorphismus idy heilt I'somorphismus der
g,H-Strukturen Eo(Y™, wg), Eg(Y'™, wp), wenn wy = @gayq gilt.

Satz 3.1. Jede Immersion f: Y™ — X" = G[H induziert evne g,H-Struktur E, = {*Q,
0wy = [*o auf Y™, nimlich Biindel und Strukturform nullter Ordnung. Aquivalente
Immersionen induzieren tsomorphe §,H-Strukturen.

Beweis. Der erste Teil des Satzes ist nur eine Zusammenfassung des bereits Bewie-
senen. Zum Beweis der zweiten Behauptung nehmen wiran,dal fund f' =, 0 fo ¢!
dquivalente Immersionen sind. Wir definieren

o: (¥, @) € Eo — (¢(y), ga) € Ej.

Aus ffop=1,0f folgt n(ga) =1, 0n(a) =10 fly) = f’(q)(y)), d. h,, ¢y, a) ist
wirklich ein Element aus Ej. Wegen

@o(*(y, a)) = @o(y, ah~?) = (p(y), gah=?) =h X @o(y, a)

fiir alle b € H ist @, ein Biindelhomomorphismus, und weil ¢ ein Diffeomorphismus
ist, wird (@, idy) ein Biindelisomorphismus von E, auf Ej. SchlieBlich ergibt sich
aus L, o f = f' o @, sofort

wo = [*o =f*o Ljw = (Lo [Y* o = (' 0 go)* 0 = ¢} 0 ["*0 = g5 O

Eine g,H-Struktur li8t sich analog zu einem Zusammenhang auch durch eine Familie
lokaler Formen beschreiben; in dieser Gestalt tritt sie bei vielen differentialgeome-
trischen Untersuchungen auf. Dazu denken wir uns in dem Hauptfaserbiindel E,
eine Familie lokaler Schnitte {2}, gegeben, die begleitenden Repers, deren Defini-
tionsbereiche {U )., eine aus offenen, zusammenhdngenden Mengen bestehende
Uberdeckung der Basis Y™ bilden. Durch z, = h,, X 2, sind die Ubergangsfunktionen
y<U,nU,+> h,(y) € H eindeutig bestimmt. Die Strukturform w, von E, induziert
die Familie {w,).c; lokaler Formen der g,H-Struktur:

W= z..wo = 971(!/) dg, v€l, ' (3.8)

wobeig,:y e U, > | (z.(y)) € @ gesetzt wurde. Die lokalen Formen besitzen folgende
Eigenschaften:

1. o, ist eine 1-Form auf U, mit Werten in g.

2. Firalley€ U, n U, gilt
Wy = Ad(h,") O w, + hmdhuv : (3‘9)
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1
3. do, = —5 [o,0] (€I). (3.10)

4. Rangrow, = m. (3.11)

Analog wie bei einer Zusammenhangsform verifiziert man, dal eine Familie lokaler
Formen die Strukturform w, mit den Eigenschaften 1 bis 4 aus Definition 3.1 ein-
deutig bestimmt. Es gilt nun

Folgerung 3.1. Es sei Eo(Y™, w,) eine g,H-Struktur auf Y™. Die Einbettung ¢: H — G
defintert dann eine eindeutig bestimmte Erweiterung &: Eo(Y™, H) — P(Y™, G) zu
einem Hauptfaserbiindel P tiber Y™ mit der Strukturgruppe G. Es gibt genau einen
- Zusammenhang v iiber P mit v|Ey = wq,; dieser Zusammenhang ist lokal flach.

Beweis. Die bekannte Biindelerweiterung, vgl. [19], § I1.3, ergibt die erste Behaup-
tung. Beachtet man die sich aus &, - k,, = e durch Differentiation ergebende Formel

hy, - dh,, = —Ad(h,) k3! - dh,,, (3.12)

so erkennt man, daB aus (3.9) unmittelbar das Transformationsgesetz der lokalen
Zusammenhangsformen [19], (I1.7.17), folgt; die zweite Behauptung ergibt sich aus
dem dort bewiesenen Satz 11.7.2. Der Vergleich von (3.10) mit der Strukturgleichung
[19], (11.9.30), eines Zusammenhangs zeigt, daB die Kriimmungsform Null ist.[]

Wir bemerken, daB die g,H-Strukturen im wesentlichen mit den lokal flachen
Réumen mit Zusammenhang (P, Y, G, E,, H, ) von A. Svec [20] iibereinstimmen,
wie man unmittelbar aus Folgerung 3.1 erkennt.

Es sei nun Ey(Y, w,) eine g,H-Struktur auf ¥ und ¢: ¥ — ¥ ein lokaler Diffeo-
morphismus. Dann ist fiir das induzierte Biindel E,:= ¢q*E, die Abbildung §: B, - E,
ein lokaler Diffeomorphismus, und das Paar By, @, mit @ := §*w, bestimmt eine zu
Ey(Y, w) lokal isomorphe g,H-Strukur iiber Y, die wir die durch q aus Ey(Y, o)
induzierte §,H-Struktur nennen. :

Die Einfiihrung der g,H-Strukturen wird durch den folgenden Existenz- und Ein-
deutigkeitssatz gerechtfertigt, der gleichzeitig die Grundlage der E.-Cartanschen
Methode des repére mobile darstellt ; er fithrt zur Lsung des Kongruenzproblems fiir
zahlreiche Klassen von Immersionen und gibt eine allgemeine Lisung des Existenz-
problems, das dem in § 1 formulierten Kongruenzproblem entspricht. In der Literatur
findet man diesen Satz oft in speziellerer Form, vgl. etwa J. Favarp [6], § II1.9
(Introduction), P. Grrrrrras [11], § 1, L. Bo¢Exk [2], § 1.

Satz 3.2 (Immersionstheorem). Es ses Y™ eine zusammenhingende Mannigfaltigkeit und
Eo(Y™, w,) eine g,H-Struktur auf ¥™. Dann gibt es eine zusammenhingende Uber-
lagerung q: ¥ — Y und eine Immersion f: ¥ — X = G|H mit den folgenden Eigen-
schaften:

1. Die durch q: ¥ — Y aus Ey(Y, w,) snduzierte g,H-Struktur Eo(Y, @) ist mit der
durch die Immersion | auf ¥ induzierten g,H-Struktur (f*G, [*w) identisch.

2. Ist ¢':¥' - Y eine Uberlagerung von Y durch eine zusammenhingende Mannig-
faltigkest ¥' und f': ¥’ — X* eine Immersion, fiir die ebenfalls Eigenschaft 1 erfillt
sst, 8o existieren esne Uberlagerung F:¥' — ¥ und ein Element g € G, fiir welche das
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folgende Diagramm kommulatsv ist:

Xn
l,of’/ N
F

) (O, (3.13)
,& /
Y

3. Die Immersion f: ¥ — X" mit den Eigenschaften 1 und 2 ist bis auf Aquivalenz durch
Ey(Y, o) bestimmt; zu isomorphen g,H-Strukturen gehiren dquivalente derartige Im-
mersionen.

Bemerkung. Die Mannigfaltigkeit ist gewissermaBen die kleinste Uberlagerung von
Y, fiir welche die von Y auf Y gehobene g,H-Struktur durch eine Immersion in X*
induziert werden kann. Interessiert man sich nur fiir das Bild der Immersion, so folgt
aus (3.13)

17 = L(1T)), (3.14)

d. h., die Bilder aller Immersionen f’, welche die Eigenschaft 1 erfiillen, sind G-
kongruent. In diesem Sinne wird durch eine g,H-Struktur eine m-Fliche von X" bis
auf @-Kongruenz eindeutig bestimmt.

Der Beweis von Satz 3.2 stiitzt sich auf den folgenden Hilfssatz, der ein Spezialfall
(N = (e}) des Satzes I1.9.3 aus S. KoBavasaI und K. Nomizu [14] ist:

Lemma 3.1. Es sei p: P — Y™ ein Hauptfaserbiindel mit dem lokal flachen Zusammen-
hang ©; Y™ sei zusammenhingend. Fiir zo € P sei ¥ die maximale Integralmannig-
faltigkeit des horizontalen m-Richtungsfeldes mit zo€ ¥ und q:=p|¥. Dann ist
q: ¥ — Y eine Uberlagerungsabbildung. Bezeichnet p: P — ¥ das durch q: ¥ — Y
aus p: P — Y induzierte Hauptfaserbiindel mit dem aus v induziertem Zusammenhang
% (vgl. [19], Satz 11.8.4), s0 ist P(¥Y, @, p, 7) isomorph zu dem trivialen Biindel ¥ x G
mit dem kanonischen flachen Zusammenhang. (]

Zum Beweis von Satz 3.2 betrachten wir die in Folgerung 3.1 definierte Erweiterung
p: P — Y von Ey — Y mit dem lokal flachen Zusammenhang . Wir fiihren die in
Lemma 3.1 beschriebene Konstruktion durch und erhalten das Hauptfaserbiindel
P(Y, @, p) mit dem flachen Zusammenhang #. Dabei haben wir das Diagramm

P——L>P

=7

f——vY

q
mit pod=gqop und po:=gq.

Esseij € ¥ — z(§) € P ein globaler horizontaler Schnitt von P. Nun ist £, = §-(E,)
eine Reduktion von P auf die Untergruppe H von @, die durch die Reduktion E,
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von P auf H induziert wird. Es sei (Z,),¢; eine Familie lokaler Schnitte von E,, deren
Definitionsbereiche (T ,),¢; eine Uberdeckung von ¥ bilden, und
hu:§ €000, hu(§)e H

seien die zugehérigen Ubergangsfunktionen. Wir konnen annehmen, daB U, eine
Umgebung U, des Biindelatlas von E, iiberlagert und daB

joz, =209q (3.16)

gilt. Da @ frei auf den Fasern von P wirkt, gibt es fiir alle ¢ € I eindeutig bestimmte
Funktionen g,: § € U, ~ g¢,(7) € @ mit

2(f) = 9.9) X 2(9), g€ U, (3.16)
fiir die

9.(§) = 9.9) hul§), G€U.nT,, (3.17)
gilt. Folglich ist die Abbildung

f:9€ P> moglg) = gl§) He X*, wennge U, ist, (3.18)

global definiert. Wir zeigen, daB sie den Forderungen des Satzes geniigt. Da g, einen
differenzierbaren Schnitt in einer Biindelkarte beschreibt, ist die Funktion g, und
somit auch f differenzierbar. Weil der induzierte Zusammenhang durch # = §*c
gegeben ist, vgl. [19], § I1.8, Sitze 3, 4, folgt aus (3.15) fiir die lokalen Formen

@, = q*w,. (3.19)

Wir haben nédmlich @, = !% = 2!§*r = ¢*2’t = ¢*w,. Nach dem Transformations-
gesetz [19), (I1.7.17), der lokalen Formen eines Zusammenhangs folgt beim Ubergang
von %, zu dem Schnitt Z,|(J, aus (3.16) .

T, = Ad(g) (& — 7.—1 dg.), (3.20)

und weil Z, horizontal ist, ergibt sich aus #, = 0 die Beziehung @, = g;? dyg,. Be-
trachten wir das durch die differenzierbare Abbildung f: ¥ — X" induzierte Biindel
E/Y, H), so erkennen wir aus (3.8), daB &, mit der durch f induzierten lokalen Struk-
turform dieses Biindels iibereinstimmt. Hieraus folgt sofort, daB f eine Immersion.
ist:
rg (df) = rgn o (dg.); = rg dij} o o (dg,)y
=r1gnogl(dg)s =rgnod, =rgxowo (g

= rg 7 0 w,(y) = m.

Damit ist die erste Behauptung des Satzes bewiesen. Zum Beweis der zweiten Be-
hauptung zeigen wir

Lemma 3.2. Eine g,H-Struktur Eo(Y™, w,) lipt sich genau dann durch eine Immer-
sion f: Y™ — X" induzieren, wenn der durch w, sn der Erwesterung P von E, bestimmie
Zusammenhang v flach ist. In diesem Fall erhilt man alle zu f kongruenten Immer-
sionen, wenn man (mit ¥ = ¥) sie nach (3.18) auf Grund beliebiger globaler horizon-
taler Schnitte (3.16) von P = P definiert.

Beweis. Ist P flach, so kénnen wir die Basis ¥ mit einem globalen horizontalen
Schnitt y € ¥ +> z,(y) € P identifizieren und die Immersion f nach (3.18) mit ¥ = ¥
definieren. Ist zy(y) = @ X zy(y), a € @ konstant, ein beliebiger horizontaler Schnitt,
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80 erhalten wir z,(y) = (ag,(y)) X 2,(y), y € U,, und fiir die mit 2, definierte Immer-
sion gilt f; =l 0 f. Weil a € @ beliebig ist, erhalten wir jede zu f G-kongruente
Immersion auf diese Weise. Es bleibt zu zeigen, daB der Zusammenhang 7 der Er-
weiterung P D E, der durch eine Immersion f: ¥ — X" induzierten g,H-Struktur
flach ist. Wir setzen hierzu die Abbildung f: E, — @& durch

fagxz):=[(z)-971€@, ge@, z€k,, (3.21)

zu einer Abbildung j: P — @ fort; aus u =g Xz =g X2z’ mit 2’ =hXz, h€ H
folgt ¢’ = gh~1, also f(g' x2') = [(z') ¢! = [(2) h-thg~! = [(z) ¢!, und somit ist
korrekt definiert. Es sei (z,),c; eine Familie lokaler Schnitte von py: Ey — Y. Wir
setzen g,(y) := ](z,(y)) und erhalten hieraus wieder das Transformationsgesetz (3.17)
mit U, = U,, y = j. Hieraus folgt, daB z(y) := g.(y) X z(y) unabhingig von der
Wahl des lokalen Schnittes z, iiber U, ist; z, ist also ein globaler Schnitt von p: P — Y.
Aus (3.8) ergibt sich nach dem Transformationsgesetz (3.20) sofort 7(dz,) = O,
ist-also ein globaler horizontaler Schnitt, und die Abbildung u € P > (p(u), HOY)
€ Y X @ ist der Isomorphismus mit dem trivialen Biindel, der den Sohnitt z,(y) in
Y X (e} iiberfiihrt. ]

Folgerung 3.2. Ist Y™ einfach zusammenhingend und zusammenhingend, und
Eo(Y™, wg) etne g,H-Struktur iiber Y™, so gibt es eine und bis auf G-Kongruenz nur
eine Immersion f: Y™ — X*, welche die gegebene g,H-Struktur induziert. (]

Bemerkung. Zu dieser Folgerung korrespondiert der bekannte, fiir einfach zu-
sammenhiangende Mannigfaltigkeiten bewiesene Fundamentalsatz fiir Hyperflichen
des euklidischen Raumes E®, vgl. S. KoBavasnar und K. Nomizu [14], Theorem
VIL.7.2 (Vol. IT), und analoge Sitze der Differentialgeometrie. Speziell erhalten wir
fiir H = (e} einen bekannten Existenzsatz, vgl. P. GRirrrTas [11], Lemma 1.4.

Wir beweisen nun die Behauptung 2 von Satz 3.2. Es sei (¢’, ¥/, ') ein Tripel mit den
in Satz 3.2 angegebenen Eigenschaften. Nach Voraussetzung sind ¢'*E, und P’ = ¢'*P
gleich den von der Immersion ' induzierten Biindeln, und der aus der induzierten
Strukturform entspringende Zusammenhang 7’ ist gleich dem iiber ¢’ induzierten;
er ist flach nach Lemma 3.2. Wir betrachten das ¥ — P bestimmende Element
zg € P. Weil P’ das Biindel P iiberlagert, finden wir ein 25 € P’, das durch die ¢’
entsprechende Abbildung §': P’ — P in z, iibergeht. Wir identifizieren den durch z;
gehenden horizontalen Schnitt von P’ mit ¥’. Weil §’ horizontale Mannigfaltigkeiten
in horizontale iiberfiibrt, erhalten wir durch F := §’' | Y’ die gesuchte rlagerung
von ¥. Die Abbildung f; := f o F ist dann eine Immersion von ¥’ in X*, welche iiber
¥’ die von der Uberlagerung ¢’ = go F: ¥’ — ¥ induzierte g,H-Struktur bestimmt.
Nach Lemma 3.2 finden wir schlieBlich ein g € @, fiir das (3.13) kommutativ wird,
némlich das g mit f{ = [, o f'.

Zum Beweis der Behauptung 3 von Satz 3.2 seien (g, ¥, f), (¢, ¥', f') Uberlagerungen
von Y und Immersionen, die jeweils die Eigenschaften 1 und 2 erfiillen. Dann haben
wir auBer dem kommutativen Diagramm (3.13) noch eine zu F analoge Uberlage-
rung F': ¥ > ¥’. Als Uberlagerung ist F surjektiv und ein lokaler Diffeomorphis-
mus. Wir zeigen, daB F auch injektiv ist. Es sei F(§7) = F(§') = § und %' ein Weg von
7’ nach #1. Dann ist # := F o #' geschlossen, und dasselbe gilt auch fiiry = qo F o %’
= ¢’ 0 %', also auch fiir ; = F’ o 5. Nun sind #’ und #; Hebungen desselben Weges y
in den Uberlagerungsraum ¥’, und weil #; geschlossen ist, gilt das auch fiir #’. Daher
ist §; = #’, und F ist ein Diffeomorphismus, der wegen [, 0 ' = f o F die Aquivalens
der Immersionen f, ' vermittelt.
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Um die letzte Behauptung von Satz 3.2 zu zeigen, betrachten wir isomorphe g,/ -
Strukturen Ey(Y, w,), Eg(Y’, wg). Sie bestimmen isomorphe Erweiterungen P, P’
und diffeomorphe Holonomieflichen ¥, ¥’ sowie isomorphe Hebungen ¢*E,, q'*E;.
Aus der Definition (3.18) der Immersionen f, f' folgt unmittelbar deren Aquiva-
lenz. (J

§ 4. Das Reduktionsverfahren

Wie in § 3 bewiesen, wird eine Immersion f: Y™ — X" = G/H durch die von ihr in-
duzierte g,H-Struktur Eo(Y™, w,) bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmt. Eine g,H-
Struktur ist jedoch kein vollstindiges Invariantensystem, da sie kein geometrisches
Objekt iiber der Mannigfaltigkeit Y™ darstellt. Ein Weg zur Losung des Kongruenz-
problems ist nun die Charakterisierung der g,H-Struktur von f durch geometrische
Objekte. Gelingt es z. B., das Hauptfaserbiindel E, in kanonischer Weise auf {e} zu
reduzieren, also der Immersion f einen durch invariante Eigenschaften von f defi-
nierten globalen Schnitt z;: Y™ — E, zuzuordnen, so wird zfw, eine 1-Form auf Y™
mit Werten in g, die f bis auf Kongruenz eindeutig charakterisiert: Man wendet
Satz 3.2 auf die reduzierte Struktur mit H = {e} an, erhilt nach Lemma 3.2 eine
Immersion F: Y™ — G — die man auch als Losung eines durch zfw, bestimmten
Pfaffschen Systems definieren kann, vgl. P. Grrrrrras [11], Lemma (1.4) — und
bildet f = n o F. Eine solche Reduktion auf ein kanonisches Reper z, versucht das
hier zu beschreibende, von E. CARTAN [4] stammende Verfahren zu bestimmen.
Weil das Biindel E, und die daraus durch schrittweise Reduktion entstehenden
Biindel £, in der Regel nicht trivial sind, ist die Existenz eines globalen Schnittes
nicht zu erwarten. Das genannte Verfahren ist also im allgemeinen nur lokal anwend-
bar und liefert eine lokale Klassifikation der Immersionen. Die Reduktion erfolgt
schrittweise ; bei jedem Schritt soll die Dimension der Strukturgruppe kleiner werden.
Beim (7 4+ 1)-ten Reduktionsschritt wird das Differential d],: TE; - TG der im
j-ten Schritt konstruierten Reduktion herangezogen; es sind Normalformen der
»Beriihrungselemente* (j + 1)-ter Ordnung und ihre Invarianten zu bestimmen.
Fiir den ersten Reduktionsschritt betrachten wir wie in § 3 das durch eine Immersion
f (= fo) von Y™ in G/H induzierte Biindel nullter Ordnung Ey(Y, w,), vgl. Satz 3.1.
Dem Hauptfaserbiindel E, ist das aus dem Tangentialbiindel 7X"® durch die Abbildung
f:+ Y - X" induzierte Vektorraumbiindel 7X"|Y = f*TX" assoziiert. Das Diffe-
rential der Immersion bestimmt einen injektiven Vektorbiindelmorphismus von
konstantem Rang m

df: TY - TX"|Y. - 4.1)

Weiter betrachten wir das GraBmann-Biindel G,(X") der m-dimensionalen Unter-
rdume der Tangentialriume von X", vgl. Beispiel 2.2. Die Immersion f bestimmt einen
globalen Schnitt y € ¥ +> Im df, in dem induzierten Biindel G,(7X"|Y), welcher
dem ersten Reduktionsschritt zugrunde liegt. Uber E, haben wir keine Wirkung von
@; wir behalten jedoch die aus (2.11) bis (2.13) resultierenden Bezeichnungen fiir die
Faserisomorphismen bei:

[2] = @ | To(X*), [} = dIj?|Tp,2) (X*) fiir z€ Bo, g=](2), (42

die ja durch die Immersion f in X* eine anschauliche geometrische Bedeutung haben.
Die Abbildung (4.1) ist eine 1-Form auf ¥ mit Werten in 7X"|Y; die ihr ent-

sprechende 1-Form auf E, vom Typ Ad ist gerade die kanonische Form nullter Ord-
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nung 94(z) = 7 0 wy(2), vgl. (2.19), (3.6). Wegen

Bo(h X 2) © (doy), = Ad(h) 0 Oy(z), h€ H, z¢€ By, (4.3)

durchliuft das Bild Im #(z) = Im dl;? o df,, vgl. (3.7), einen vollen H-Orbit in der
GraBmann-Mannigfaltigkeit @,,,, von g/f), wenn zdie Faser py*(y) durchlauft, ndmlich
die Menge aller Bilder des Tangentialraumes df,(7(Y)) bei allen Transformationen I;*
mit g-!f(y) = x,. Wir erhalten also durch

iy € Y™ > Imdy(z) mod H € @, ./H, z2 € pol(y), (4.4)

eine Zuordnung y,: f — y{, die, wie man sofort sieht, die Eigenschaften 1 bis 3 der
Definition 1.2 einer G-Invarianten der Klasse § erfiillt, wenn § die Klasse der Im-
mersionen in X" ist, fiir die alle dl,,(T,(Y)) in einer G-invarianten Teilmenge von
G (X™) liegen, auf der G regulir operiert; wir nennen dann f regulédr von erster Ordnung
und y{ die Beriihrungsinvariante erster Ordnung der Immersion f. Fordert man die
Regularitét nicht, so ist y{ ebenfalls definiert und erfiillt die Eigenschaften 1 bis 3;
da aber die Wirkung von H iiber G, ,, im allgemeinen nicht regulir ist, kann man nicht
mehr von der Differenzierbarkeit von y{ reden und y{ daher auch nicht als ein geo-
metrisches Objekt betrachten.

Beispiel 4.1. Ist X" ein homogener Riemannscher Raum konstanter Schnittkrimmung,
80 ist jede Immersion von erster Ordnung regulir; denn die Isometriegruppe @ wirkt
transitiv iiber G,(X"). Da @ einfach transitiv iiber dem Hauptfaserbiindel der ortho-
normierten Basen der Tangentialrdume von X" wirkt, konnen wir @ nach Wahl eines
Bezugsrepers mit diesem Biindel identifizieren. Das Biindel G,(X") hat wegen
G,.m = O(n)[O(m) X O(n — m) in diesem Fall homogene Fasern, und der oben er-
wihnte Schnitt y € Y > df,(T,) von G,(TX"|Y) bestimmt nach einem bekannten
Satz (vgl. etwa [19], Satz I1.3.2) die Reduktion E,; von E, auf die Untergruppe O(m)
X O(n — m); E, besteht aus denjenigen Orthorepers, deren m erste Vektoren Tan-
gentialvektoren der Immersion sind. Wir erhalten die bekannte, zu E; assoziierte
Zerlegung von TX"|Y in Tangential- und Normalbiindel der Immersion; die Auf-
spaltung der Form w, := w,|TE in die entsprechenden Komponenten liefert uns
den Riemannschen Zusammenhang im Tangentialbiindel, einen Zusammenhang im
Normalbiindel und die zweite Fundamentalform der Immersion.

Beispiel 4.2. Ist m = 1 und X" ein pseudo-euklidischer Raum, so besteht der Orbit-
raum G4(X")/G = G, ,/H aus drei Elementen, die den lichtartigen, raumartigen und
zeitartigen Richtungen entsprechen. Auf jeder dieser Richtungsmengen fiir sich ge-
nommen haben wir eine normale Wirkung. Dementsprechend finden wir drei Klassen
regulirer Immersionen erster Ordnung: die lichtartigen (d.h. isotropen), raum-
artigen und zeitartigen Kurven. Wenn man die Reduktion weiterfiihrt, erhilt man bei
hoheren Dimensionen immer kompliziertere Unterteilungen dieser drei Klassen erster
Ordnung. Man vergleiche hierzu und auch iiber die Schwierigkeiten, welche auftreten,
wenn man diese Unterteilung vermeiden will, B. Frank [8].

Beispiel 4.3. In den Beispielen 4.1, 4.2 sind die Abbildungen y{ natiirlich trivial,

weil die Orbitmannigfaltigkeiten diskret sind. Eine nicht triviale Beriihrungsinva-

riante besitzen die generischen Kurven der GraBmann-Mannigfaltigkeiten X®*(*-¥

= @, ;, betrachtet als homogener Raum beziiglich der iiblichen Wirkung der ortho-

gonalen Gruppe O(n). Im Fall 2k < n wird die Beriihrungsinvariante y{ fiir generische
k

Kurven f: Y! - @, ; durch k reelle Zahlen py > pg > -+« > 4 >0 mit J p =1
charakterisiert, vgl. [18]. a=1
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Die Auswertung der Transformation (4.3) fiihrt uns auf das E.-Cartansche Re-
duktionsverfahren. Es sei U — Y™ eine Umgebung, iiber der — als begleitendes
Reper nullter Ordnung — ein Schnitt y € U ~ z(y) € E, gegeben ist. Dieser Schnitt
bestimmt 1-Formen z*w’ auf U durch 2*%w, = X,z*w’,J = 1, ..., r. Zur Abkiirzung
wenden wir von nun an oft die Summenkonvention an, nach der iiber gleiche, in einem
Ausdruck oben und unten auftretende Indizes zu summieren ist. Die Basis (X)
der Lie-Algebra g sei so gewihlt, daB (X,.,, ..., X,) eine Basis von hT-" ist. Das
involutive System

=0, i=1,..n, (4.3)
bestimmt die Faserung n: @ — @/H. Wegen (3.11) kénnen wir durch geeignete Nume-
rierung (lokal) erreichen, daB gerade z*wl, ..., 2*w™ linear unabhingig sind. Es
gilt

Lemma 4.1. Die Formen z*o', i = 1, ..., n, hingen nur vom Wert z(y) des Schnittes
an der Stelle y ab (und nicht vom Differential dz).

Beweis. Es sei 2,(y) = h,.(y) Xz(y), y € U, n U,, eine Transformation des beglei-
tenden Repers; fiir den festen Punkt y, sei ,,(y,) = e. Wegen (3.9) ergibt die Basis-
aufspaltung

(0),,);. = (Ad(hm) w.)i. = (wn):,’ t=1,..,n,
weil h,,(yo) = e und &,, dh,(t) € §, also wegen (4.5) w'(h,, dh.,) = 0 gilt. []

Es ist also gleichgiiltig, ob man w!(z) auf py!(U) < E, oder z*w auf U betrachtet, und
wir haben

9(2) = Xj0'(2z) = Xz*w' o (dp,), mod ), (4.6)

wobei y - z(y) ein lokaler Schnitt durch z ist. Wegen w!(§) = 0 und weil Ad|f die
Unteralgebra Y in sich iiberfiihrt, kénnen wir (w*) als die zu (X; mod §) duale Basis
von (g/f))* ansehen; sie transformiert sich kontragredient zu (X; mod ). Wir setzen

Ad*h) (o) = (b !, heH, 4,5=1,...n. 4.7)
Betrachten wir nur diejenigen Werte von k € H, fiir welche die (A'd*(h) (@),

« =1, ...,m, linear unabhingig bleiben, und driicken die (w*), u =m + 1,...,n,
durch sie aus, so erhalten wir mit z = k X 2, € pg(U,)

W'y, b) = b, (y, h) 0y, k), he€ H, y=py2)e U.. (4.8)
Aus (3.6) und (4.8) folgt
20, = ;1 dfy, = Xg*oimod §, y = polz), g = f(2), (4.9)

und hieraus ergibt sich: (b'%,(y, 4)) ist die Matrix der Koordinaten des Unterraumes
Im (I df,) in einer Karte von @, ., die sich aus der Basis (X; mod §)) von g/§ auf der
Menge aller zu der linearen Hiille .#(X,,, mod ), ..., X, mod ) komplementiren
Unterriume von §/g in iiblicher Weise ergibt. (Ist (a;) eine feste Basis des R", so
bestimmt ein Unterraum L™ € G, n, der schlicht iiber Z(a,, ..., a,) liegt, eindeutig
die Matrix (b%,(L*)), wenn man ihn in den zu dieser Basis gehorenden Koordinaten
durch ein Gleichungssystem der Form &+ = b#,(L™) & beschreibt.) Wir fassen zu-
sammen:

Satz 4.1. Ks ses X* = G/H ein Kleinscher Raum und G, ,, die Grafmann-Mannig-
faltigkest der m-dimensionalen Unterriume von g/t = T, (X"). Fiir jede g,H-Struktur,
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speziell also fiir jede Inmersion f: Y™ — X* beschreibt (4.9) eine von dem Reper nullter
Ordnung z € py(y) < E, abhingende Schar linearer Abbildungen 2*8,: T,(Y) — g/h;
durchliuft z die Faser py'(y), so durchliuft Im z*8, esn H-Orbit von G, . unter der
Wirkung der linearen Isotropiedarstellung von H. In den Koordinaten wird Im z*8,
durch die Qleichungen (4.8) beschrieben. []

Bemerkung. Die Gleichungen (4.8) sind mit der zweiten Serie der Gleichungen (2)
bei E. CARTAN [4], § 127, identisch, wenn man p =0, ¥ — v =n, r — v_; = m und
o' =n', 1 =1,...,n, beachtet. Die w* = n' sind die ,,Hauptkomponenten nullter
Ordnung*, die Koordinaten der k € H (vertikalen Koordinaten) sind die ,,sekundiren
Parameter nullter Ordnung‘‘ und die Koordinaten dery € Y™ die ,,Hauptparameter*
in den Bezeichnungen von E. CArTAN. Die erste Serie der Gleichungen (2) aus [4],
§ 127, fehlt, da @ iiber X" transitiv ist, also keine Invarianten nullter Ordnung auf-
treten. Nach [4], § 129, sind nun ,,die sekunddiren Parameter h € H so zu wihlen, daf
zwischen den Koeffizienten nullter Ordnung b'#,(y, k) eine moglichst groPe Zahl moglichst
einfacher Relationen entsteht. Auf Grund der geometrischen Bedeutung der (b'“,)
als Koordinaten von Im z*#, haben wir diese Formulierung so zu interpretieren: Auf
jedem H-Orbit & € A/H einer gewissen invarianten Menge 4 — @, ,, ist eine Normal-
form s(#) auszuzeichnen, und k& ist so zu wihlen, dafi Im 2*3, = Im #4(k X 2,)
= s(y,l(po(z))) gilt. Um zu einer kanonischen Reduktion von E, zu kommen, ist es
zweckmaii Big, die Wirkung von H iiber 4 als normal vorauszusetzen — eine Annahme,
die allerdings bei E. CArRTAN [4] ausdriicklich nicht gemacht wird (vgl. den Absatz
nach (1) in [4], § 127). Andererseits bemerkt E. CArTAN [4], § 130, daB die ange-
strebte Reduktion (unter seinen Voraussetzungen) nicht immer maéglich sei. Er weist
gelbst auf die Notwendigkeit einer Typeneinteilung bei jedem Reduktionsschritt hin.
Um zu einer prizisen Aussage zu kommen, definieren wir zuerst den Begriff einer
Immersion vom Typ 4.

Definition 4.1. Es sei 4 — @,,, eine H-invariante Teilmenge, iiber der H normal
wirkt; durch s: 4 € A/H — s(#) € A4 seien die Normalformen von 4 definiert, und H,
bezeichne die Isotropiegruppe der Normalformen. Eine Immersion f: Y™ — X* heift
vom Typ A, wenn sie regulér von erster Ordnung ist und y{(y) € 4/H fiiralley € Y™
gilt.

Die Abbildung yFe:y € Y +> Im 8(z) mod H fiir p,(z) = y hingt nur von &,, d. h.
nur von der g,H-Struktur E(Y, we) ab, unabhingig davon, ob sie durch eine Im-

mersion induziert ist. Deshalb sind yf* und die damit zusammenhingenden Begriffe
sinngemd B auch fiir g,H-Strukturen zu verwenden.

Satz 4.2. Es sei Eo(Y™, w,) eine g,H-Struktur vom Typ A. Dann definiert
E,:=(z€ By | Im 8y(2) € 8(4/H)}, w:=wo|TE,, py:=1p0|E, (4.10)

eine g, H-Struktur. Isomorphen g,H-Strukturen entsprechen isomorphe g,H,-Strukturen
und umgekehrt. Ist Eo( Y™, wo) die durch eine Immersion f: Y™ — X* induzierte g,H-
Struktur und setzen wir f,:= | | E,: E; — G, 8o bestimmi

hiy€ Y™ fiy):= h(z) Hy € Xp:= GIH,, py(2) =y, (4.11)

eine Immersion f, von Y™ tn den Kleinschen Raum X3P, deren induzierte 8,H,-Struktur
gerade E,(Y, w,) ist. Die Immersionen f,f': Y™ — X" vom Typ A sind Q-kongruent
genau dann, wenn die entsprechenden Immersionen f, f; G-kongruent sind.

Beweis. Fiir den Beweis der ersten Behauptung geniigt es zu zeigen, da8 wir lokale
differenzierbare Schnitte z,(y) von E, wiihlen kénnen, die in E, liegen. 8ind nimlich
2, 2; zwei derartige Schnitte iiber U — Y, so ist Im 8y(2]) = kb, Im #y(z;) = 8(Im 84(2)),
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also z; = hy X 2z, mit h, = hy(y) € H,. Damit ist E, eine Reduktion von E,, und o,
erfiillt offenbar alle Eigenschaften einer Strukturform. Ist nun y € U > 2(y) € E,
ein beliebiger lokaler Schnitt von Ey, so gilt Im #(2(y)) € 4, und nach Lemma 2.1
finden wir eine differenzierbare Funktion y € U — h(y) € H/H, so, daB Im 8,(2(y))
= h(y) y®(y) ist; hier identifizieren wir wieder A/H mit der Normalformenmannig-
. faltigkeit. Nach der Definition der differenzierbaren Struktur von H/H, gibt es dann
bei geniigend kleinem U auch differenzierbare Funktionen y € U~ h(y) € H mit

Im 9¢(2(y)) = h(y) y£*(y). Weil &, eine 1-Form vom Typ Ad ist, definiert z,(y)
:= h~1(y) X z(y) einen geeigneten differenzierbaren Schnitt. Ist nun ¢: Ey — ©; ein
Isomorphismus der g,H-Strukturen, so folgt aus #; = ¢*'9, und (4.10) sofort
@(E,) = E;, und daher sind die Reduktionen E,, E{ isomorph. Umgekehrt sind die
Erweiterungen E,, E; der isomorphen Hauptfaserbiindel E,, E; von H, auf H iso-
morph; schlieBlich zeigt (3.3), daB Eo, Eg auch als g, H-Strukturen isomorph sind, wenn
das fiir ihre Reduktionen gilt; diese Strukturen lassen sich ja durch isomorph ein-
ander entsprechende Familien lokaler Formen (3.8) definieren. Zum Beweis der
nichsten Behauptung bemerken wir zuerst, da durch die Einbettung H, — H eine
G-Invariante

B:gH, € X} »>gH € X" (4.12)

definiert wird. Die Abbildung (4.11) ist korrekt definiert; sie ist differenzierbar, wie
man sofort sieht, wenn man fiir z einen lokalen Schnitt z,(y) von E, einsetzt. Aus

f=80ch (4.13)

folgt wegen df = df o df, unmittelbar m = rg df < rgdf, < m, so daB f, eine Im-
mersion ist. Ferner ergibt sich aus (4.13): Ist f{y =l;0 f;, s0 gilt f' =B o f =10
B o f, = l,0 . Sind schlieBlich f und f’ G-kongruent, so sind die ihnen entsprechenden
g,H-Strukturen (3.2) kanonisch identifizierbar; denn aus f' = I, o f folgt nach (3.2)
sofort

By = (% 99) | (% 9) € Eo). (4.14)

Somit ist ' = Ly o f, und weil wegen der Links-Invarianz von o die (4.14) ent-
sprechende Formel auch fiir die reduzierten Biindel E,, E{ gilt, ergibt sich li=L,o],,
also ] = I, o f,. AbschlieSend bemerken wir, daB z = (y, g) € £, dann und nur dann
gilt, wenn gH, = f,(y) ist. Aus (3.2) folgt daher, da8 E,(¥™, w,) die von f, induzierte
g,H,-Struktur ist. (J

Nach Satz 4.2 kann man nun das Verfahren iterieren, wenn es gelingt, die normalen
Typen fiir die sukzessive auftretenden Transformationsgruppen [H;, Gy, m] zu be-
stimmen. Damit wird man auf den Begriff einer Immersion f: Y™ — X* vom Typ

%l = ([Ha Al]) [Hl’ A!]: soey [Hl-la Al]) (415)

ihrer Beriihrungselemente l-ter Ordnung gefiihrt; es ist klar, daB sich die Differen-
tiationsordnung bei jedem Schritt um 1 erhoht.

Wir beschreiben nun diese Iteration im einzelnen.

Satz 4.3. Die in Salz 4.2 beschriebene Reduktion esner §,H-Strukiur Eo(Y™, wo) habe
nach 1 Schritten, | = 1, eine g,H;-Struktur E(Y™, w;), p;: E; —> Y™ von einem ge-
wissen Typ §i, vgl. (4.16), ergeben. Die Basis der Lie-Algebra g ses so numeriert, dap
(Xpg41s -+» Xy) esne Basis von 0, sst, =0, ..., Lng=n<n <---<n. Dann
golt:



Untermannigfaltigkeiten eines Kleinschen Raumes 81

I. Die kanonische Form 9, = m; o w; ist esne 1-Form vom Typ A'd(H,) mit Werten in
g/bb

(e, dz) = 5; Xiwi(z, dz) mod By, z € Hy, (4.16)
i=1
die folgende Eigenschaften besitzt:

1. (w?l, ..., ®™) tst linear unabhingig;
2. es gilt
w*(z, dz) = b'™*,(2) w*(2,d2), x=m 4+ 1,...,n; (4.17)

. fira=1,...mx=m+1,...,n._, und h € H; sind die Koeffizienten der Ord-
nung kleiner als 1 lings der Fasern konstant:

bro(h X z) = b (2), z¢€E,. (4.18)
I1. Es st etne Folge natiirlicher Zahlen
po=0=m=--=m

und eine Folge ¢;: Y™ >R, a = 1, ..., w, von G-Invarianten der Klasse 3, gegeben,
welche folgende Eigenschaft besitzen: Die Differentiale haben Darstellungen

P! deg = bau(2) w*(2,d2), z€ Ey, (4.19)
welche fiira = 1, ..., uy-y lings der Fasern von E; konstant sind:
Dol X 2) = bgo(2), R€ H;, z€E,. (4.20)

Beweis. Die Formel (4.16) ist die Basisdarstellung von #;. Nach der vor (4.8) ge-
stellten Bedingung sind die Komponenten (w?, ..., ™) von o, linear unabhingig,
und wegen w; = w;—, | TE, gilt das auch fiir alle A > 1. Die Eigenschaft 2 resultiert
unmittelbar aus der Eigenschaft 1. Nach Definition von E; = E,_, gilt fiir z € E,
die Bedingung Im & ,(z) € s(4,/H;_,). Daher haben die (4.8) entsprechenden Glei-
chungen fiir x = m + 1, ..., n;_; wohlbestimmte, nur von y ¢ ¥ abhingende Koeffi-
zienten, die wegen w; = w;_;|TE, bei der Reduktion unveriéndert bleiben. Fiir den
Beweis von II. betrachten wir die Formen #;, A = 1. Zusammen mit E;_; mégen be-
reits u, ; G-Invarianten vorliegen, welche die im Satz genannte Eigenschaft be-
sitzen. Nach Induktionsvoraussetzung sind die Koeffizienten b'*,, b, von #; fiir
x=m,+1,....,m., a=pm_y + 1, ..., u;_, universelle, d. h. aus der Normalform
entspringende und nur vom Typ §; abhingende Konstanten oder G-invariante
Funktionen des Types &, ; die G-Invarianz folgt aus Satz 3.1. Die Anzahl dieser G-
Invarianten sei p; — p;y = 0; wir bezeichnen sie mit ¢; @ = u;y + 1, ..., .
Die Differentiale p} dc, = dpic, besitzen Darstellungen (4.19); denn die p}c, sind
langs der Fasern von E; konstant, und wegen (4.17) und Eigenschaft 1 erhalten wir
die eindeutig bestimmten Koeffizienten bs,(2), die in der Regel von z € p;'(y) ab-
hiingen. Die schrittweise Bestimmung der Normalformen, die ja nach Voraussetzung
moglich ist, beziehe nun neben der Transformation der b'*,(z) noch die durch die Wir-
kung von H, iiber E, induzierte (lineare) Transformation der b,,(z) mit ein. Dann
erfiillen die Koeffizienten b,, aus (4.19) fiir a = u;; + 1, ..., y; beziiglich [H,,,, E,.,]
die Eigenschaft (4.20). ]

Ist E, durch eine Immersion f: Y™ — X* induziert, so erhalten wir analog (4.11)
entsprechende Immersionen f;: Y™ — X% = G[H,; wegen Satz 3.2 konnen wir diese
Annahme lokal stets machen. Die in Satz 4.3 beschriebene Situation entspricht den
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§8 129, 172 bei E. CarTaN [4]. Die Sitze 4.2, 4.3 und die bei ihrem Beweis geschil-
derte schrittweise Reduktion zeigen, da man das Verfahren so lange fortsetzen kann,
wie es gelingt, die Wirkung von H, in normale Wirkungen aufzulésen, was fiir kom-
pakte Isotropiegruppen mdglich ist, wie wir in § 2 erérterten. Diese Notwendigkeit
der Typeneinteilung macht immer speziellere Annahmen iiber die Immersion erfor-
derlich, weil Immersionen, die den Typ wechseln, sich dem hier geschilderten Ver-
fahren entziehen. Will man diese Spezialisierung vermeiden, 8o mufl man versuchen,
eine der g,H;-Strukturen fiir moglichst kleines 4 durch @-Invarianten der Klasse
zu charakterisieren und so die weitere Reduktion zu vermeiden. Zum Beispiel la8t
gich die Struktur erster Ordnung fiir Hyperflichen des euklidischen Raumes durch
die erste und zweite Grundform beschreiben. Das Beispiel 4.2 zeigt jedoch, daB auf
diesem Weg vorldufig kaum allgemeine Resultate zu erwarten sind. Man denke auch
daran, daB schon die Theorie der Kurven des dreidimensionalen euklidischen Raumes
versagt, wenn man nicht voraussetzt, daB die Kriimmung positiv ist. Die beiden hier
zu unterscheidenden Typen sind die Geraden, bei denen die Kriimmung identisch
gleich Null ist, und die allgemein gekriimmten Kurven mit stets positiver Krimmung.
Andererseits fithrt das E.-Cartansche Verfahren auf eine natiirliche lokale Klassi-
fikation der Immersionen.

Unter der Annahme, daf es gelingt, die Typeneinteilung bei jedem Reduktionsschritt
vorzunehmen, bricht das Reduktionsverfahren in den folgenden zwei Fillen ab.

Fall 1. Es gibt eine kleinste natiirliche Zahl k, fiir die dim H; = 0 gilt. Dann hat E;
diskrete Fasern, und p;: E; — Y™ ist eine Uberlagerung. Wenn wir an einer Stelle y,
durch eine Art ,,Orientierung‘‘ ein Reper z, € p~1(y,) willkiirlich auszeichnen, er-
halten wir lokal und, wenn Y™ einfach zusammenhingend ist, auch global ein ein-
deutig bestimmtes kanonisches Reper z = z(y). Die 1-Form z*w;, deren Koeffi-
zienten (4.18) fiir x = m + 1, ..., r dann — bis auf die erwidhnte diskrete Wirkung
von Hy; — G-Invarianten der Klasse ; sind, ist ein vollstindiges Invariantensystem
fiir diese Klasse; man betrachtet dabei entweder ,,orientierte* Immersionen oder
nimmt die Orbits H; - (2*w;), die man lokal differenzierbar reprisentieren kann, als
vollsténdige Invariante.

Fall I1. Es gilt dim H, > 0, aber die Koeffizienten k-ter Ordnung b’*,, x = n;_,
+1,...,m, und by, @ = ., + 1, ..., tz, hingen nicht mehr von den vertikalen
Koordinaten ab; es gelten also (4.18) und (4.20) fiir alle Koeffizienten k-ter Ordnung.
Dann ist die Wirkung von H, iiber diesen Koeffizienten trivial, und wir erhalten bei
dem angegebenen Reduktionsverfahren Hj,, = Hj, also keine echte Reduktion. Ins-
besondere tritt das auf, wenn die Immersion f lokal ein Orbit ist, d. h., eine Liesche
Untergruppe K — G existiert so, daB f(Y™) eine offene Untermannigfaltigkeit von Kz
fiir ein gewisses # € X" ist. Dieser Spezialfall wird durch den folgenden, bereits von
E. CarTaN [4], § 132, stammenden Satz charakterisiert:

Satz 4.4. Die Immersion f: Y™ — X™ ses von etnem gewissen Typ Ji; alle Invarianten
¢cq der Ordnungen | < k und die Koeffizienten k-ter Ordnung b'*, seien konstant. Dann
bt es zu zwes beliebigen Elementen z,, z; € B, Umgebungen U, Y, + =0, 1, mit
pi(z) € U, und ein eindeutsg bestimmies Element gy € G mit

gofi(zo) = fi(z) wnd gof(Uy) = f(T).

Beweis. Nach Voraussetzung ist uns die Reduktion E; der durch die Immersion f
bestimmten g,H-Struktur auf die Untergruppe H; gegeben; w; sei die Strukturform
von E;. Wir versuchen zuerst, lokal definierte Diffeomorphismen ¢: V >V, V,V
offen in E;, zu finden, die ¢p*w; = ; erfiillen. Dazu betrachten wir in der Pro-
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duktmannigfaltigkeit E; X E; der Paare (Z,2) das aus den dm Ey =m 4+ r — m;
linear unabhingigen Formen bestehende Pfaffsche System
w'(z,dzZ) — w'(z,d2) =0, s=1,...,mm+1,...,r, (4.21)

und zeigen, daB es involutiv ist. Weil w; die Strukturgleichung (3.5) erfiillt, gilt
do’ = —-—%c',"(w"Aw", I,J,K=1,..,r, (4.22)

wobei ¢/;x die Strukturkonstanten der Lie-Algebra g sind. AuBere Differentiation
von (4.21) ergibt nach (4.22)

dit — do'* = ——%— cp(@! A @F — wf A wF)
— (@ A @ — o A )
———;— (@ A6 — w* A o); (4.23)
hierbei haben wir @' = w!(Z, d%) gesetzt, die Indizes 1, §, k¥ durchlaufen den in (4.21)
angegebenen Bereich, und fiir 4, » sowie «, f gelte

c,f=1,...m; pmrve=m-+1,...,m. (4.24)

Die erste Summe auf der rechten Seite von (4.23) verschwindet offenbar als Folge
von (4.21). Das Verschwinden der beiden anderen Summen erhélt man, wenn man

o = brac, o =DbHtw (4.25)
in sie einsetzt; weil die b’#, von Z, z unabhangige Konstanten sind, ist ja z. B.
WPAD — AW = b"FDb"(0* AP — w*Awf) =0
als Folge von (4.21). Wir betrachten nun ein Paar (z,, z,). Weil die @* eine Basis von
T3E; sind, kénnen wir das System (4.21) lokal in der dquivalenten Form
— AY(2,2)dz! =0 (4.26)

darstellen, wobei sogar rg(4%) = m + r — n; gilt. Daher kénnen wir die Lisung
durch (z,, z,) lokal in der Gestalt

p:z€Viri= @) eV mit ¢(z) =z (4.27)

darstellen; aus der Rangeigenschaft folgt, daB ¢ ein lokaler Diffeomorphismus ist.
Es gilt nun unter den Voraussetzungen von Satz 4.4.

Lemma 4.2. Ist y: p; (U) - pz*(0), U, U = Y™ offene Mengen, ein Isomorphismus
der auf U bzw. U eingeschrinkten g,Hy-Strukturen, so ist der Graph {(y {&0(:), 2)|z E p,, l(U)}
eine Losung von (4.21). Umgekehrt lipt sich jede lokal definierte Losung @ (

(4.21) zu einem derartigen lokalen Isomorphismus der g,H-Strukturen fortaetzen

Beweis. Der erste Teil der Behauptung folgt sofort aus der Gleichung w; = y*ay,
deren Komponentendarstellung die Gleichungen (4.21) enthilt. Umgekehrt sei eine
Loésung (4.27) gegeben. Wihlen wir V geniigend klein und setzen U = pi(V), so
finden wir einen Schnitt y € U > 2(y) € V mit 2(y,) = 2. Wir definieren nun

viz=hx2(y) € r(U) > 9(e) 1= h X g2(y)) € B (4.28)
6‘
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Offenbar ist y ein Isomorphismus des auf U eingeschrinkten Hauptfaserbiindels
E;|U in E;. Wir haben zu zeigen, daB y*a; = w; gilt, wobei a; die_auf y(p;'(U))
= p;*(0) eingeschrinkte Strukturform bezeichnet. Ist A € h; und A das entspre-
chende fundamentale Vektorfeld auf Ej, so gilt y,4 = A, also y*on(d) = 47;,,(%.1 )
= ap(Ad) = A = wy(A). Weil nun ¢ eine Losung von (4.21) ist und (4.25) mit kon-
stanten Koeffizienten gilt, erhalten wir zunichst ¢*@; = w;. Ist nun t € T,E; ein
Tangentialvektor an den Schnitt % X z(y), 2 konstant, so folgt

ag(dyt) = @p(doy o de o doy't)
— Ad() anldg o dopt)
= Ad(h) w(day't) = ax(t),

weil w; eine Strukturform ist. Daher ist y ein Isomorphismus der g,/;-Strukturen
und definiert nach dem ersten Teil des Lemmas ebenfalls eine Losung von (4.21).
Setzt man in (4.28) z = 2o, 80 folgt & = e und y(2) = ¢(20) = z,. Wegen der Ein-
deutigkeit der Losungen setzt y die Losung ¢ fort. []

Wir kénnen nun den Beweis von Sat¥ 4.4 leicht zu Ende fiihren. Wegen Lemma 4.2
konnen wir annehmen, dall die Losung (4.27) ein iiber U definierter Isomorphismus
der g,H,;-Strukturen ist. Nach Satz 3.2 sind die durch die g,H;-Strukturen auf Uy, = U
und U, := pt(qi(p;l(U ))) definierten Immersionen f;|U,, f;| U, in X™ G-dquivalent.
Wir definieren g, durch go:= [i(2;) fi(20)"! und betrachten das auf PN (U) X G
definierte, involutive Pfaffsche System

(g, dg) — wp(z,dz) = 0. (4.29)

Dann ist g = h o ¢ eine Losung mit h o p(z0) = fi(z1)s wegen der Links-Invarianz
der Strukturform w von @ ist aber auch L,, o f; eine auf p;}(U,) definierte Losung
mit L, o fi(zo) = Ji(2;). Daher miissen beide Losungen iibereinstimmen, und durch
die Projektion n: G — X* erhalten wir die Behauptung g.f(U,) = f(U,). (J

Anmerkung bei der Korrektur:

Nach AbschluB dieser Arbeit erschien mit verwandten Ergebnissen das Buch von G. R. JENSEN,
Higher Order Contact of Submanifolds of Homogeneous Spaces, Lect. Notes in Math. 610,
Springer-Verlag, Berlin—Heidelberg —New York 1977. Ferner sei noch auf den Artikel von
0. KowaLskl, A contribution to the Cartan’s method of specialization of frames, Spisy
ptirodov. fak. Univ. J. E. Purkynd v Brné, T 4 (1968), 107 —120, und die dort unter [2] zitier-
ten Arbeiten desselben Autors verwiesen.
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