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Zur vollstindigen Zerlegung der euklidischen
und nichteuklidischen Tetraeder in Orthogonal-Tetraeder

JOHANNES BOHM

I. Einleitung

In der Polyedergeometrie ist das alte Problem der elementar-geometrischen Zerlegung
cines r-dimensionalen Polyeders in Orthoscheme bis heute noch nicht einmal im
cuklidischen Sonderfall allgemein gelost. Da sich ein jedes r-dimensionale Polyeder
in Simplexe derselben Dimension vollstindig zerlegen laBt, reduziert sich dieses
Zerlegungsproblem auf die Zerlegung r-dimensionaler Simplexe. Die Zerlegung eines
Polyeders oder speziell eines Simplexes in einfachere Bausteine spielt nicht nur bei der
[nhaltsmessung von Simplexen oder Polyedern insbesondere in nichteuklidischen
Yinmen eine Rolle, sondern hat auch bei der Untersuchung von Polyederstrukturen
cine Bedeutung. Die Vermutung von H. HaApwIGER [4], daB jeweils aus endlich vielen
Elementen der Menge der r-dimensionalen Orthoscheme ein jedes r-dimensionale
Simplex als elementar-geometrische Summe dargestellt werden kann, konnte von
H.-Cur. LENHARD [5] fiir den euklidischen dreidimensionalen Fall bestitigt werden.
An diese Ergebnisse wird hier unter anderen angekniipft. Dabei werden Tetraeder in
Riumen konstanter normierter Kriimmung » == 0, 41 oder —1 (euklidischer, ellip-
tischer bzw. hyperbolischer Raum) betrachtet. Sie mogen als euklidische, elliptische
hzw. hyperbolische Tetraeder bezeichnet werden und zur Tetraedermenge S@)
zusammengefa 8t sein. Entsprechend werden Dreiecke in solchen Réumen euklidische,
elliptische bzw. hyperholische Dreiecke genannt. Im elliptischen Fall ist zu beachten,
daBl alle Tetraeder und in gleicher Weise auch alle Dreiecke zuldssige Simplexe
sein miissen. Das heiflt, es existiert in dem elliptischen Raum jeweils eine Kugel bzw.
cin Kreis mit einem Radius kleiner als #/2, so daB das betreffende Tetraeder bzw.
Dreieck ganz im Innern dieser Kugel bzw. dieses Kreises liegt.

Fiir die Zerlegungsuntersuchungen macht es sich erforderlich, die Menge der Tetra-
eder zu Typen hinsichtlich des Vorkommens und der gegenseitigen Lage von stumpfen
Dreiecks- und Keilwinkeln zusammenzufassen, Damit der elliptische Fall gemeinsam
mit dem euklidischen und hyperbolischen Fall untersucht werden kann, werden nur
solche elliptischen Tetraeder betrachtet, deren Kanten die Linge 7/2 nicht iiber-
steigen. Eine Kante von einer Linge groSer als n/2 wird eine stumpfe Kante genannt,
sonst heiBt sie nichtstumpf. In einem elliptischen Dreieck - mit nichtstumpfen
Kanten gibt es hichstens einen stumpfen Dreieckswinkel, wie es auch in jedem
euklidischen und hyperbolischen Dreieck der Fall ist. Die Beschrinkung auf ellip-
tische Tetraeder mit nichtstumpfen Kanten ist jedoch keine Einschrinkung der
Al!gemeinheit, da jedes elliptische Tetraeder mit stumpfen Kanten in endlich viele
elliptische Tetraeder mit nichtstumpfen Kanten zerlegt werden kann. Zu diesen
Themenkreisen findet man weitere Ausfiihrungen und Beweise in [2] und [3]. Die
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Menge der elliptischen Tetraeder mit nichtstumpfen Kanten zusammen mit der
Menge der euklidischen und hyperbolischen Tetraeder wird darum zur Tetraeder-
menge B® — ©® zusammengefaBt, die im folgenden untersucht werden soll.
Die Polyedermenge € stellt einen Polyederbaukasten fiir die Polyedermenge (€ = %)
dar, wenn jedes Element P von P als endliche elementar-geometrische Summe von
Elementen E{, E{P, ..., E® aus & geschricben werden kann. Man sagt dann,
€ ist ein P-Baukasten. Bei einer solchen elementar-geometrischen Summe haben
insbesondere die einzelnen Bausteine E{P paarweise keine gemeinsamen inneren
Punkte. Wenn eine solche Darstellung existiert, sagt man auch, P ist vollsténdig in
EP, EP, ..., EP zerlegt.

Nach einer Strukturierung der Tetraeder aus 8® in Kapitel 2 durch Aquivalenz-
relationen ergeben sich als Aquivalenzklassen Dreieckswinkeltypen bzw. Keilwinkel-
typen, die fiir die weiteren Untersuchungen ein wichtiges Instrument darstellen.
In Kapitel 3 wird auf die um eine Dimension niedrigeren Auffangsimplexe eingegangen.
Das sind hier Dreiecke, die stets in einem elliptischen Raum liegen. Uber diese werden
Aussagen hinsichtlich des Auftretens von stumpfen Kanten und stumpfen Dreiecks-
winkeln aus [2] wiederholt sowie diese Aussagen fiir rechtwinklige elliptische Drei-
ecke spezialisiert. Nach der Erklirung von gewissen Loteigenschaften eines Tetra-
eders im vierten Kapitel konnen zwei Tetraeder-Baukisten fiir 8 ) angegeben wer-
den. Von diesen Baukiisten ist die Menge der Orthogonal-Tetraeder (das sind drei-
dimensionale Orthoscheme) aus B®) jeweils eine echte Teilmenge, und jedes Tetra-
eder aus B @), das nicht zu dem jeweiligen Baukasten gehort, 1laBt sich aus zwei
Elementen des Baukastens elementar-geometrisch zusammensetzen. Auch fiir wei-
tere Polyederbaukiisten ist die kleinste Anzahl der Elemente von Interesse, die jeweils
fiir eine vollstindige Zerlegung eines bestimmten Tetraeders benétigt wird, sowie die
obere Grenze N dieser Anzahlen fiir alle Tetraeder aus 8®).

Nach der Erklirung einer besonderen Tetraedermenge in Kapitel 5, deren Elemente
Fast-Orthoscheme genannt werden und die als Vorstufe von Orthogonal-Tetraedern
aufgefaBt werden konnen, wird in Kapitel 6 durch eine Reihe von Hilfssitzen das in
Satz 4 formulierte Hauptergebnis vorbereitet. Dieses iibertrigt die Aussage von
LENHARD, daB sich jedes euklidische Tetraeder in Orthogonal-Tetraeder vcllstindig
zerlegen liBt, auf den elliptischen und hyperbolischen dreidimensionalen Raum und
bestéitigt, daB die zugehérige Zerlegungszahl N fiir die Tetraedermenge B ®), fiir die
LENHARD im euklidischen Fall als eine obere Schranke die Zahl 12 erhalten und als
obere Grenze vermutet hatte, tatsichlich 12 betrigt.

2. Tetraedertypen

Fiir Zerlegungsuntersuchungen von Tetraedern in einem euklidischen, hyperboli-
schen oder elliptischen dreidimensionalen Raum macht es sich erforderlich, eine
Typisierung der Tetraeder sowohl nach der Lage ihrer stumpfen Dreieckswinkel
als auch nach der Lage ihrer stumpfen Keilwinkel vorzunehmen. Die Tetraeder
des elliptischen Falles, die mindestens eine Kante von einer Linge groBer als n/2
besitzen (stumpfe Kante), werden zu einem Tetraedertyp (0) zusammengefaBt und
bei der weiteren Betrachtung ausgeschlossen, da fiir diese besondere Eigenschaften
gelten, die sich den hier dargelegten Untersuchungen nicht immer unterordnen.
Das ist aber kein wesentlicher Verlust an Allgemeinheit, da es méglich ist, ein Tetra-
eder vom Typ (0) stets elementar-geometrisch aus endlich vielen Tetraedern, die nicht
vom Typ (0) sind, zusammenzusetzen (vgl. [2]). Die nicht zu (0) gehorenden euklidi-
schen, elliptischen und hyperbolischen Tetraeder werden zur Tetraedermenge B®
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zusammengefaBt. Eine Typisierung hinsichtlich des Vorkommens und der Lage von
stumpfen Dreieckswinkeln ist moglich. Bei verschiedenen Typen ist eine weitere
Unterteilung in verschiedene Unterfille erforderlich, falls man noch zusitzlich das
Vorkommen und die Lage von stumpfen Keilwinkeln zwischen den Wiinden eines
Tetraeders beriicksichtigt. Es gibt dann, abgesehen vom Typ (0), genau 14 Typen,
die teilweise noch in weitere Fille unterteilt werden kénnen. Damit sind alle Typen
mit ihren Unterfillen aufgezihlt. Der Typ (14) (so wie der Typ (0)) 1iBt sich nur im
elliptischen Raum realisieren, alle iibrigen Typen kommen im euklidischen, ellipti-
schen und hyperholischen Raum jeweils tatsiachlich vor. Ndahere Ausfithrungen und
Beweise finden sich in [3]. Diese eben erwihnten Typen sollen Dreteckswinkeltypen
genannt werden.

4 4 4 4 4
IF\\\\\
I\ ™3 3 3 3 3
! 3 |
LAY 1 1 1 y LY
=45 2 2 2 2
(0 (N (2) (3) (4)
4 4 4 4 4
A 3 3 3 3 A 3
1 A 7 A / 1 A 1
2 2 2 2 2
(5) (6) (7) (8) (9)
4 4

3 3 4 3 4 3 4 3

(10) (m (12) (13) (74)

Abb. 1. Dreieckswinkeltypen

.In Abb. 1 ist jeweils ein Repriisentant fiir alle Dreieckswinkeltypen (1) bis (14) und
In Abb. 2 ein solcher fiir alle sich ergebenden verschiedenen Unterfille dargestellt.
In diesen wie in den folgenden Abbildungen sind die betreffenden Tetraeder und
Dreiecke lediglich symbolisch skizziert. Dabei ist ein stumpfer Dreieckswinkel durch
enen Winkelbogen markiert, ein Winkelbogen mit einem Punkt bezeichnet einen
rechten Dreieckswinkel. Ein stumpfer Keilwinkel ist durch eine Winkelecke an seiner -
S(;heitelkante gekennzeichnet. Trigt diese Ecke einen Punkt, dann ist dieser Keil-
winkel ein rechter. Im elliptischen Falle sind Kanten, deren Liinge groBer als /2
1st, fett gezeichnet. .

Es ist ferner auch moglich, eine Typisierung der Tetraeder aus B®) lediglich hinsicht-
lich des Vorkommens und der gegenseitigen Lage von stumpfen Keilwinkeln vorzu-
nehmen. Da bereits bei der Typisierung hinsichtlich der stumpfen Dreieckswinke
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4 4 4 4 4
3 J 3 3 3
) 1 7 7 1
2 2 2 2 2

(Na) (1p) (1e) (2)a) (2)b)

(3)a) (3)87) (3)by) (3)c) (5)a) (5)b)
4 4 4 4
3 3 3 3
1A 1< A 1« A 16 A
2 2 2 2
(10)a) (10) by) (10) by) (10)c)
4 4 4 4 4 4
1 X7 7 \7 A \/ A \7 7 VAR \7
2 2 2 2 2 2
(12)a) (12)by) (12) b,) (126 (12)cy) (12)cy)

Abb. 2. Unterfille von Dreieckswinkeltypen

Vorbereitungen dazu geleistet wurden, lift sich ohne Miihe eine Typisierung hin-
sichtlich der stumpfen Keilwinkel in folgender Weise angeben:

Satz 1. Die Menge B® it sich hinsichtlich Vorkommens und Lage von stumpfen
Keilunnkeln in genau sechs Keilwinkeltypen einteilen.

Bevor zum Beweis dieses Satzes einige Bemerkungen gemacht werden, soll zunichst
die ,,Keilwinkelstruktur‘ eines Tetraeders erklirt werden.

Definition 1. Das Tetraeder T = 1,2,3,4 ¢ B® hat die Kedwinkelstruktur
{leykegkesks)) (0 < k; < 2;7 = 1,2,3,4) genau dann, wenn die dreieckige Wand " von
T, die gegeniiber der Ecke 2 liegt, mit genau k; weiteren Wanden je einen stumpfen
Keilwinkel einschlieft.

Es sei angemerkt, daB auf Grund der Ergebnisse in [3] stets k; < 3 sein muB.
Ferner wird eine Relation erklirt durch

Definition 2. Die zwei Tetraeder T, = 1,2,3,4 und T, = 1,2,3,4 aus G mit
der Keilwinkelstruktur ((kPkPERED)) baw. (KPEPEDED)) stehen in der Relation o
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genau dann, wenn es eine Permutation /T der Bezeichnung der Eckpunkte von T,
gibt, so daB k%) = kP fiir v = 1, 2, 3, 4 gilt.

Diese Relation o ist eine Aquivalenzrelation, wie sich sofort aus der Gruppeneigen-
schaft der Permutationen ergibt, und induziert demzufolge eine Klassenbildung in der
Menge B@). Die einzelnen Klassen werden Keilwinkeltypen genannt.
Jetzt kann Satz 1 bewiesen werden: Als Reprisentanten der einzelnen Keilwinkel-
typen sollen diejenigen Keilwinkelstrukturen ausgewihlt werden, fiir die 2 = k, > k,
“hy =2 kg = 0 gilt und wo die k; stumpfen Keilwinkel von der Wand 1’ im Fall
ly ~= 1 mit der Wand 2’ und im Fall k&, = 2 mit den Wiinden 2’ und 3’ gebildet wer-
den. Aus kombinatorischen Griinden ist damit die betreffende Keilwinkelstruktur
als Repriisentant eindeutig festgelegt. Gleichzeitig ergibt sich dadurch auch eine
Typisierung hinsichtlich der gegenseitigen Lage der stumpfen Keilwinkel. In Abb. 3
sind die Reprisentanten der sechs Keilwinkeltypen dargestellt. Es sei erwihnt, daf3

sich ((2200)) und ((2222)) nicht als Keilwinkeltypen in 8 ®) realisieren lassen.

4 4 4
3 3 3
1 ! 1
2 2 2
4 4 4
3 3 3
1 ! 1
2 2 2

Abb. 3. Keilwinkeltypen

3. Auffangdreiecke

Die weiteren Untersuchungen machen hiufig von Auffangdreiecken Gebrauch.
Das sind Dreiecke, stets im elliptischen Raum, die als Durchschnitt zwischen einer
Kugel von geeignetem Radius um eine Tetraederecke P einerseits und den Tetra-
cderwinden oder deren Verlingerung, die P als eine Ecke besitzen, andererseits
entstehen. Diese Auffangdreiecke kénnen auch stumpfe Kanten besitzen. Sie treten
genau dann auf, wenn in dem Tetraeder an der betreffenden Ecke in der entsprechen-
den Wand ein stumpfer Dreieckswinkel liegt.

Fiir elliptische Dreiecke gilt in bezug auf die Lage von stumpfen Dreieckswinkeln
und Dreiecksseiten

Hilfssatz 1. Fiir ein elliptisches Dreieck gibt es genau sieben verschiedene Moglich-
keiten hinsichtlich der gegenseitigen Lage von stumpfen Dreveckswinkeln und stumpfen
Seiten (vgl. Abb. 4). 4

Der Beweis ist in [2] ausgefiihit.

Als Spezialfall von Hilfssatz 1 ergibt sich im Fall eines rechtwinkligen elliptischen
reiecks

3 Beitrige zur Algebra 9
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Hilfssatz 2. Ist ein elliptisches Dreveck rechtwinklig, dann gibt es genau vier verschie-
dene Maglichkeiten fiir die gegenseitige Lage von stumpfen Dreieckswinkeln und stumpfen
Seiten, ndmlich:

(1) keine stumpfen Dreteckswinkel, keine stumpfen Seiten,

(2) etn stumpfer Dreteckswinkel, eine stumpfe Seite (dvese stumpfe Seite liegt dem stump-
fen Dretecksuninkel gegeniiber, und die beiden nichtstumpfen Dreieckswinkel sind rechte),
(8) etn stumpfer Dreteckswinkel und zwer stumpfe Seiten (die stumpfen Seiten liegen
jeweils dem rechten und dem stumpfen Dreieckswinkel gegeniiber),

(4) 2wer stumpfe Dreieckswinkel und zwer stumpfe Seiten (die stumpfen Seiten liegen
jeweils etnem stumpfen Dreveckswinkel gegeniiber)

(vgl. Abb. b5).

(I); (2); (3); (4);
(5) ; (6); (7);

Abb. 4. Verteilung der stumpfen Winkel und Seiten in einem elliptischen Dreieck

(n ; (2) ; (3); (4) ;

Abb. 5. Verteilung der stumpfen Winkel und Seiten in einem rechtwinkligen ellip-
tischen Dreieck

Beweis. Die Existenz von (1) ist klar. (2) gilt auf Grund der Pol-Polare-Beziehung.
(3) 148t sich aus (2) herleiten, indem eine nichtstumpfe Seite — die in (2) die Linge
n/2 hat — um den Scheitel des betreffenden rechten Winkels derart gedreht wird, so
daB dieser rechte Winkel verkleinert wird und (3) entsteht (vgl. Abb. 6). SchlieBlich
ist (4) ein Spezialfall von Hilfssatz 1, aus dem auch abgeleitet werden kann, daB es
keine weiteren Moglichkeiten gibt.

Im folgenden wird noch eine Winkelzerlegungseigenschaft eines Tetraeders eine
Rolle spielen, die mit Hilfe von stumpfen Seiten in Auffangdreiecken formuliert
werden kann. Zur Erklirung dieser Eigenschaft werden Tetraeder T betrachtet, die
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einen Eckpunkt P besitzen, der Scheitel von genau zwei stumpfen Dreieckswinkeln
ist und von dem genau eine Kante ausgeht, die Scheitelkante eines stumpfen Keil-
winkels ist. Ein solcher Eckpunkt P wird ,,doppelstumpf genannt. Die Menge der
Tetraeder aus B3 mit mindestens einem doppelstumpfen Eckpunkt wird mit T4
bezeichnet. Aus Abb. 1 bzw. 2 148t sich ablesen, da8 zu dieser Menge genau die Tetra-
eder der folgenden Dreieckswinkeltypen gehoren: (I) Tetraeder mit genau einem
doppelstumpfen Eckpunkt: (3)a), (3)b,), (7), (10)a), (10)b,), (12)b,), (12)¢,) und (13);
(II) Tetraeder mit genau zwei doppelstumpfen Eckpunkten: (12)a), (12)b,) und
(12)by).

Abb. 7. Auffangdreieck be- Abb. 8. Auffangdreieck be-
ziiglich eines doppelstumpfen ziiglich eines doppelstumpfen
Eckpunktes Eckpu..ktes bei Eigenschaft (Z)

Das Auffangdreieck 4,B,C beziiglich eines doppelstumpfen Eckpunktes P enthilt
darum genau zwei stumpfe Seiten (z. B. 4,C und B,C) und genau einen stumpfen
Dreieckswinkel. Dieser liegt einer stumpfen Seite gegeniiber (z. B. <t ABC) (vgl.
Abb. 7). Das Dreieck 4,B,C wird von der Senkrechten zur nichtstumpfen Seite 4,B
durch den Scheitel des stumpfen Dreieckswinkels B in zwei Dreiecke zerlegt. Diese
Senkrechte schneidet die dem stumpfen Dreieckswinkel gegeniiberliegende Seite 4,0
in F. Es entstehen das rechtwinklige Dreieck A4,B,F und das nichtrechtwinklige
Dreieck B,C,F (vgl. Abb. 7). Diese Zerlegung des Dreiecks 4,B,C wird mit 84 be-
zeichnet.

Definition 3. Das Tetraeder T € T, hat genau dann die Eigenschaft (Z), wenn fiir
das Auffangdreieck beziiglich eines jeden doppelstumpfen Eckpunktes von T bei
seiner Zerlegung 8, das entstehende rechtwinklige Dreieck keine stumpfen

Seiten und das andere nichtrechtwinklige Dreieck zwei stumpfe Seiten besitzt
(vgl. Abb. 8).

Als ein Beispiel eines solchen elliptischen Auffangdreiecks mit der Eigenschaft (Z)
kann das Dreieck 4,B,C angegeben werden mit |B,C| = | ABC| = %n und
|< ACB| = i;.

4. Loteigenschatten

Es sollen jetzt zwei Loteigenschaften von Tetraedern erklirt werden.

Definition 4. Das Tetraeder T ¢ B® hat die Eigenschaft (L,)p genau dann, wenn
die LotfuBpunkte aller Lote vom Eckpunkt P des Tetraeders T auf die drei Kanten
dfl' P gegeniiberliegenden Wand P’ nicht auBerhalb von 7' liegen. T € B8® hat die
Eigenschaft (L,), wenn es einen Eckpunkt P von T gibt, so daB T die Eigenschaft
(I-fl)p beﬂitzt.

Die Menge der Tetraeder T € B®) mit der Eigenschaft (L,) werde mit &, bezeichnet.

3*
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Definition 5. Das Tetraeder T € 8@ hat die Eigenschaft (L,), genau dann, wenn
der LotfuBpunkt des Lotes vom Eckpunkt P des Tetraeders T auf die P gegeniiber-
liegende Wand P’ nicht auBerhalb von T liegt. T € B® hat die Eigenschaft (L.,),
wenn es einen Eckpunkt P von T gibt, so dall T die Eigenschaft (L,)p besitzt.

Die Menge der Tetraeder T € B3 mit der Eigenschaft (L,) werde mit &, bezeichnet.

Definition 6. Das Tetraeder T € B® hat die Eigenschaft (L,;)p genau dann,
wenn es die Eigenschaft (L,)p und (L,)p besitzt. T € B® hat die Eigenschaft (L),
wenn es einen Eckpunkt P von T gibt, so daf} T die Eigenschaft (L,;,)p besitzt.

Die Menge der Tetraeder T € B¢® mit der Eigenschaft (L,,;) werde mit &,;, bezeich-
net.

Bei der vollstindigen Zerlegung 3 eines Tetraeders T in Teiltetraeder aus einer gewis-
sen Tetraedermenge B (Tetraederbaukasten), so daBl T die elementar-geometrische
Summe dieser Teiltetraeder darstellt, sind die folgenden Anzahlen von Teiltetra-
edern von Interesse:

1. Anzahl der Teiltetraeder bei der Zerlegung 3 des Tetraeders T':

al®,

2. kleinste Anzahl von Teiltetraedern, in die das Tetraeder T vollstindig zerlegt
werden kann:

ar:= min a{P,
3

3. groBiter Wert der minimalen Teiltetraederanzahl ap beziiglich aller Tetraeder T
einer gewissen Tetraedermenge T € BE):

Ng := max ag.
TeT

Es wird N := Ngo, gesetzt.

Dann gelten die Siitze

Satz 2. & ust ein Tetraederbaukasten fiir alle T € BE), und es gilt N = 2.
Satz 3. &, i3t ein Tetraederbaukasten fiir alle T € BE), und es qilt N = 2.

Beweis. Satz 2 ist in [3] bewiesen, indem es stets gelingt, in einem Tetraeder aus
B®), das nicht die Eigenschaft (L,) besitzt, geeignet eine Wand einzuziehen und so
das Tetraeder in zwei Teiltetraeder jeweils mit der Eigenschaft (L,)zu zerlegen. Zum
Beweis von Satz 3 iiberlegt man sich, dal genau die Keilwinkeltypen ((1111)) und
((2211)) nicht die Eigenschaft (L,) haben, da die dazugehorigen Tetraeder zwei Keil-
winkel besitzen, deren Scheitelkanten im Tetraeder sich gegeniiberliegen. Durch
Einziehen einer Wand, die einen dieser beiden stumpfen Keilwinkel in zwei nicht-
stumpfe Keilwinkel zerlegt, entstehen beim Keilwinkeltyp ((1111)) stets zwei Teil-
tetraeder mit der Eigenschaft (L,). Beim Keilwinkeltyp ((2211)) gibt es stets eine sol-
che Wand, die diese Zerlegung in zwei Teiltetraeder mit der Eigenschaft (L,) bewirkt,
aber nicht jede derartige Wand leistet dieses. Speziell kann diese Wand bei beiden
Typen so gewihlt werden, dal der betreffende stumpfe Keilwinkel in einen rechten
und einen spitzen Keilwinkel zerlegt wird, wobei beim Keilwinkeltyp ((2211)) der
rechte Keilwinkel mit dem dritten ihm nicht gegeniiberliegenden stumpfen Keil-
winkel des Tetraeders eine Tetraederwand als Schenkel gemeinsam haben mub.
Das entspricht dem Vorgehen von LENHARD bei der Zerlegung eines Tetraeders in
Orthogonal-Tetraeder (vgl. [6]). Im einzelnen gilt: In einem Tetraeder vom Keil-
winkeltyp ((1111)) wird z. B. in dem angegebenen Reprisentanten die Wand 1,2,F
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mit ¥ € 3,4 und 1,2,F | 1,24 eingezogen, so daB der stumpfe Keilwinkel mit der
Scheitelkante 1,2 in nichtstumpfe Keilwinkel zerlegt wird (vgl. Abb. 9). Es entstehen
die beiden Teiltetraeder T, = 1,2,4,F und T, = 1,2,3,F, die beide die Eigenschaft
(Lp)r haben, da in ihnen keine stumpfen Keilwinkel vorkommen, die jeweils die
Wand gegeniiber F' als einen Schenkel besitzen. — In einem Tetraeder vom Keil-
winkeltyp ((2211)) wird in dem angegebenen Reprisentanten z. B. die Wand 1,3,F
mit F € 2,4 und 1,3,F | 1,3,4 eingezogen (vgl. Abb. 10). Es entstehen die beiden
Teiltetraeder T, = 1,3,4,F und T, = 1,2,3,F. T, besitzt die Eigenschaft (L,), und

Abb. 9

T, die Eigenschaft (I.,)r auf Grund der Lage der stumpfen Keilwinkel mit den Schei-
telkanten 1,3, 2,4 und 3,4. Denn da der Keilwinkeltyp ((2211)) mit dem Fall (12)c,)
des Dreieckswinkeltyps (12) zusammenfillt, lassen sich Aussagen iiber die Lage der
stumpfen Dreieckswinkel machen. Auf Grund der Hilfssiitze 1 und 2 erhilt man,
daB in T, die Kanten gegeniiber der Ecke 4 Scheitelkanten von nichtstumpfen Keil-
winkeln sind. Das ergibt sich durch Betrachtung der Auffangdreiecke beziiglich der
Ecken 1 und 3.

5. Fast-Orthoscheme

Von Interesse ist weiterhin die vollstindige Zerlegung eines Tetraeders T € B®) in
Orthogonal-Tetraeder. Ein Orthogonal-Tetraeder R = 1,2,3,4 ist ein Tetraeder mit
einem total-orthogonalen Kantenzug, etwa 1,2 | 2,3 A 1,2,3 | 3,4 (vgl. Abb. 11).

4

‘P

’ /9

2 Abb. 11. Orthogonal-Tetraeder

In einem Orthogonal-Tetraeder sind alle vier Wiinde sowie alle vier Auffangdreiecke
beziiglich der Eckpunkte immer rechtwinklige Dreiecke. Es lit sich zeigen, daB fiir
ein Orthogonal-Tetraeder die Rechtwinkligkeit aller Dreieckswiinde im euklidischen.
und hyperbolischen Fall dafiir notwendig und hinreichend ist, daB ein total-ortho-
gonaler Kantenzug existiert. Im elliptischen Fall ist diese Forderung lediglich dafiir
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notwendig (vgl. [1]). Ein r-dimensionales Simplex §+!) mit einem total-orthogonalen
Kantenzug bezeichnet L. ScHLA¥LI [6] als ein Orthoschem. Im allgemeinen werden
die Orthoscheme fiir r = 2 bzw. r = 3 rechtwinklige Dreiecke bzw. Orthogonal-Tetra-
eder genannt. Ein r-dimensionales Orthoschem in einem 7-dimensionalen elliptischen
Raum besitzt genau dann nichtstumpfe Kanten, wenn seine Keilwinkel nichtstumpf
sind. In einem r-dimensionalen euklidischen oder hyperbolischen Raum besitzen
alle Orthoscheme stets nur nichtstumpfe Keilwinkel. Demzufolge gehort ein Ortho-
gonal-Tetraeder genau dann zu B @), wenn alle seine Keilwinkel nichtstumpf sind.
Die Menge aller Orthogonal-Tetraeder, die zu 8®) gehoren, wird mit ¢ bezeich-
net.

Wie bereits bemerkt, hatte LENHARD fiir den dreidimensionalen euklidischen Raum
bewiesen, daB jedes beliebige euklidische Tetraeder in Orthogonal-Tetraeder voll-
stindig zerlegt werden kann. Dabei ergibt sich N < 12. Dieser Satz soll auf den ellip-
tischen und den hyperbolischen dreidimensionalen Raum ausgedehnt sowie hinsicht-
lich der Zahl N verschirft werden.

Dafiir sind zuniéichst einige Hilfssitze zu beweisen.

Als Vorstufe eines r-dimensionalen Simplexes S¢+1) zu einem Orthoschem wird er-
klirt

Definition 7. Ein Simplex S™ (n = 3) wird genau dann ein Fast-Orthoschem
(1. Ordnung) genannt, wenn S®™ eine Kante 4,k enthilt mit 7,k | S{*~), wobei S{*~"
diejenige Wand von 8™ bezeichnet, die der Simplexecke ¢ gegeniiberliegt.

Man erkennt sofort, daB ein Orthoschem gleichzeitig auch ein Fast-Orthoschem ist.
Nur fiir » = 3 ist ein Fast-Orthoschem stets ein Orthoschem.

Hilfssatz 3. Ist das Tetraeder T = 1,2,3,4 ¢ BL®) ewn Fast-Orthoschem mit 1,2,3
1| 3,4, aber kein Orthogonal-Tetraeder, und ist keiner der beiden Dreveckswinkel < 123
und < 213 stumpf, dann lapt sich T vollstindig vn Orthogonal-Tetraeder zerlegen, und
es qult ap = 2.

Beweis. Das Vorgehen LENHARDS lid Bt sich hier ohne weiteres auch auf den ellipti-
schen und den hyperbolischen Raum iibertragen. Auf Grund der Voraussetzungen
besitzt T die Eigenschaft (L,j),. Es laBt sich vom Eckpunkt 3 auf die Kante 1,2
das Lot fillen, so daB der LotfuBpunkt # im Innern der Kante 1,2 liegt. Durch Ein-
ziehen der Wand F,3,4 wird T in die beiden Teiltetraeder T, = 1,F,3,4 und T,
= 2,F,3,4 zerlegt. Diese sind Orthogonal-Tetraeder, und es gilt ar < 2. Da T selbst
aber kein Orthogonal-Tetraeder ist, muB ar > 1 sein, und der Hilfssatz ist damit
bewiesen (vgl. Abb. 12).

Hilfssatz 4. Ist das Tetraeder T = 1,2,3,4 € BA®) ein Fast-Orthoschem mit 1,2,3
| 3,4 und 13t einer der beiden Dretecksunnkel < 123 oder < 213 stumpf, dann Lift sich
T vollstindig in Orthogonal-Tetraeder zerlegen, und es qilt ap = 3.

Beweis. Auch hier kann man den Lenhardschen Gedanken iibertragen, um zu
zeigen, daB es eine Zerlegung in drei Orthogonal-Tetraeder gibt. Ist 0.B.d.A der
Dreieckswinkel <t 123 der stumpfe, dann wird durch Einziehen der Wand 2,4,F,,
wobei F, der LotfuBpunkt des Lotes vom Eckpunkt 2 auf die Kante 1,3 und darum
2,4,F, | 1,3,4ist, das Fast-Orthoschem T in das Orthogonal-Tetraeder T, = 2,F,,3,4
und in das Fast-Orthoschem Ty, = 1,4,F,,2 mit 2,F, | 1,F,,4 zerlegt. T, ist kein
Orthogonal-Tetraeder, kann aber nach Hilfssatz 3 durch Einziehen einer weiteren
Wand 2,F,,F, mit F, € 1,4 und F,,F, | 1,4, die senkrecht auf 1,F,,4 steht, in zwei
Orthogonal-Tetraeder zerlegt werden (vgl. Abb. 13), und es gilt ar < 3. Ist anderer-
seits in T' 0.B.d.A. der Dreieckswinkel < 123 stumpf, dann ist auch der Dreiecks-
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winkel <X 124 und der Keilwinkel mit der Scheitelkante 2,4 stumpf, wie sich aus der
Betrachtung des Auffangdreiecks beziiglich der Ecke 2 auf Grund des Hilfssatzes 2
crgibt. T besitzt die Eigenschaft (L), es besitzt aber nicht die Eigenschaft (L,),.
Die beiden Winde 1,2,3 und 1,2,4 miissen bei einer Zerlegung in Orthogonal-Tetra-
eder von T' in mindestens zwei rechtwinklige Dreiecke zerlegt werden. Der stumpfe
Keilwinkel mit der Scheitelkante 2,4 muf ebenfalls in mindestens zwei nichtstumpfe
Keilwinkel zerlegt werden. Fiir die Zerlegung dieses Keilwinkels ist mindestens eine
Wand durch die Kante 2,4 einzuziehen, die aber auf eine Zerlegung des stumpfen
Dreieckswinkels <t 124 keinen EinfluB hat, so daB dieser Dreieckswinkel noch einmal
durch Einziehen einer Wand zerlegt werden muB8. Es ergibt sich somit ap = 3 und
damit schlieBlich ap = 3.

6. Zerlegung in Orthogonal-Tetraeder

Fiir verschiedene Tetraedermengen ¥ werden jetzt vollstindige Zerlegungen in
Orthogonal-Tetraeder mit minimaler Orthogonal-Tetraeder-Anzahl beschrieben.
Zuniichst muB aber erst eine Tetraedereigenschaft erklirt werden, die sich auf ortho-
gonale Zwischenwiinde bezieht.

De{ inition 8. Das Tetraeder T € B® hat die Eigenschaft (W,) genau dann, wenn
es eine Kante 7,k von T gibt, so daB die Lote'von 7 und k auf die Kante ko von T,
die der Kante 1,k gegeniiberliegt, einen gemeinsamen LotfuBpunkt F auf k, haben
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und wo dariiber hinaus F nicht auBerhalb von k, liegt (Eigenschaft (W,) beziiglich
der Kante 1,k).

. Hat das Tetraeder T die Eigenschaft (W,) beziiglich der Kante 7,k, dann steht die
Wand 7,k,F auf der Kante ky senkrecht und zerlegt das Tetraeder T in zwei Fast-
Orthoscheme mit senkrechten Kanten, die in k, liegen.

Definition 9. Das Tetraeder T € 8@ hat die Eigenschaft (W,) genau dann, wenn
in T ein Paar sich gegeniiberliegender Kanten k, und k, existieren, so dai T die
Eigenschaft (W,) beziiglich der Kanten &, und k, besitzt.

Durch Betrachtung der einzelnen Fille der Dreieckswinkeltypen 1aBt sich zeigen,
daB ein Tetraeder aus 8@ nur dann die Eigenschaft (W,) besitzen kann, wenn es zu
den folgenden Fillen von Dreieckswinkeltypen gehért: (1)a), (1)b), (1)e), (2)a), (2)b),
(4), (6)a), (6)b), (9) und (14).

Abb. 14

(W) A = (Wy)

Ein Tetraeder aus 8®) kann nur dann die Eigenschaft (W,) A — (W,) besitzen,
wenn es zu den folgenden Fillen von Dreieckswinkeltypen gehort: (3)b,), (3)c), (6),
(8) und (11). Ein solches Tetraeder besitzt immer die Eigenschaft (L,,;). Wesentlich
ist bei Tetraedern mit dieser Eigenschaft u. a., daB sie an einem Eckpunkt P (min-
destens) zwei stumpfe Dreieckswinkel besitzen und (mindestens) zwei stumpfe
Keilwinkel mit Scheitelkanten, die von diesem Eckpunkt P ausgehen. Falls P der
Scheitel von genau zwei stumpfen Dreieckswinkeln ist, dann sind die Scheitelkanten
der beiden stumpfen Keilwinkel gleichzeitig die Schenkel des nichtstumpfen Drei-
eckswinkels (vgl. Abb. 14). g

Ist ein Tetraeder aus B vollstindig in Orthogonal-Tetraeder zerlegt, dann sind
seine dreieckigen Winde in rechtwinklige Dreiecke zerlegt. Ist eine nichtrechtwinklige
Wand in genau zwei rechtwinklige Dreiecke zerlegt, dann ist dieses durch ein Lot in
dieser Wand erfolgt. Eine Zerlegung einer nichtrechtwinkligen Wand in genau drei
rechtwinklige Dreiecke kann nur durch ein Lot in der Wand und eine weitere Zerle-
gung des einen auf diese Weise entstandenen rechtwinkligen Dreiecks durch ein Lot,
und zwar vom Scheitel des rechten Winkels aus, erfolgen. Fiir eine Zerlegung einer
nichtrechtwinkligen Wand in genau vier rechtwinklige Dreiecke gibt es genau sieben
wesentlich verschiedene Moglichkeiten. Entweder zerlegt eine Transversale das
Dreieck in zwei Teildreiecke, die jeweils durch Lote nochmals zerlegt werden (drei
verschiedene Fille) oder es wird die Wand durch ein Lot in zwei rechtwinklige
Teildreiecke zerlegt, und entweder werden dann beide Teildreiecke durch Lote noch-
mals zerlegt oder es wird das eine Teildreieck durch eine Transversale vom Scheitel
des noch nicht zerlegten Dreieckswinkels aus oder durch ein Lot vom Scheitel des
rechten Winkels aus in weitere zwei Teildreiecke und von diesen Teildreiecken
noch einmal eins vom Scheitel seines stumpfen oder rechten Winkels aus in zwei
rechtwinklige Teildreiecke zerlegt (vgl. Abb. 15).
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Hat T € B8 mit der Eigenschaft (W,) keine rechten Keil- und Dreieckswinkel,
dann muB bei einer vollstindigen Zerlegung in moglichst wenig Orthogonal-Tetraeder
jede Wand in mindestens zwei rechtwinklige Dreiecke zerlegt sein. Ein solches
Orthogonal-Tetraeder kann niemals drei Winde haben, die jeweils auf dem Rand
von T liegen, da die Auffangdreiecke fiir jeden Eckpunkt von T nach Voraussetzung
keine rechtwinkligen Dreiecke sind und folglich mindestens noch einmal zerlegt
werden miissen. Die kleinste Anzahl von rechtwinkligen Dreiecken, in die die vier
Wiinde von T insgesamt zerlegt sein konnen, betrigt 8. Von diesen kénnen wegen der
chen gemachten Bemerkung hochstens jeweils zwei ein Orthogonal-Tetraeder erge-
ben. Das bedeutet, daB T in wenigstens vier Orthogonal-Tetraeder zerlegt ist. Es
gibt aber eine Zerlegung von T bei der Eigenschaft (W,) in genau vier Orthogonal-
Tetraeder, indem T' durch die beiden Winde, die auf gegeniiberliegenden Kanten
senkrecht stehen, zerlegt wird. Somit gilt hierbei a; = 4.

A A A

4 4 4

A A A A

4

Abb. 15. Zerlegung eines Dreiecks in hichstens vier rechtwinklige Dreiecke

Hat T € 8® mit der Eigenschaft (L,) nicht die Eigenschaft (W,), dann gelten fol-
gende Aussagen, wenn T keine rechten Keil- und Dreieckswinkel besitzt und in
maglichst wenig Orthogonal-Tetraeder vollstindig zerlegt ist :

(1) Kein Eckpunkt der Orthogonal-Tetraeder ist ein innerer Punkt von T.

(b) Ein jedes Orthogonal-Tetraeder hat keine drei Wiinde, die auf dem Rand von T
liegen. '

(¢) Sind in einem Tetraeder T € , zwei Winde mit der gemeinsamen Kante k in
genau je zwei rechtwinklige Teildreiecke durch ein Lot in den jeweiligen Winden
derart zerlegt, daB die Kante k gemeinsame Seite von zwei solchen rechtwinkligen
Teildreiecken D, und D, ist, dann gilt, wenn man von der Voraussetzung der
Eigenschaft (W,) absieht: D, und D, sind die Winde ein und desselben Ortho-
gonal-Tetraeders genau dann, wenn T die Eigenschaft (W,) besitzt.

(d) Es gibt mindestens eine Wand von 7, in der Wiinde von mehr als drei Orthogonal-
Tetraedern liegen.

(e) Es gibt mindestens eine Wand von 7T, die durch ein Lot in genau zwei rechtwink-
lige Dreiecke zerlegt ist und wo ein jedes dieser beiden rechtwinkligen Dreiecke
eine Wand eines Orthogonal-Tetraeders ist.

Die Richtigkeit dieser Aussagen kann man sich folgendermaBen iiberlegen, wenn

man noch ein Teilergebnis der Hilfssitze 5 und 6 beachtet, nach dem ein Tetraeder
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aus ’21/, bzw. aus £, stets in weniger als sieben bzw. acht Orthogonal-Tetraeder
vollstindig zerlegt werden kann. Dafiir wird dort eine Zerlegungsvorschrift angege-
ben, die auf LENHARD [5] zuriickgeht.

Zu (a): Angenommen, es ist der Eckpunkt P eines Orthogonal-Tetraeders ein innerer
Punkt von T. Ist P fiir alle Orthogonal-Tetraeder, denen er angehort, jeweils ein
Eckpunkt, dann gibt er AnlaB zu mehr als acht Orthogonal-Tetraedern. Die Betrach-
tung der Auffangkugel um P zeigt dieses, weil jedes Auffangdreieck eines Orthogonal-
Tetraeders weniger als den achten Teil der Kugeloberfliche einnimmt. Gibt es bei
dieser Zerlegung ein Orthogonal-Tetraeder T,, von dem P ein innerer Wandpunkt
ist, und ein weiteres Orthogonal-Tetraeder T}, von dem P ein innerer Punkt einer
Kante ist, dann gehort P zu wenigstens fiinf verschiedenen Orthogonal-Tetraedern.
Dieses zeigt wiederum die Betrachtung der Auffangkugel um P. Das kénnen aber bei
einer vollstindigen Zerlegung von T nicht alle Orthogonal-Tetraeder sein, weil T
sowie T,, die anderen Orthogonal-Tetraeder nicht zu einem Tetraeder T' mit nicht-

Abb. 16

rechtwinkligen Winden ergiinzen konnen. Denn sonst wiirden eine Wand von T
und zwei Winde von T, gleichzeitig jeweils Wiinde von T sein, was ein Widerspruch
zur Nicht-Rechtwinkligkeit der Winde von T ist. Darum liegen in dem Halbraum
beziiglich der Auffangkugel von P, in dem T, liegt, wenigstens noch zwei und in dem
entsprechenden Viertelraum von T', wenigstens noch ein Orthogonal-Tetraeder. Gibt
es keine solchen Tetraeder T, bzw. T, dann haben weitere fiinf bzw. zwei Ortho-
gonal-Tetraeder den Eckpunkt P gemeinsam, so daB sich immer insgesamt mehr als
sieben Orthogonal-Tetraeder hierbei ergeben.

Zu (b): Da T keine rechten Keil- und Dreieckswinkel besitzt, gilt die im Fall der
Eigenschaft (W;) angegebene Begriindung fiir denselben Sachverhalt auch hier in
gleicher Weise.

Zu (c): Um ein Orthogonal-Tetraeder zu erhalten, kann die Zerlegung der beiden
Wiinde wegen (b) bei — (W,) nicht so erfolgt sein, daB von ein und demselben Eck-
punkt von T das Lot in den beiden Wianden, gefillt wurde. Sind nun die Lote in den
beiden Winden von verschiedenen Eckpunkten von T aus gefillt worden, dann liegen
die LotfuBpunkte auf sich gegeniiberliegenden Kanten von T' (vgl. Abb. 16). Diese
Kanten stehen jeweils auf den im Inneren von T zu erginzenden Wianden des Teil-
tetraeders mit den Winden D, und D, aber genau dann senkrecht, wenn T die
Exgensohaft (W,) besitzt. Die beiden Lote konnen andererseits auch nicht beide auf
den im Inneren von T zu erginzenden Winden senkrecht stehen, da wegen (L,) T
keine gegeniiberliegenden Kanten hat, die Scheitelkanten von stumpfen Keilwinkeln
sind.

Zu (d): Wire jede Wand von T in genau zwei rechtwinklige Dreiecke zerlegt, dann

etgeben sich insgesamt acht rechtwinklige Dreiecke, die wegen (a) und (b) zu genau
vier Teiltetraedern AnlaB geben. Diese konnen aber nur genau dann Orthogonal-
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Tetraeder sein, wenn T die Eigenschaft (W;) besitzt. Da T aber nicht die Eigenschaft
(W) besitzen soll, konnen nicht alle Winde in genau zwei rechtwinklige Dreiecke
zerlegt sein. Ist keine Wand von T' in mehr als drei rechtwinklige Dreiecke zerlegt,
dann gibt es nach den vorigen Ausfiihrungen wenigstens eine Wand, die in genau
drei rechtwinklige Dreiecke zerlegt ist, wenn fiir T' — (W,) gilt. Wegen (a), (c) und
der Struktur der Zerlegung einer Wand in drei rechtwinklige Dreiecke gibt das aber
keine Zerlegung in Orthogonal-Tetraeder. Mindestens eine Wand von T muB in
mehr als drei rechtwinklige Dreiecke zerlegt sein.

Zu (e): Wire eine Wand von T in genau vier und die anderen Winde in genau drei
rechtwinklige Dreiecke zerlegt, dann ergibt das insgesamt 13 rechtwinklige Drei-
ecke in den Winden von T. Wegen (a) und (b) gibt das zu wenigstens sieben Teil-
tetraedern AnlaB. Es gibt unter diesen Teiltetraedern zwei, die eine vollstindige
Kante von T gemeinsam haben und aber wegen (c) keine Orthogonal-Tetraeder sind.
Das kann demzufolge keine minimale Zerlegung von T sein. Die Anzahl der Ortho-
gonal-Tetraeder wird nicht verringert, wenn die Winde von T in mehr rechtwinklige
Dreiecke, als bisher betrachtet, zerfallen.

Nunmehr 148t sich formulieren

Hilfssatz 5. Hat das Tetraeder T € B® die Eigenschaft (Ly3), dann ist es vollstiindig
in Orthogonal-Tetraeder mit ar < 6 zerlegbar. Enthiilt T keine rechten Keil- und Dres-
eckswinkel und hat es nicht die Evgenschaft (W,), dann gilt ap = 6.

Beweis. T habe 0.B.d.A. beziiglich der Ecke 4 die Eigenschaft (L,,). Durch das Lot
von der Ecke 4 auf die Wand 1,2,3 mit dem LotfuBpunkt F 1Bt sich T in héchstens
drei Fast-Orthoscheme mit der gemeinsamen senkrechten Kante F,4 zerlegen. Diese
lassen sich wiederum, falls sie nicht selbst schon Orthogonal-Tetraeder sind, wegen
der Eigenschaft (L,/,), nach Hilfssatz 3 jeweils in zwei Orthogonal-Tetraeder voll-
stindig zerlegen. Das entspricht dem Vorgehen von LENHARD und ergibt a, < 6.
Enthilt T keine rechten Keil- und Dreieckswinkel, dann (aber nicht genau dann)
crgeben sich hierbei die Fast-Orthoscheme 1,2,F,4; 2,3,F,4 und 3,1,F,4 und schlieBlich
genau sechs Orthogonal-Tetraeder (vgl. Abb. 17).

Um zu zeigen, daB ein Tetraeder mit den oben genannten Eigenschaften in wenig-
stens sechs Orthogonal-Tetraeder zerlegt werden muB, betrachtet man die Anzahl
der rechtwinkligen Teildreiecke, in die die Wande von 7T insgesamt zerlegt werden.
Diese Anzahl ist wegen (d) und (e) wenigstens 4 + 2 + 2 + 2 = 10. Ist diese Anzahl
groBer als 10, dann geben diese Teildreiecke wegen (b) zu mindestens sechs Ortho-
gonal-Tetraedern AnlaB. Folglich ist lediglich noch der Fall zu untersuchen, bei dem
eine Wand von T in genau vier und die iibrigen Wande jeweils in genau zwei recht-
winklige Teildreiecke zerlegt sind. Diese in jeweils zwei rechtwinklige Teildreiecke
zerlegten drei Winde geben aber wegen (a), (¢) und — (W) zu mindestens sechs
Orthogonal-Tetraedern AnlaB. Darum ist hier immer ay = 6, und somit ergibt sich
mit dem friiheren Resultat ay = 6.

Genau fiir die Fille von Dreieckswinkeltypen (1)a), (1)b), (2)a), (3)a), (3)b;), (3)c),
(5)a), (8), (8), (10)a), (10)b,), (10)c) und (11) ist jeweils die Eigenschaft (L, ;) erfiillt.
Sie ergeben die Tetraedermenge &,/;, und gemiB Hilfssatz 5 gilt darum Ng,, = 6.
Hilfssatz 6. Hat das Tetraeder T € B® die Eigenschaft (L,), aber nicht die Eigen-
schaft (L), dann st es vollstindig in Orthogonal-Tetraeder mit ap <7 zerlegbar.
Enthiilt T keine rechten Keilwinkel, dann qilt ap = 1.

Beweis. In Frage kommt hier nur der Dreieckswinkeltyp (12) mit den Fillen (12)a),
(12)b)) und (12)e,), die die geforderten Eigenschaften besitzen. In den in Abb. 2
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angegebenen Reprisentanten hat T beziiglich der Ecke 2 die Eigenschaft (L,).
Durch das Lot von der Ecke 2 auf die Wand 1,3,4 mit dem LotfuBpunkt F 1a8t sich
T wie beim Beweis von Hilfssatz 5 in hochstens drei Fast-Orthoscheme mit der
gemeinsamen senkrechten Kante F,2 zerlegen. Da (L, ,) nicht gilt, 1a8t sich eines
von diesen Fast-Orthoschemen nach Hilfssatz 4 in drei, die iibrigen lassen sich nach
Hilfssatz 3 in zwei Orthogonal-Tetraeder vollstindig zerlegen. Auch das entspricht
dem Vorgehen von LENHARD und ergibt ap < 7. Enthdlt T keine rechten Keil-
winkel, dann ergibt dieses Vorgehen die Fast-Orthoscheme 1,4,F,2, 1,3,F,2 und
3,4,F,2, von denen das erste in drei und die anderen beiden in zwei Orthogonal-
Tetraeder zerlegt werden konnen, so daB8 hierbei genau sieben Orthogonal-Tetraeder
entstehen (vgl. Abb. 18).

Abb. 17 Abb. 18

Die Eigenschaft (W,) und damit erst recht die Eigenschaft (W,) kann ein solches
Tetraeder T auf Grund der Lage der stumpfen Dreieckswinkel niemals besitzen.
Ebenso konnen aus demselben Grunde in einem solchen Tetraeder niemals rechte
Dreieckswinkel auftreten.

Enthilt nun T € B mit der Eigenschaft (L,) A — (L, ;) keine rechten Keilwinkel,
dann gibt es wiederum bei einer Zerlegung in moglichst wenig Orthogonal-Tetraeder
wegen (d) eine Wand von T, die in genau zwei rechtwinklige Dreiecke zerlegt ist.
Da alle vier Wiinde stumpfwinklige Dreiecke sind, ist das zerlegende Lot dabei von
dem Scheitel P des betreffenden stumpfen Dreieckswinkels auf die gegeniiberliegende
Kante dieser Wand gefillt. Es wird der in Abb. 1 angegebene Reprisentant betrach-
tet (vgl. auch Abb. 18). Sind wenigstens zwei Winde von T in genau zwei recht-
winklige Dreiecke zerlegt, dann la8t sich zeigen, daB sich bei einer minimalen Zer-
legung stets die im ersten Teil dieses Beweises angegebene ergibt:

Sind die beiden Winde 1’ und 4’ oder 2’ und 3’ in genau zwei rechtwinklige Dreiecke
zerlegt, dann kann ihre Erginzung zu Orthogonal-Tetraedern, falls iiberhaupt még-
lich, nur durch einen gemeinsamen vierten Eckpunkt innerhalb der Wand 2’ bzw. 1’
erfolgen. Diese Wand wird dadurch in wenigstens sechs rechtwinklige Teildreiecke
zerlegt, und es ergibt sich bei einer minimalen Zerlegung von T die oben beschriebene
in sieben Orthogonal-Tetraeder. Sind die beiden Winde 1’ und 2’ in genau zwei
rechtwinklige Dreiecke zerlegt, dann kann ihre Erginzung zu Orthogonal-Tetra-
edern nur durch Punkte im Innern der Winde 3’ und 4’ bewerkstelligt werden.
Dadurch werden diese beiden Winde in wenigstens vier rechtwinklige Teildreiecke
zerlegt. Diese beiden Winde schliefen aber immer einen stumpfen Keilwinkel ein,
so daB diese jeweiligen vier rechtwinkligen Teildreiecke in diesen Winden zu zweimal
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vier Orthogonal-Tetraedern AnlaB geben. Das ist keine minimale Zerlegung von T.
Sind die beiden Wiinde 1’ und 3’ oder 3’ und 4’ in genau zwei rechtwinklige Dreiecke
zerlegt, dann laBt sich eine Erganzung dieser zu Orthogonal-Tetraedern nur durch
zwei verschiedene innere Punkte der Wand 2’ erreichen, die fiir die beiden angegebe-
nen Fille jeweils iibereinstimmen. Dadurch wird 2’ in wenigstens sechs rechtwinklige
Teildieiecke zerlegt. Bei minimaler Zerlegung von T ergibt sich wiederum die oben
heschriebene in sieben Orthogonal-Tetraeder. Sind schlieBlich als sechster und letzter
Fall die beiden Wiinde 2’ und 4’ in genau zwei rechtwinklige Dreiecke zerlegt, dann
konnen diese vier rechtwinkligen Dreiecke nur zu Orthogonal-Tetraedern ergianzt
werden, wenn T die Eigenschaft (L,), besitzt. Die vierten Tetraeder-Eckpunkte
liegen dabei innerhalb der Wand 1’. Da diese Orthogonal-Tetraeder keine inneren
Punkte gemeinsam haben diirfen, kann die Moglichkeit einer Lage des vierten Eck-
punktes in der Wand 3’ zur Erginzung der rechtwinkligen Dreiecke in der Wand 2’
von T nicht realisiert werden. In véllig entsprechender Weise wie oben wird dann
die Wand 1" in wenigstens sechs rechtwinklige Dreiecke zerlegt und damit eine Zer-
legung in sieben Orthogonal-Tetraeder erreicht. Die Zerlegung stimmt mit der obigen
Zerlegungsbeschreibung iiberein, wenn die Permutation (1,2) auf die Bezeichnung
der Eckpunkte von T angewendet wird.

Ist genau eine Wand von T in genau zwei rechtwinklige Dreiecke zerlegt, dann diirfen
von den anderen Winden zwei in genau drei und eine in genau vier rechtwinklige
Dreiecke zerlegt sein, falls eine vollstindige Zerlegung von T durch weniger als sieben
Orthogonal-Tetraeder erreicht werden soll, da fiir die Gesamtanzahl der rechtwink-
ligen Dreiecke in den Winden von T dann 2 4 3 + 3 + 4 = 12 gilt. Wegen (b) konnte
dieses zu weniger als sichen Orthogonal-Tetraedern fiihren. Das ist die letzte noch zu
untersuchende Méglichkeit. Sind die Winde 1’ oder 2 in genau zwei rechtwinklige
Dreiecke zerlegt, dann geben die 3 + 4 = 7 rechtwinkligen Dreiecke in den anderen
beiden Wanden, die einen stumpfen Keilwinkel einschlieBen, zu wenigstens sieben
Orthogonal-Tetraedern AnlaB. Ist die Wande 3’ in genau zwei rechtwinklige Drei-
ecke zerlegt, dann kann eine Erginzung dieser zu Orthogonal-Tetraedern nur durch
cinen gemeinsamen inneren Punkt in 1’ oder 2’ erfolgen. Da nur eine Wand in vier
Teildreiecke zerlegt sein darf, muB es fiir die beiden Dreiecke in 3’ ein gemeinsamer
Punkt sein. Liegt dieser Punkt in 2, dann hat das eine dieser beiden Orthogonal-
Tetraeder mit einer Wand in 3’ nur eine seiner Wiinde auf dem Rand von T liegen,
so daf} in diesem Fall sich wenigstens sieben Orthogonal-Tetraeder ergeben. Es liegt
bei dieser Zerlegung wiederum der oben beschriebene Zerlegungs-Algorithmus
zugrunde. Liegt der Punkt, der die beiden rechtwinkligen Dreiecke der Wand 3’ zu
Orthogonal-Tetraedern ergénzt, in der Wand 1’, dann muB T die Eigenschaft (L,),
besitzen. In den anderen beiden Winden 2’ und 4’ gibt es bei deren Zerlegung in
genau drei rechtwinklige Dreiecke je ein solches, was durch eine Unterteilung dieser
Winde vermittels des einzigen inneren Lotes dieser Wand entsteht. Eine Ergéinzung
zu einem Orthogonal-Tetraeder kann ebenfalls nur durch je einen inneren Punkt
in der Wand 1’ erfolgen. Von diesen nunmehr drei entstandenen inneren Punkten
fallen zwei zusammen und stellen den LotfuBpunkt vom Eckpunkt 1 auf die Wand 1’
dar, der dritte ist von diesem verschieden. Die Wand 1’ wird dadurch in mehr als
vier rechtwinklige Dreiecke zerlegt. Folglich kann es nicht vorkommen, daB genau
eine Wand in zwei rechtwinklige Dreiecke zerlegt ist und weniger als sieben Ortho-
gonal-Tetraeder entstehen. Somit gilt hier immer a; = 7, und mit dem friitheren
Ergebnis erhiilt man a; = 7. Demzufolge kann man auch schreiben Ng, =1.

SchlieBlich sind noch zwei Spezialfille zu betrachten.

Hilf ssatz 7. Das Tetraeder T € B® hat die Eigenschaft (Lyj5)p. Ferner kommen in T
keine rechten Keilwinkel und genau ewn rechter Dreieckswinkel vor, der nicht den Eck-
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punkt P als Scheitel besitzt und nicht in der Wand P’ gegeniiber dem Eckpunkt P liegt.
Dann st die Minimalzahl ar = b.

Beweis. Hat das Tetraeder T = 1,2,3,4 mit der Eigenschaft (L,;;); genau einen
rechten Dreieckswinkel, der den Eckpunkt 2 als Scheitel hat und in der Wand 3’
liegt, und keinen rechten Keilwinkel, dann laB8t es sich vermittels des LotfuBpunktes
F des Lotes vom Eckpunkt 4 auf die Wand 4’ in drei Fast-Orthoscheme zerlegen,
von denen das eine mit der Wand 3’ bereits ein Orthogonal-Tetraeder ist, die anderen
beiden konnen entsprechend Hilfssatz 3 in je zwei Orthogonal-Tetraeder zerlegt
werden, so daB sich ar < b ergibt (vgl. Abb. 19).

Ein solches Tetraeder kann niemals die Eigenschaft (W,) besitzen, da auf Grund der
Voraussetzungen die Wand 4’ ein stumpfwinkliges Dreieck mit dem Eckpunkt 2 als
Scheitel des stumpfen Winkels ist. Um zu zeigen, dal a; genau gleich 5 ist, wird
angenommen, daf das Tetraeder T in hochstens vier Orthogonal-Tetraeder voll-
stindig zerlegt ist. Weiterhin gelten auch hier die Aussagen (a), (b) und (¢) iiber die
Zerlegung in Orthogonal-Tetraeder (vgl. S. 41). Bei einer solchen minimalen Zerle-
gung konnen nicht mehr als insgesamt acht rechtwinklige Dreiecke in den Wénden
liegen. Bleibt die Wand 3’ unzerlegt, da sie bereits ein rechtwinkliges Dreieck ist, und
sind zwei andere Winde in genau zwei, die vierte in hochstens drei rechtwinklige
Dreiecke zerlegt, dann erfolgt eine Erganzung der Wand 3’ zu einem Orthogonal-
Tetraeder wegen der Eigenschaft (L), nur, indem der vierte Eckpunkt ein innerer
Punkt der Wand 4’ oder der Wand 2’ ist. Dadurch wird diese betreffende Wand in
mehr als drei rechtwinklige Dreiecke zerlegt. Dieses ist aber gemé8 Annahme nicht
moéglich. Demzufolge kann nur noch jede Wand in genau zwei rechtwinklige Dreiecke
zerlegt sein. Da aber — (W) gilt, ergeben jeweils zwei Winde niemals ein einziges
Orthogonal-Tetraeder. Darum miissen bei einer vollstandigen Zerlegung stets mehr
als vier Orthogonal-Tetraeder auftreten. Mit dem friiheren Ergebnis erhdlt man

ap = b.

Hilfssatz 8. Das Tetraeder T € B® hat die Eigenschaft (Ly)p. Ferner kommen in T
keine rechten Dreteckswinkel und genau ein rechter Keiluwinkel vor, der von den Wiinden
P’ und Q' gegeniiber den Ecken P bzw. Q als seine Schenkel gebildet wird. Dann ist, falls
(Lyje)p oder (Lyjg)q erfiillt ist, die Minimalzahl ap = 4; sonst ist die Minimalzahl
ap = b.

Beweis. Hat das Tetraeder T mit dem einen rechten Keilwinkel zwischen den Win-

den P’ und Q' die Eigenschaft (L,;)p, dann 148t es sich vermittels des LotfuBpunktes ¥
des Lotes vom Eckpunkt P auf die Wand P’, der auf der Scheitelkante des rechten



Zur vollstindigen Zerlegung in Orthogonal-Tetraeder 47

Keilwinkels liegt, durch Einziehen der Wand P,Q,F in zwei Fast-Orthoscheme zer-
legen, die, da keine rechten Dreieckswinkel in T vorkommen, keine Orthogonal-
Tetraeder sein konnen. Falls die Eigenschaft (L,)p erfiillt ist, konnen diese beiden
Fast-Orthoscheme nach Hilfssatz 3 in jeweils zwei, falls — (L, 12)p gilt, kann das eine
dieser beiden Fast-Orthoscheme nach Hilfssatz 3 in zwei, das andere nach Hilfssatz 4
in drei Orthogonal-Tetraeder zerlegt werden, so daB sich fiir a, keine groBere Zer-
legungszahl als 4 bzw. 5 ergeben kann. Wenn im Fall — (L, 12)p jedoch fiir T' die Eigen-
schaft (Ly)o gilt, dann ergibt eine entsprechend modifizierte Zerlegung von T mit
Hilfe einer Wand P,Q,E, wobei E der LotfuBpunkt des Lotes von Q auf die Wand Q'
bezeichnet, wiederum eine Zerlegung in vier Orthogonal-Tetraeder.
Die Aussage (a) iiber die Zerlegung in Orthogonal-Tetraeder (vgl. S.41) gilt hier
auch und aus denselben Griinden. Die Aussage (b) ist zu modifizieren zu (b’): Enthalt
das Tetraeder T genau einen rechten Keilwinkel mit der Scheitelkante R,S und keine
rechten Dreieckswinkel, dann kann es bei der gesuchten minimalen Zerlegung je ein
Orthogonal-Tetraeder mit dem Eckpunkt R bzw. S geben, von denen je drei Wiinde
auf dem Rand von T liegen. Sonst gilt (b). Die Ursache fiir diese Anderung ist in den
Auffangdreiecken zu suchen, von denen diejenigen beziiglich R bzw. S wegen ihrer
Rechtwinkligkeit nicht notwendig weiter zerlegt, aber diejenigen beziiglich der
anderen beiden Eckpunkte von T wie in der Begriindung von (b) stets weiter zerlegt
werden miissen.
Hitte man nun eine minimale Zerlegung von T in genau drei Orthogonal-Tetraeder
vorliegen, dann kénnen von diesen hichstens 3 + 3 + 2 — 8 Wiinde auf dem Rand
von T liegen. Das heiBt, eine jede Wand von T ist in genau zwei rechtwinklige Drei-
ecke durch ein jeweiliges Lot in der betreffenden Wand zerlegt. Da keine rechten
Dreieckswinkel in den Winden vorkommen, muB jede Wand von T in mindestens
zwei Teildreiecke zerlegt sein. Ist eine Wand in mehr als zwei Teildreiecke zerlegt,
dann gibt das Anlaf zu mehr als drei Orthogonal-Tetraedern. Falls T die Eigenschaft
(W) besitzt, dann wird durch Einziehen der beiden existierenden orthogonalen
Wiinde zu gegeniiberliegenden Kanten das Tetraeder T in vier Orthogonal-Tetraeder
zerlegt. Jedes der vier Auffangdreiecke wird dabei in genau zwei rechtwinklige Drei-
ecke zerlegt, und jedes Teiltetraeder hat genau zwei Winde auf dem Rand von T
licgen. Hierbei wird der rechte Keilwinkel stets zerlegt und bleibt somit hierbei
unberiicksichtigt. Folglich ist unabhiingig von der Eigenschaft (W,) im Sinne eines
indirekten Beweises das Tetraeder T' mit den geforderten Winkeleigenschaften zu
betrachten, bei dem jede Wand von T in genau zwei rechtwinklige Dreiecke zerlegt
ist und wobei die Ecke R bzw. § zu jeweils genau einem Orthogonal-Tetraeder gehort.
Die Zerlegung der Wiinde muB hierbei wegen der letzten Forderung so erfolgt sein,
dab die zerlegenden Lote in den Winden nicht von den Eckpunkten P und Q aus
gefillt wurden. Unter diesen gibt es mindestens zwei, die von genau einem Eckpunkt
von T ausgehen. Dann muB die diesem Eckpunkt in T gegeniiberliegende Wand in
mehr als zwei rechtwinklige Dreiecke zerlegt werden, da sie mindestens zwei
weitere Eckpunkte von Orthogonal-Tetraedern enthilt. Das ist ein Widerspruch
zur Voranssetzung der Zerlegung einer jeden Wand in genau zwei Teildreiecke.
Es gilt folglich a; > 3 und, falls T die Eigenschaft (Lyj)p oder (Ly;), besitazt,
Somit ar = 4. Solche Tetraeder kénnen nur zu den folgenden Fillen von Dreiecks-
vinkeltypen gehoren : (1)a), (1)b), (2)a), (3)a), (6)a) und (10)a) (vgl. Abb. 20). Diese
Aussagen iiber die Zugehorigkeit zu gewissen Dreieckswinkeltypen ergeben sich
durch kombinatorische Betrachtungen hinsichtlich der Dreieckswinkeltypen.
Ein Tetraeder mit der Eigenschaft (L,)p, bei dem die Wande P’ und Q' einen rechten
Keilwinke] bilden und in dem sonst keine weiteren rechten Keil- und Dreieckswinkel
- vorkommen, und das die Eigenschaft — (Laje)p A 71 (Lyjs) hat, kann nur zu den
 folgenden Fillen von Dreieckswinkeltypen gehéren: (3)a), (10)a), (12)a) und (12)b,)
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(vgl. Abb. 21). Ein solches Tetraeder kann niemals die Eigenschaft (W,)
besitzen.

Hat T eine doppelstumpfe Ecke bei P, dann ist das Auffangdreieck beziiglich P bei
einer vollstindigen Zerlegung von T in Orthogonal-Tetraeder in wenigstens vier
rechtwinklige Dreiecke zerlegt, wie sich unter Verwendung von Hilfssatz 2 ergibt
(vgl. Abb. 22; dort sind diese Ecke und das zugehérige Auffangdreieck dargestellt).
Da 1 (Ly5)» gilt, gibt es mindestens eine Wand von T mit dem Eckpunkt P, die ein
stumpfwinkliges Dreieck ist und wo der Scheitel des stumpfen Winkels nicht der

P P P P P P
Q e Q a Q o]
(1)a) (1)b) (2)a) (3)a) (5)a) 10)a)

(Lya)p
Abb. 20

Eckpunkt P ist. Darum konnen nicht alle Orthogonal-Tetraeder den Punkt P als
einen Eckpunkt haben. Das bedeutet aber, dall mindestens vier Orthogonal-Tetraeder
mit dem Eckpunkt P und wenigstens ein weiteres, das nicht den Eckpunkt P enthilt,
fiir eine vollstindige Zerlegung von T in Orthogonal-Tetraeder notig sind. Somit
ist fiir diese Fille immer a, = b.

P P P P P
Ly Ly

(Na) (10)a) (12)a) (12) a) (12)by)

(L2)p A= (Li2)p A(Ly2)y
Abb. 21

Hat T keinen doppelstumpfen Eckpunkt bei P, dann hat es einen doppelstumpfen
auf der Kante R,S (etwa bei R), die Scheitelkante des rechten Keilwinkels ist und
gegeniiber der Kante P,Q liegt. Es handelt sich hierbei dann um die restlichen Fille
(3)a), (10)a) und (12)b,) (vgl. auch Abb. 21). Wird im Sinne eines indirekten Beweises
angenommen, daB ein solches Tetraeder T in vier Orthogonal-Tetraeder vollstindig
zerlegt ist, dann kann wegen des rechten Keilwinkels von T hochstens eines unter
den Orthogonal-Tetraedern vorkommen, von dem drei Wiande in Wianden von T
liegen. Dieses muB mit T' den Eckpunkt § gemeinsam haben (vgl. Abb. 21). Bei allen
iibrigen kénnen héchstens zwei Winde in Winden von T liegen. Darum liegen bei
einer solchen Zerlegung in den Winden von T insgesamt héchstens neun rechtwink-
lige Dreiecke, Da T hier nicht die Eigenschaft (W,) haben kann, wiirden insgesamt
acht rechtwinklige Dreiecke in den Winden von T auf alle Fille zu mehr als vier
Orthogonal-Tetraedern AnlaB geben. Darum ist nur noch der Fall mit insgesamt neun
rechtwinkligen Dreiecken in den Winden von T' zu betrachten. Das heilt aber, daB
es eine Wand von T mit genau drei rechtwinkligen Dreiecken gibt. In allen anderen
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Wiinden liegen genau zwei rechtwinklige Dreiecke. Die Erginzung des Eckpunktes S
von T zueinem Orthogonal-Tetraeder mit drei Wanden auf dem Rand von T kann nur
so erfolgen, dal die Wande von T bis auf hochstens einein nicht mehr als zwei recht-
winklige Dreiecke zerlegt werden. Das 1a8t sich nur bewerkstelligen, indem in den
Wiinden Q' und R’ jeweils die Lote von P auf die gegeniiberliegenden Kanten gefillt
werden. Die LotfuBpunkte F, € Q' und F,; € R’ liegen auch gleichzeitig in P’ (vgl.

\
\
\

\
\
\
\
\
\

Abb. 22

Abb. 23). Dadurch entstehen in P’ zwei neue Eckpunkte, die eine Zerlegung von P’
in mehr als drei rechtwinklige Dreiecke bewirken. Denn bei der Zerlegung des rest-
lichen Vierecks F,,F,,Q,R — P’ sind zwei stumpfe Winkel mit den Scheiteln R und

F\ zu zerlegen. Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung. Es gilt demzufolge auch
hierbei immer a, = 5.

D

Abb. 23

Folgende allgemeine Anmerkung sei insbesondere zu den beiden Hilfsséitzen 7 und 8
noch gemacht: Werden in dem Tetraeder T entgegen den Voraussetzungen der
Hilfssitze noch weitere rechte Keil- und Dreieckswinkel zugelassen, dann kann die
Minimalzahl ay niemals groBer ausfallen, als in dem betreffenden Hilfssatz angege-
ben.

Ein Tetraeder aus 8® \ &, liBt sich nach Satz 3 in zwei Teiltetraeder T'; (i = 1, 2)
mit der Eigenschaft (L,)p, zerlegen, wobei sich diese Zerlegung so einrichten 1ift,
daB in einem der Tetraeder T'; die Wand P} einen rechten Keilwinkel mit einer ande-
ren Wand von T; bildet. Dann gilt unter Beriicksichtigung der Hilfssitze 6 und 8
einschlieBlich der dort anschlieBend gemachten Anmerkung immera, < 6 + 7 = 12.
Zusammen mit dem Ergebnis Ng, = 7 aus Hilfssatz 6 1iBt sich darum die Aussage
N = Ngm < 12 herleiten. Das ist im euklidischen Fall ein Resultat von LENHARD,
wag nun in den folgenden Ausfithrungen verscharft werden soll.

4 Beitrige zur Algebra 9
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Hilfssatz 9. Das Tetraeder T € B hat nicht die Eigenschaft (Ly), in T kommen
keine rechten Keil- und Dreieckswinkel vor, und T sev durch eine Zerlegung 3, in maig-
lichst wenig Orthogonal-Tetraeder zerlegt. Dann qibt es stets eine Wand w, die einen
stumpfen Keilwinkel von T in z2wer nichtstumpfe Keiluinkel derart zerlegt, dafp T in
genau zwet Teiltetraeder jeweils mit der Eigenschaft (L,) zerlegt vst und dabei kein
innerer Punkt der Orthogonal-Tetraeder, in die T bei 3, zerlegt wurde, zur Wand w
gehort.

Beweis. Hat das Tetraeder T = 1,2,3,4 die Eigenschaft —1(L,), dann kommen
entweder genau zwei stumpfe Keilwinkel vor, deren Scheitelkanten in T gegeniiber-
liegende Kanten sind, oder es kommen genau drei stumpfe Keilwinkel vor, von
denen zwei Keilwinkel ebenfalls sich in T gegeniiberliegende Kanten als Scheitel
besitzen. Die letzte Moglichkeit tritt nur im Fall (12)c,) ein, die andere Moglichkeit
liegt genau fiir die Fille der Dreieckswinkeltypen (1)c), (2)b), (3)b,), (4), (5)b), (7),
(9), (10)by), (12)by), (12)by), (13) und (14) vor. Demzufolge kommen hierin T immer zwei
gegeniiberliegende Kanten vor, die Scheitelkanten von stumpfen Keilwinkeln «, und
&g 8ind, etwa die Kanten 1,3 und 2,4. Diese miissen auf alle Fille durch Einziehen
von Wiinden in nichtstumpfe Keilwinkel zerlegt worden sein, wenn eine vollstindige
Zerlegung von T in Orthogonal-Tetraeder erfolgt ist.

Hat das Tetraeder T die Eigenschaft (W,), dann hat es hier auch die Eigenschaft (W,).
Es lassen sich dann, wie bereits frither ausgefiihrt, sogar zwei Winde einziehen, die T
in genau vier Orthogonal-Tetraeder vollstindig zerlegen. In einem solchen Fall ist
die Aussage des Hilfssatzes richtig. Die Eigenschaft (W,) konnen hier nur Tetraeder
haben, die zu Fillen der Dreieckswinkeltypen (1)c), (2)b), (4), (5)b), (9) und (14)
gehoren.

Es sei T in ar (= 12) Orthogonal-Tetraeder vollstindig zerlegt. Wird nun im Sinne
eines indirekten Beweises angenommen, daBl dabei keiner der beiden stumpfen Keil-
winkel «, und «, durch jeweils einen einzigen ebenen Schnitt zerlegt ist, so dafi T
in genau zwei Teiltetraeder zerfillt, dann sind diese beiden Keilwinkel durch min-
destens je zwei Winde mit verschiedener Stellung in nichtstumpfe Keilwinkel zerlegt,
die zu Orthogonal-Tetraedern gehéren. Man kann sich durch sukzessive VergroBerung
der Anzahl dieser die stumpfen Keilwinkel zerlegenden Winde klarmachen, dal}
dann keine minimale Zerlegung von T vorliegen kann. Zunéchst sei eine einzige,
etwa den Keilwinkel «, in einen rechten und einen spitzen Keilwinkel zerlegende
Wand 1,3,E, (| 1,2,3), E, € 2,4 eingezogen, so dafl T, wie oben beschrieben, in
nicht mehr als 12 Orthogonal-Tetraeder zerlegt wird. Dabei sei G € 1,3 der Lotfuf-
punkt von E, auf die Kante 1,3. Durch Ey, € 2,4, Ey = Ey, H € 1,3 und Ey, H
1 1,3,4 werden daraus zwei den Keilwinkel «, zerlegende Winde, etwa 0.B.d.A. die
Winde 1,G,E, und 3,G,E,, gemacht (vgt Abb. 24). Bei einer Zerlegung von T in
~ Orthogonal-Tetraeder unter Verwendung der beiden eingezogenen. Winde werden
dann die zwei Tetraederwiinde 2’ und 4’ in wenigstens je sechs rechtwinklige Dreiecke
zerlegt, die wegen des stumpfen Keilwinkels «; zu verschiedenen Orthogonal-Tetra-
edern AnlaB8 geben. Unter diesen rechtwinkligen Dreiecken gibt es dariiber hinaus
wenigstens eines, das zu mehr als einem Orthogonal-Tetraeder AnlaB gibt, da die
Voraussetzungen des Hilfssatzes 4 erfiillt sind. Darum fiihrt diese Zerlegung zu mehr
als 12 Orthogonal-Tetraedern. Untersucht man die Verhéltnisse genauer, dann zeigt
sich folgendes: Falls der Winkel < 1G2 spitz ist, dann liegt H im Innern der Kante
1,G. Auf den verschiedenen Seiten der Wand 1,G,E, liegen wenigstens zwei bzw. fiinf
Orthogonal-Tetraeder, auf den verschiedenen Seiten der Wand 3,3, E, liegen wenig-
stens fiinf bzw. sechs Orthogonal-Tetraeder, wobei bei moglichst wenig Orthogonal-
Tetraedern auch noch die Annahme des indirekten Beweises veiletzt wird. Deshalb
kommt eine solche Zerlegung — auch wegen einer Zerlegungsanzahl von mehr als
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12 Orthogonal-Tetraedern — hier nicht in Frage. Folglich mu8 der Winkel < 1G2
stumpf sein, was sich durch geeignete Lage von E, und Ey, immer einrichten lagt.
In diesem Falle liegt H im Innern der Kante G,3. Dann wird die Wand 4’ in wenigstens
¢in rechtwinkliges Dreieck mehr zerlegt, was auch AnlaB zu wenigstens einem weiteren
Orthogonal-Tetraeder gibt. In der Wand 2’ dndert sich bei der Zerlegung in Dreiecke
die Anzahl dieser nicht, aber eines dieser Dreiecke gibt Anlal zu wenigstens drei-
Orthogonal-Tetraedern gegeniiber urspriinglich einem Orthogonal-Tetraeder. Das
sind also wenigstens zwei Orthogonal-Tetraeder mehr. Wegen des stumpfen Keil-
winkels «, sind alle diese Orthogonal-Tetraeder voneinander verschieden, so daB
insgesamt mindestens 1 + 2 = 3 Orthogonal-Tetraeder mehr entstehen und somit
auch eine solche Zerlegung nicht zur minimalen Tetraederanzahl, sondern zu einer
VergrofBerung der Anzahl der Orthogonal-Tetraeder fiihrt. Eine Verringerung dieser
Anzahl wird aber auch dann nicht erreicht, wenn E, oder Eg, in das Innere der Wiande
1" oder 3’ bzw. ganz in das Innere von T gelegt werden oder wenn G auf 1,3 variiert
oder wenn weiterc zerlegende Winde eingezogen werden.

Abb. 24

Folglich kann das keine minimale Zerlegung sein, mindestens ein stumpfer Keil-
winkel muB durch einen einzigen Schnitt zerlegt werden.

Wiirde die zerlegende Wand den stumpfen Keilwinkel nicht in zwei nichtstumpfe
Keilwinkel zerlegen, dann hiitte das eine Teiltetraeder, etwa T, wiederum zwei stumpfe
Keilwinkel, die sich gegeniiberliegen. Die beiden Teiltetraeder T'; und T, besitzen
nicht die Eigenschaft (W,), wenn T nicht die Eigenschaft (W,) hat. Darum ist T,
weiter durch Einziehen einer Wand in zwei Teiltetraeder T3 und T zu zerlegen, so
daB dann die Zerlegung von T mehr als 12 Orthogonal-Tetraeder ergibt, da mindestens
cins dieser drei Teiltetraeder in mehr als vier, die anderen in wenigstens vier Ortho-
gonal-Tetraeder zerlegt werden miissen. Also muf der stumpfe Keilwinkel hierbei
n zwei nichtstumpfe Keilwinkel zerlegt sein, wenn eine minimale Zerlegung vor-
liegen soll.

})ie Bedeutung dieses Hilfssatzes liegt darin, daB T in méglichst wenig Orthogonal-
I:E}traeder zerlegt werden kann, indem es zundchst in zwei Teiltetraeder mit der
Kigenschaft (L,) durch eine geeignete Wand w zerlegt wird. Diese sind dann gemiB
der Hilfssitze 3 his 8 weiter zu zerlegen. Um eine Zerlegung von T' in méglichst wenig
Orthogonal-Tetraeder zu erhalten, muf die einen stumpfen Keilwinkel zerlegende
emzuziehende Wand, etwa 1,3,E,; B, € 2,4, rechte Keil- bzw. Dreieckswinkel erzeugen.
Daher sind die folgenden sechs, allerdings nicht in jedem Falle realisierbaren Mog-
lichkeiten zu betrachten. Es ist dann von diesen Méglichkeiten diejenige auszuwéhlen
(evtl. gibt es mehrere), die den Keilwinkel &, in zwei nichtstumpfe Keilwinkel zerlegt

| 4%
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und fiir T eine Zerlegung 3, in méglichst wenig Orthogonal-Tetraeder (a!8 Stiick)
liefert:

O  1,3,E [ 1,23 (B, =F) (vgl. Abb. 25),
) 1,3,E, | 143 (B, =F,) (vgl. Abb. 25),
()  1,3,E, 1 1,24 (vgl. Abb. 26),
av) 1,3,E, | 2,34 (vgl. Abb. 26), *)
(V) 1,E, | 24V3,E, | 24 (vgl. Abb. 27),
(VD)  1,E, | 1,4V 1,E, | 1,2,
V3,E, | 2,3V3,E | 34.

Es kann (VI) iiberhaupt nur dann zur Diskussion stehen, wenn in T zwei stumpfe
Dreieckswinkel dieselbe Ecke als Scheitel haben. Dieses liegt bei den Fillen (3)b,),
(7), (10)by), (12)by), (12)bg), (12)cy) und (13) vor.

Falls eine minimale Zerlegung von T durch eine Wand erreicht wird, die den Keil-
winkel «, in der oben beschriebenen Weise zerlegt, dann sind die analogen Betrach-
tungen hinsichtlich des stumpfen Keilwinkels x, vorzunehmen. Die minimale Anzahl
von Orthogonal-Tetraedern sei hierbei a{8?. Kommt in dem Tetraeder T auBer den

beiden gegeniiberliegenden stumpfen Keilwinkeln ein weiterer stumpfer Keilwinkel
ag vor (Fall (12)cy)), dann fiihrt keine Zerlegung von «g durch eine Wand entspre-
chend den eben angegebenen Moglichkeiten auf zwei Teiltetraeder, die beide die
Eigenschaft (Lg) besitzen. Es ergibt sich sogar, da stets beide Teiltetraeder wiederum
je zwei stumpfe Keilwinkel enthalten, deren Scheitelkanten in dem jeweiligen Teil-
tetraeder sich gegeniiberliegen. Diese Zerlegung des Keilwinkels «; braucht somit
nicht noch zusitzlich betrachtet zu werden. Darum gilt fiir das Tetraeder T' dann
insgesamt ap = min (a{d, aB»).

Daraus ergibt sich nunmehr

Hilfssatz 10. Das Tetraeder T € B®) hat nicht die Evgenschaft (L,), es kommen in T
ketne rechten Keil- und Dreieckswinkel vor, und T hat auch nicht die Eigenschaft (W,).
Dann gilt:

A) ap = 10, wenn T zu den Fillen der Dreieckswinkeltypen (1)c), (2)b), (4), (5)b), (9)
und (14) gehort,

B) 10 < ar < 11, wenn T zu den Fillen der Dreieckswinkeltypen (3)b,), (7), (10)b,)
und (13) gehort,
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C) ar = 11, wenn T zum Fall (12)c,) gehort,
D) 10 < ar < 12, wenn T zum Fall (12)by) gehort,
E) 11 < ar < 12, wenn T zum Fall (12)by) gehort.

Beweis. Bis auf C) und D) ergeben sich die Minimalzahlen ar bereits nach der
Moglichkeit (I) bzw. (1I) aus (*), die auf LENHARD zuriickgehen. Die Minimalzahl
unter C) wird nur vermoge der Méglichkeit (V) erhalten (nach LENHARD ergibt sich
hier immer 12).

Die kleinste der Minimalzahlen unter D) wird fiir ganz spezielle Tetraeder mit — (Z)
vermoge der Moglichkeit (VI) erhalten, wenn niémlich die eingezogene Wand mit
zwei geeigneten in T gegeniiberliegenden Kanten je einen rechten Dreieckswinkel
bildet, so dal nach Hilfssatz 7 die zwei Teiltetraeder von T in jeweils fiinf Orthogonal-
Tetraeder zerlegt werden konnen. In B) und E) kann a; sowohl den kleineren als
auch den groBleren Wert annehmen. Der griBere Wert wird angenommen, wenn T
die Winkelzerlegungseigenschaft (Z) besitzt. Diese Winkelzerlegungseigenschaft (Z)
hat zur Folge, daB bei B) und D) das Teiltetraeder T, in nicht weniger als sieben Ortho-
gonal-Tetraeder zerlegt werden kann. Desgleichen gilt bei D) fiir die Minimalzahlen
11 bzw. 12. Auch die anderen Méglichkeiten (III) bis (VI) ergeben, falls sie sich iiber-
haupt realisieren lassen, bis auf den Sonderfall unter D) hier keine Verringerung der
Zahlen ar. In einigen Fillen kann sogar eine VergréBerung bei diesen anderen Mog-
lichkeiten eintreten.

Somit kann nur ein Tetraeder, das zu den Fillen der Dreieckswinkeltypen (12)b,)
und (12)by) gehort und die Eigenschaft (Z) besitzt, die Maximalzahl ar = 12 anneh-
men. Es geniigt darum, ein solches Tetraeder anzugeben, das etwa zu (12)b;) gehort.
Diese Forderungen erfiillen z. B. die euklidischen Tetraeder T, = 1,2,3,4 mit den
WinkelgroBen | < 314| = | 123| = %n, |otgq] = —Z—n, |org] = |okgg| = -Z-Gt-
Keilwinkel zwischen den Winden ¢ und ). Aus der Menge dieser zueinander
dhnlichen Tetraeder konnte etwa dasjenige mit der Kantenlinge |1,2| = 1 ausge-
wihlt werden. Es ergibt sich dann | 142| = |< 132] = Yo und |x;5| = v,. Fiir den
elliptischen bzw. hyperbolischen Fall kann anstelle der Dreieckswinkel- und Keil-
winkelgroBen y, bzw. v, gesetzt werden: | <X 142] = | X 132| = y, + & bzw. |y
= vp £ & mit geeigneten &, bzw. ¢, (¢; > 0). Damit ist schlieBlich folgender Satz
bewiesen :

Satz 4. R ist ein B®)-Baukasten mit N = 12.

Die Vermutung von LENHARD, daB N = 12 betriigt, ist damit als richtig nachgewie-
sen und auf den elliptischen Fall (mit der Einschrinkung auf 8®) und den hyper-
bolischen Fall iibertragen worden. Der Zerlegungsalgorithmus von LENHARD liefert
fiir (12)by) bei der Eigenschaft (Z) die Maximalzahl N — 12, die in gleicher Weise der
Zerlegungsalgorithmus entsprechend der Méaglichkeit (V) ergibt.
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