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Uber verknotete Polygone mit kongruenten Strecken
und kongruenten Winkeln

Otrto KROTENHEERDT und ECKHARD WILDGRUBE

1. Problemstellung und Resultate

Wir wollen die Frage untersuchen, wieviel Ecken ein geschlossener Polygonzug
(PZ) mindestens besitzen muB, wenn wir verlangen, daB dieser

a) aus kongruenten Strecken und kongruenten Winkeln besteht und
b) im Sinne der Knotentheorie isotop zu einem nichttrivialen Knoten ist.

Ein solcher Polygonzug kann als topologisches Bild einer Kreislinie angesehen werden.
Daraus folgt, daB bei einem derartigen Polygonzug Doppelpunkte nicht auftreten
diirfen. Der einfachste nichttriviale Knoten ist die sogenannte Kleeblattschlinge.
Deshalb ist es naheliegend, wenn wir bei der Konstruktion verknoteter Polygonziige
aus kongruenten Strecken und kongruenten Winkeln eine Realisierung als Klee-
blattschlinge bevorzugen. Von einem trivialen Knoten wird gesprochen, wenn dieser
isotop zur Kreislinie ist.

Ein geschlossener Polygonzug (PZ) mit kongruenten Strecken und kongruenten
Winkeln mége mit (PZ)* bezeichnet werden, wobei 7 die Anzahl der Ecken bedeutet.
Die von uns gestellte Frage ist also die Frage nach dem kleinsten n, so daB (PZ)*
keine Doppelpunkte besitzt und verknotet ist. Die kongruenten Strecken sind hier im
Sinne der Kongruenzgeometrie zu verstehen; topologische Deformationen der Strek-
ken sind also auszuschlieBen. Als Winkel meinen wir stets den Winkel zwischen den
zwei Strecken an einer Ecke.

Beginnen wir unsere Betrachtungen mit der Eckenanzahl 3. Jeder (PZ)3 ist doppel-
punktfrei und eben und somit nicht verknotet; dabei folgt die Kongruenz der Strek-
ken bereits aus der Kongruenz der Winkel und umgekehrt ; die Summe der Winkel-
groBen betrigt 180°.

Jeder (PZ)* ist gleichfalls doppelpunktfrei und unverknotet; denn jeder (PZ)* kann
isotop in eine Kreislinie deformiert werden (Winkel der GréBe 0° sollen hier und im
folgenden ausgeschlossen werden). Wenn wir die GréBe jedes Winkels mit « bezeich-
nen, so gilt in jedem (PZ)* fiir die Summe der WinkelgroBen 0° < 4 - x < 360°.
Das Gleichheitszeichen gilt offensichtlich nur im Falle eines ebenen (PZ)3, d. h. bei
einem Quadrat. Es ist nicht schwer, einzusehen, da8 ein geschlossener 4eckiger
Polygonzug auch nicht verknotet sein kann, wenn die Kongruenz der Strecken oder
die Kongruenz der Winkel nicht gefordert wird. ’

Jeder (PZ)® ist eben. Einen Beweis fiir diese bemerkenswerte Eigenschaft hat u. a.
B. L. vAN DER WAERDEN in [3] gegeben. (Es muB erwiihnt werden, daB diese Eigen-
schaft weder fiir (PZ)* noch fiir (PZ)"* mit irgendeinem n = 6 zutrifft.) Ein (PZ)® ist
somit entweder ein konvexes reguliires 5-Eck, bei dem die Summe der WinkelgroBen
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b - « = B40° betriigt, oder ein 5Seckiges Sternpolygon, bei dem man als Summe der
WinkelgroBen 6.« = 180° erhilt Das Sternpolygon der Abb. 1b besitzt Doppel-
punkte. Das konvexe regulire 5-Eck ist zwar doppelpunktfrei, aber es ist zur Kreis-
linie isotop. Also kann ein (PZ)% niemals verknotet sein.

Ein geschlossener beckiger Polygonzug kann auch nicht verknotet sein, wenn die
Forderung nach der Kongruenz der Strecken oder der Kongruenz der Winkel fallen-
gelassen wird. Das folgt aus dem bekannten Satz der Knotentheorie, wonach ein
Polygonknoten aus fiinf Strecken stets nur ein trivialer Knoten sein kann (vgl.
etwa [1], S. 11). Abb. 1c¢ zeigt einen Knoten vom Typ einer Kleeblattschlinge, aber
dabei muB mindestens eine Verbindung von aufeinanderfolgenden Punkten als
krummlinig zugelassen werden; mit fiinf Strecken im Sinne unserer Betrachtungen
ist dieser Knotentyp nicht realisierbar.

® K

Wir betrachten nun geschlossene 6eckige Polygonziige. Zunichst iiberlegen wir uns,
daB verknotete 6eckige Polygonziige existieren; dazu braucht man nur in Abb. 1¢
den Zweierstreckenzug P,P,P, durch einen geeigneten Dreierstreckenzug P,P,P;P,
zu ersetzen. Das Ergebnis unserer Untersuchungen iiber verknotete 6eckige Poly-
gonziige fassen wir in dem folgenden Satz zusammen.

a)
Abb. 1

Satz 1. Es existiert kein verknoteter Geckiger Polygonzug aus kongruenten Strecken
und kongruenten Winkeln; aber es gibt verknotete 6eckige Polygonziige aus kongruenten
Winkeln, und es gibt auch verknotete 6eckige Polygonziige aus kongruenten Strecken.

Uber die Existenz eines verknoteten (PZ)? kann zur Zeit nichts ausgesagt werden;
es ist ein offenes Problem, ob ein solcher existiert oder nicht existiert.

Satz 2. Es exvstieren verknolete Seckige Polygonziige aus kongruenten Strecken und
kongruenten Winkeln.
(Aus den Uberlegungen zum Bewers kann leicht gefolgert werden, daf als WinkelgroBe

eine beliebige GroPe aus dem offenen Intervall von 45° bis arc cos—i— . (}/ﬁ— 1) ~ 49,35°

gewdihlt werden kann. Ob auch noch fiir andere Winkelgrofen verknotete (PZ)® existieren,
bleibt daber offen.)

Die Existenz verknoteter (PZ)? ist ebenfalls gesichert; einen solchen hat beispiels-
weise S. VEIT in [2], S. 71—74, beschrieben. In den bekannten Beispielen fiir verkno-
tete 9eckige Polygonziige aus kongruenten Strecken und kongruenten Winkeln
kann als WinkelgroBe u. a. auch « = 90° auftreten.

Mit den bekannten Beispielen fiir verknotete (PZ)® bereitet es keine Schwierigkeiten,
auch verknotete (PZ)" fiir jedes » > 9 zu konstruieren.
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2. Ein Hilfssatz und Beweise der Sitze 1 und 2

Hilfssatz. Gegeben sei ein einfacher Rotationskegel mit der Spitze S, dem Mantel M
und mt dem von S ausgehenden Strahl s als Kegelachse; die Grofe des Winkels zwischen
8 und jeder Mantellinie, d. h. jedem Strahl, der von S ausgeht und auf M liegt, sei .
Wenn ein ebenfalls von S ausgehender Strahl t, der nicht auf der Trigergeraden von s
liegt, mit einer Mantellinie m einen Winkel der Grofe y bildet, gibt es auf M entweder
genaw cine weere Mantellinie m’ oder keine weitere Mantellinie, die mit t ebenfalls
einen Winkel der Grofe y bildet; im ersten Fall liegen m und m' spiegelbildlich 2u der
von s und t aufgespannten Ebene, und tm 2weiten Fall liegen s, t, m in einer Ebene.

& gt R i'?
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a) A b) R Abb. 2

-

Beweis. Wir betrachten die von s und taufgespannte Ebene E. Wenn m auch in £
liegt, ist m diejenige von allen auf M liegenden Mantellinien, die mit s entweder den
kleinsten oder den gréBten Winkel bildet. Wenn m nicht in E liegt, kann man m
auch als eine Mantellinie eines Rotationskegels um ¢ mit der Spitze in § betrachten,
und dieser hat mit dem vorgegebenen Kegel auBer der gemeinsamen Mantellinie m
noch genau eine weitere Mantellinie 7', wobei m und m’ spiegelbildlich zu der durch s
und ¢ aufgespannten Ebene liegen.

Beweis zu Satz 1. Wir betrachten alle méglichen geschlossenen 6eckigen Polygon-
ziige mit kongruenten Strecken und kongruenten Winkeln und zeigen, daB von diesen
keiner verknotet sein kann. Die Ecken jedes solchen (PZ)® mogen von einer beliebigen
Ecke beginnend in einer beliebigen Durchlaufrichtung der Reihe nach mit Py, P, P,,
Py, P;, Pg bezeichnet sein. Dabei stellen wir fest, daB wegen der Kongruenz der
Strecken und wegen der Kongruenz der Winkel die Dreiecke P,P,P; und P,P,P,
zwei kongruente gleichseitige Dreiecke sind.

Fiir die folgenden Untersuchungen denken wir uns das gleichseitige Dreieck P,P,P,
in einer Ebene E gelegen. P,P, ist Basis des gleichschenkligen Dreiecks P,P,P, mit
den gleichlangen Schenkeln P,P;, P,P;. Entsprechend ist PPy Basis des gleich-
schenkligen Dreiecks P,P;P,, und PP, ist Basis des gleichschenkligen Dreiecks
PP, P,.

Nun betrachten wir zuniichst einen ebenen 6eckigen Polygonzug P P,P,P P,PP,
mit kongruenten Strecken, bei dem lediglich die Winkel < P,PiP,, < P,P.P,,
<X P,PPg gleiche GroBe « besitzen mogen (vgl. Abb. 2a, b). Durch geeignete Dre-
hungen der Dreiecke P¢P;P,, P,P;P, und P,P,P, jeweils um ihre Basis kann man
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alle paarweise inkongruenten 6eckigen Polygonziige mit kongruenten Strecken ge-
gebener Linge ! und kongruenten Winkeln gegebener GroBe o erhalten. Die noch
nicht fixierten Ecken P, P;, Py liegen auf Kreisbahnen orthogonal zu E, und wie
bereits gesagt, miissen diese Ecken ein gleichseitiges Dreieck bilden, welches zum
Dreieck P, P, P4 kongruent ist ; damit ist also auch die Forderung verbunden, daB die
Winkel & P,P,P;, < P3PPs, < P;P,P, die gleiche Gr68e « besitzen.

Wenn (PZ)® verknotet sein soll, dann miissen die drei Ecken P,, P;, P; im gleichen
Halbraum beziiglich E (wir sagen ,,iiber‘‘ ) liegen; denn andernfalls wiirde es einen
oder mehrere Doppelpunkte geben, oder man kénnte einen von den drei Zweier-
streckenziigen P;_,P\P;,, * = 1, 3, b, wobei P, := Pg sein moge, durch die Strecke
PP, ersetzen und wiirde einen geschlossenen verknoteten Seckigen Polygonzug
erhalten, und das wire ein Widerspruch zur Unmoéglichkeit eines solchen. Wir diirfen
also unsere weiteren Uberlegungen auf solche (PZ)® beschrinken, bei denen P,, Py, P
iiber E liegen. Nun behaupten wir, von dem gesuchten gleichseitigen Dreieck P, P,P;
liegt mindestens eine Seite parallel zu E und symmetrisch zu einer Ebene S, welche
auf E senkrecht steht und gleichzeitig auch Symmetrieebene des Dreiecks P,P,P,
ist. Wire es anders, so hitten die drei Ecken P,, P;, P; iiber E entweder paarweise
unterschiedliche Abstinde von E, oder zwei dieser Ecken hitten zwar gleichen Ab-
stand von E, aber die Symmetrieebene dieser beiden Ecken wiren nicht gleichzeitig
auch Symmetrieebene des Dreiecks PyP,Pq. In keinem dieser beiden Fiille konnten
aber die drei Winkel < P,P,P;, <X P3P Py, <X P;P¢P, gleiche GriBe besitzen, weil
sich sonst ein Widerspruch zu dem Hilfssatz ergibe.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, da die Ecken P; und
P, symmetrisch zu § liegen. Die Ebene S geht dann durch P, und P, und ist
auch Symmetrieebene fiir die Strecke P;P,. Wegen der Kongruenz der gleichseiti-
gen Dreiecke PP Py und P,P;P; miissen P, P;, P, Pg von S den gleichen Ab-

stand -;— |PyPg| = -%— |P3Ps| besitzen.

Es ist nun moglich, da die Ecken Py, Py (und zwangsweise dann auch die Ecken P;,
Py) in verschiedenen Halbrdumen beziiglich S liegen; fiir jeden Winkel & mit 0° < «
< 60° gibt es genau zwei solche Polygonziige, fiir x = 60° unendlich viele und fiir
« > 60° keinen. In jedem solchen Polygonzug (PZ)® existiert mindestens ein Doppel-
punkt; ein solcher Punkt ist stets der auf S liegende gemeinsame Mittelpunkt der
Strecken P3Py und PyP,. Von derartigen Polygonziigen kann also im Sinne unserer
Problemstellung keiner verknotet sein. ‘
Somit bleiben noch die Polygonziige zu betrachten, bei denen die Ecken P,, P; in
einem Halbraum und die Ecken Pj;, P4 im anderen Halbraum beziiglich S liegen;
fiir jeden Winkel der Gré8e « mit 0° < « < 120° gibt es genau zwei solche Polygon-
ziige, fiir « = 120° genau einen und fiir &« > 120° keinen. Jeder derartige Polygon-
zug wird durch die Symmetrieebene S in zwei Dreierstreckenziige P,P,P,P,,
P,P,PyP, zerlegt, die beziiglich § in verschiedenen Halbriumen liegen, und damit
kann auch ein solcher Polygonzug (PZ)® nicht verknotet sein.
Einen verknoteten 6eckigen Polygonzug aus kongruenten Winkeln und zwei Sorten
kongruenter Strecken erhélt man nach dem folgenden Konstruktionsverfahren. Man
wihlt die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks P, Py P;, dreht dieses Dreieck um seinen
Mittelpunkt um einen Winkel der Gré8e f mit 0° < f < 60° und fiihrt anschlieBend
noch eine Translation orthogonal zur Dreiecksfliche durch. In dem erhaltenen Bild-
dreieck P;P{P; éndern wir die Bezeichnungen durch P, := P;, Py := P}, P, := P;
"und erhalten mit P,P,P,P,P;P,P, einen verknoteten 6eckigen Polygonzug mit
kongruenten Winkeln und zwei Sorten kongruenter Strecken (vgl. Abb. 3a).
Einen verknoteten 6eckigen Polygonzug aus kongruenten Strecken (aber nicht
kongruenten Winkeln) erhdlt man beispielsweise, wenn man entsprechend Abb. 3b
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fiir die Ecken die folgenden Koordinaten wihlt:
P, = (—0,45; 0; 0),
Py = (0;%;0) mit y,=}1— 0,45~ 0,893,
P, = (0,45; 0; 0)
Py = (x;02; —0,1) mit z, = —}1— 0,22 — 0,12 4 0,45 ~ —0,525,
Py = (x5;0,2; 0,5) mit x; = VW—{— x, ~ 0,276,
Py = (24;,0,1; 25) mit x4~ 0,419 und zg ~ —0,486.

U
]

0
U

a)

Bei P, erfiillen x4 und z, das Gleichungssystem
(xﬂ = x5)2 -+ (ZO - 015)2 = 0199,
(%5 + 0,45)* + (z4)* = 0,99.

Der so konstruierte Polygonzug P,P,P,P,P;P,P, ist ein Polygonknoten vom Typ
einer Kleeblattschlinge mit sechs kongruenten Strecken der Linge 1.

Beweis zu Satz 2. Motiviert durch ein Modell, wurde der folgende Ansatz entspre-
chend der Abb. 4 nahegelegt (in Abb. 4 haben wir als Koordinaten der Eckpunkte
bereits die Werte gewihlt, die sich aus der nachstehenden Rechnung im Sonderfall
« = 49° ergeben). Wir wihlen die Ecken

1 1
Pl - (0’ _d; E)s P2 = (a; 'E: —b)9

Py = (a, —51, —b), P, = (—c,d, —e), Py=(c,d,e),

1 1 1
Po= (-0 —38) 2= (-0 30). 2= (0.~4 —3)
und betrachten die Vektoren -

v(Plpz) = (a,_;.+d’_l

: —.b), W(P,Py) = (0, —1, 0),

v(P,P,) = (—a —¢ % +d,b— e), o(P,P;) = (2, 0, 2e),
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2

1 1
5T d, -3 b), v(PyPy) = (0,0, 1).

v(PsPg) = (—a —c, — —l- —d,b— e), v(PgP;) = (0, 1, 0),

(P Py) = (a, -

Nun fragen wir, ob es moglich ist, die Koordinaten «, b, ¢, d, e 80 zu bestimmen, daf}
der Betrag jedes Vektors gleich 1 und das skalare Produkt jedes Vektors mit dem
folgenden Vektor gleich —cos « ist; dabei denken wir uns die Aufeinanderfolge der
Vektoren im Sinne des Durchlaufens des Polygonzuges P,P, ... P;P,. Wenn es eine
Moglichkeit gibt, die Koordinaten unter den geforderten Bedingungen zu wihlen,
dann besitzt jede Strecke des Polygonzuges die Liange 1, und der Winkel zwischen je
zwei Strecken, die von einer Ecke ausgehen, hat die Grofle a, wobei wir « > 0°
voraussetzen.

4

8

R Np Abb. 4

Das gestellte Ziel kann offensichtlich errexcht werden, wenn es gelingt, die nachfolgen-
den Gleichungen zu erfiillen:

a+(g+d) +(3+) =1 (M)
@tor+(g+d) +o—ar=1, @
4.t +4-e2=1, , 3)
—-é——b:——coso:, (4)
—%—d: —cos «, (6)
—2.¢c-(at+e¢)+2-e-(b—e)= —cosa. (6)

" Aus (4) und (5) folgt

b=d=cosa——;-.
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Wir wollen uns auf positive Werte fiir b und d beschrinken und wihlen deshalb
a < 60°. Aus (1) folgt mit (4) und (5) und bei Beschrinkung auf positive a-Werte
fiir 45° < & < 60°

o= YT=2 coin.
Aus (6) folgt

2ac — 2be + 2-¢® + 2.2 = cos «
und daraus mit (3) unter Beachtung von (4)

2ac — 2be = b, d.h. ac—%-b:be. ™
Durch Quadrieren und unter nochmaliger Beachtung von (3) erhilt man

a’-c’~abc+%-b2:b2-(%-——cz),

d. h.
c? - (a? + b?) == abc.

Da wir @ > 0 und b > 0 vorausgesetzt haben, ist auch ¢ > 0, und es gilt
c=ua-b:(a® + b?).

Mit ¢ < 1/2 und bei Beschrinkung auf positive e-Werte folgt aus (3)

e = '%—cz.

Damit haben wir a, b, ¢, d, e jeweils in Abhingigkeit von « dargestellt, und es sind
die Gleichungen (1), (3), (4), (5), (6) erfiillt. Es ist noch zu iiberpriifen, ob auch die
Gleichung (2) befriedigt wird. Das ist der Fall; denn wenn man von der Gleichung (2)
die Gleichung (1) subtrahiert und dann noch (3) beachtet, so erhilt man

1

2ac+%—2be—z—b=0, d.h. 2ac — 2be = b,

also eine Ubereinstimmung mit (*), und damit wird auch (2) von a, b, ¢, d, e befrie-
digt. .

Nun kommt es darauf an, fiir 45° < & < 60° eine WinkelgroBe « zu finden, so daB ein
verknoteter (PZ)® entsteht. Das wird erreicht, wenn man beispielsweise & = 49°

wihlt. Denn dann erhélt man (bei Beriicksichtigung von fiinf Stellen nach dem
Komma)

a ~ 0,37305, b~ 0,15606, ¢~ 0,35601, d ~ 0,15606, e ~ 0,35107.
Die Kontrollrechnung mit diesen Niherungswerten ergibt
bei (1) den Wert 0,99999, bei (4) den Wert cos 48,9999°,

bei (2) den Wert 0,99997, bei (5) den Wert cos 48,9999°,
bei (3) den Wert 1,00014, bei (6) den Wert cos 48,9956°.

Mit den errechneten Koordinaten entsteht der geschlossene 8eckige Polygonzug
PP, ... PgP, der Abb. 4. Die Strecke P,P, liegt offensichtlich ,,unter‘ der Strecke
P,P,. Zweifel konnten aber aufkommen, ob die y-Koordinate —d ~ —0,15606 von

12 Beitrige zur Algebra 9
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P, und P, wirklich groBer ist als die y-Koordinate ys des Schnittpunktes S der in die
z,y-Ebene projizierten Strecken P3P, und P;P,. Der Wert ys errechnet sich aus

(d — ys): (d + 'E) =c: (c + a);
daraus folgt

(¢ 3)

o i ok
ys=d O e 0,164 30, (**)
also ein kleinerer Wert als —d.

Nun iiberpriifen wir, ob die Strecke P, P, ,,iiber‘‘ der Strecke P P; liegt. Dazu bestim-
men wir die z-Koordinate zs des Schnittpunktes der in die x,y-Ebene projizierten
Strecken P,P, und PP;. Es gilt

(a —xg) 125 = (—;— —d) :2d
d. h.
2ad
1
7 4

Wir vergleichen nun an der Stelle (x;, d) die 2-Koordinate z, der Strecke P,P, mit
der 2-Koordinate z, der Strecke P P;. Es gilt

1 1
(E — 21) '(E + b) = xs:.a,

1
1 :c 2
3 s

~ 0,17747.

Ty =

+ b

Z = ~ 0,18789,
und es gilt
29:e = zg:¢, d.h. z,=xs-% ~ 0,175600.

Es ist also z; > 2;, und damit liegt an der Stelle (x5, d) die Strecke P, P, tatsichlich
,iber der Strecke P,Py; und aus Symmetriegriinden liegt an der Stelle (—xs, d)
die Strecke P,P; ,,unter‘ der Strecke P,P;.

Der Polygonzug P, P, ... PP, ist also ein verknoteter (PZ)8, welcher zur Kleeblatt-
schlinge isotop ist.

Wie man leioht iiberpriiffen kann, entsteht fiir jede WinkelgroBe o mit 46° < o
< arc cos— (]/1‘3 —1) ~ 49, 35° ein verknoteter (PZ)® vom Typ einer Klee-
bla.t.tsohhnge Wenn « = arccos l (}/13 — 1) ist, schneiden die Strecken P3P, und
P, Pg die Strecke Py P, und fiir arc cos T (}/13 — l) < &« < 60°entsteht mlt, dem vor-
liegenden Ansatz ein unverknoteter (PZ)’ Die WinkelgroBe arc cos — (}/13 —1)
ergibt sich aus (**), wenn ys = —d gesetzt wird. Daraus folgt c- (d + ;)

= 2d(a + ¢) und unter Beachtung von a, b, ¢, d in Abhingigkeit von « nach einigen
Zwischenrechnungen

cos® o +-%—-coscx—-i—=0, d.h. (cosx),s = —%i%-}/ﬁ.
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