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Die Homologiegruppen der Mannigfaltigkeit, die aus den linearen
k-Riéumen auf einer nicht-ausgearteten 2k-Quadrik besteht

Orr-HEINRICH KELLER

Wir stellen uns eine nicht-ausgeartete Quadrik @, in einem projektiven Raum Py,
vor. Koordinaten und Koeffizienten entnehmen wir dem Korper der komplexent
Zahlen. Man weil seit sehr langem, daB} es auf @, zwei Scharen von linearen k-Réu-
men gibt. Es bedurfte eines lingeren Reifungsprozesses im algebraischen BewuBtsein,
bis man in einer solchen Schar eine algebraische Varietdt erkannte. In [5], § 9,
wurde der Versuch gemacht, der jedoch stecken blieb. E. CARTAN hat wohl schon 1913
den Zusammenhang dieses Gegenstandes mit der Darstellungstheorie kontinuierlicher
Gruppen entdeckt (vgl. etwa [2]). Dadurch angeregt, hat W. Buravu [1], Kap. IX,
eine solche Schar als algebraische Varietdt untersucht und ein Modell My, fiir sie
in einem (2¥ — 1)-Raum beschrieben.

In unseren Uberlegungen werden wir dieses Modell nicht benutzen. Aber in seiner
Konstruktion sind die wesentlichen Hilfsmittel bereitgelegt, die wir brauchen.

Wir wollen hier versuchen, auf dieser Varietdt Geometrie zu treiben, d. h. Unter-
varietiten zu betrachten, sie zu klassifizieren und ihre Schnittzahlen zu berechnen,
analog dem Bezoutschen Satz im projektiven Raum. Nach [6], Kap. 4, Anhang,
oder [3], 1.2, kénnen wir singularitdtenfreie algebraische Varietiten als topologische
Mannigfaltigkeiten auffassen. Die Untervarietdten sind Zyklen darauf. Fiir ihre
Homologiegruppen wollen wir Basen aufstellen und die Schnittzahlen der Basis-
elemente bestimmen. Die Schnittzahlen aller anderen Varietdten bestimmen sich
dann in bekannter Weise.

Wir kénnen dabei topologisch homologe Varietdten nicht unterscheiden. Ob sie dann
auch algebraisch dquivalent sind, bedarf einer weiteren Untersuchung.

Hinsichtlich der Dimension miissen wir die algebraische und die topologische Dimen-
sion unterscheiden. Die algebraische Dimension ist die Anzahl der unabhiingigen kom-
plexen Parameter. Die topologische Dimension ist doppelt so groB, weil wir jeden
Parameter in Real- und Imaginirteil auseinander nehmen miissen.

Die Raume der ersten Schar seien mit SL, ihre Varietdt mit 9%; bezeichnet. Unter S,
Ti-1, U seien lineare Rdume der angegebenen Dimension auf der @, verstanden.

1. Bekannte Sitze iiber Autokollineationen von Quadriken
Fiir unsere Uberlegungen brauchen wir einige Eigenschaften der Autokollineationen

einer quadratischen Form @; in 2k + 2 Unbestimmten. Thre Gruppe sei mit @ be-
zeichnet. Die Autokollineationen des Nullstellengebildes Q,; = O erhalten wir aus 0,
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wenn wir noch die Gruppe der Multiplikationen aller Unbestimmten mit dem gleichen
Faktor hinzufiigen. Da dies aber bei homogenen Koordinaten keine Rolle spielt,
konnen wir uns mit @ begniigen.

E 11: 0 ist isomorph der Gruppe der orthogonalen Matrizen. Denn wihlt man ein
Polarsimplex von Q,; zum Koordinatensimplex, so erscheint Q,; bei geeigneter Nor-
2k+2
mierung in der Form ' «}.
i=1
E 12: Jede Kollineation von 0 hat die Determinante - 1. Die Kollineationen mit der
Determinante +1 mogen von erster Art heiflen. Sie bilden einen Normalteiler 0+
von @. Die Kollineationen mit der Determinante —1 mégen von zweiter Art heifien.
Sie bilden eine Nebengruppe ¢-.

E 13: 0+ ist isomorph der Bewegungsgruppe in der nichteuklidischen Geometrie
mit @y als Fundamentalquadrik. 0~ laBt sich den Umlegungen dieser Geometrie
zuordnen. i

E 14: Die Kollineationen erster Art transformieren die beiden Scharen von linearen
k-Riéumen auf @; je in sich. Die Kollineationen zweiter Art vertauschen die beiden
Scharen.

E 15: Die Kollineationen von ¢+ bilden eine zusammenhingende Mannigfaltigkeit.
Man kann jede in jede andere stetig iiberfiihren.

E 16: Fiir die Behandlung der linearen k-Rdume haben sich nun kanonische, von den
Polarsystemen verschiedene Koordinatensysteme als zweckmiBig erwiesen. Die
Ecken des Koordinatensimplex seien Punkte A, ..., 4;, By, ..., By, die simtlich
auf der Quadrik liegen, und zwar seien 4; und B, zu allen 4; und B; (j = 7) konjugiert,
A, zu B; aber nicht (v =0, ..., k). Die Polarhyperebene von 4; sei z; = 0, die von
B, sei y; = 0. Bei geeigneter Normierung lautet dann die Gleichung der Quadrik:

k
‘é;xlyi = 0. (1)

Es seien nun (4;, B,) und (4;, B{) (+ =0, ..., k) zwei kanonische Punktsysteme, die
durch eine Kollineation L € ¢+ auseinander hervorgehen. Nach E 15 konnen wir
fiir 0 < ¢ < 1 eine Schar L(t) von Kollineationen aus ¢+ mit folgenden Eigenschaften
zusammenstellen: L(#) fiihrt (4;, B,) in ein wieder kanonisches Punktsystem (4;(¢),
B(¢)) iiber. L(t) erhilt die Form (1) der Quadrik. Es ist L(0) = der identischen Ab-
bildung, L(1) = L. Damit ist eine Homotopie der kanonischen Koordinatensysteme
gegeben. Da nun bei dieser Homotopie die k-Rédume jeder Schar mitgenommen wer-

den, ist auch eine Homotopie auf der Mannigfaltigkeit 3; der Riume einer Schar
induziert.

2. Besondere Typen von Untervarietiten
2.1, Dre Quasigeraden

Eine solche sei die Gesamtheit aller S}, die durch einen festen U, gehen. Wir wollen
uns eine solche Quasigerade auf zwei Weisen vor Augen stellen:

2.1.1. Es sei Dy der Polarraum des U, hinsichtlich der Q;;. Wir konnen Dgy, auf-
spannen mit Hilfe von U;—; und einem dazu windschiefen £, (der nicht auf Qy; liegt).
Dieser Raum E; schneidet die Qy; in einer nicht-ausgearteten Quadrik Q,; und Dy,
schneidet Qg in einer Quadrik, die U, als singuliren Raum enthilt und aus der
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Verbindung von U;-, mit Q, besteht. Die k-Réume der ersten Schar durch U,
schneiden auf @, einen Regulus aus. Die Quasigerade besteht also aus den Verbin-
dungsridumen von U, mit diesem Regulus und hat die algebraische Dimension 1.

2.1.2. Wir legen durch Uj-, einen Raum C}' der zweiten Schar. Jeder Raum S} durch
Uy, schneidet C}! in einem Raum ungerader Kodimension, also in einem 7}_,. Diese
Réume bilden ein Biischel 8 mit dem Triger Uj—p. Durch jeden T}, dieses Biischels
geht genau ein Raum 8}, und dieser gehort der Quasigeraden an. Diese ist also ein-
eindeutig auf dieses Biischel bezogen ; sie ist eine rationale Varietit, und ein Biischel-
parameter 1 ist auch fiir sie ein Parameter.

2.2. Die Quasilineare

Als Bausteine brauchen wir eine spezielle Klasse von Varietdten, die wir Quasilineare
nennen: Es sei C}! ein Raum der zweiten Schar auf der Q,;. Wir betrachten die Ge-
samtheit I7 der Rdume der ersten Schar, die O} hochstdimensional, also je in einem
Tp-, schneiden. Diese Gesamtheit fassen wir als Varietidt auf und nennen sie ein Quasi-
linear. Im Burauschen Modell wird sie linear. O} heiBe der Grundraum von IT. Somit
ist jedem Raum C}' ein Quasilinear y(C}') zugeordnet. Unsinteressieren die folgenden
Eigenschaften:

E 21: Durch jeden Raum 7)., € C}! gibt es genau einen 8. Der Polarraum von 7T},
in bezug auf die @,; hat die Dimension & + 1 und schneidet Q,; in einer Quadrik, fiir
die T}, singulir ist, die also in zwei lineare Raume zerfillt. Der eine ist C}, der andere
der gesuchte Sj.

E 22: Durch die eineindeutige Abbildung S} <> T}, ist IT auf den dual-linearen Raum
C}' bezogen. IT hat also die Struktur eines linearen Raumes, daher die Bezeichnung
»»quasilinear*‘.

E 23: IT hat die Dimension k.

E 24: Jeder Raum 18; € IT wird von jedem anderen Raum 28} € IT je in einem U,
geschnitten ; dabei liegt Uz, in T}, dem Schnittraum von 18} und C}.

Da 1T}, und 27}, beide dem k-Raum C}' angehéren, schneiden sie sich in einem U—,.
Durch ihn gehen dann auch 18; und 28;. Dies mu8 dann auch der ganze Schnittraum
sein, denn einen Schnittraum héherer Dimension kénnen zwei verschiedene Riéume
der gleichen Schar nicht haben.

E 26: Man kann IT auch auf folgende Art definieren: Man gehe aus von einem °S}
und einem °T,_1 € %8} und betrachte die Gesamtheit /7’ aller k-Réume der ersten
Schar, die T}-, je in einem Ui, schneiden. Wir haben zu zeigen, daB I7’ ein Quasi-
linear ist.

Es sei °C! der eindeutig bestimmte Raum der zweiten Schar, der durch °7_, hin-
durchgeht, IT der zugehérige Quasilinear. Es ist %S} € I1. Nach E 24 erfiillen alle
Réume von I7 die Bedlngungen, die I’ definieren, und es ist /T S IT'. Umgekehrt
gehore 8% zu IT', es sei also 18; n°Ty—; = Uj—,. Dieser Up— kann nicht der vollstandige
Schnitt eines 1.9} und eines O} sein, also ist C}' 018} = T}, und 18} € Tund I’ < II.

E 26: Gehen durch einen U, zwei Riume 18} und 28}! aus /T hindurch, so gehoren
alle Réume 8,, die durch U, gehen, zu II.

Nach E 24 liegt Uy, auf C'. Also schneiden sich 17}, = O} 18} und *T}_, = O 0 28}
in Uj—,. Sie spannen in CH ein Biischel von Réumen TL._, auf. Jeder Raum S, der
durch U,-, geht, geht auch durch einen 7}, dieses Biischels und gehért somit zu I7.

E 27: Durch jeden Punkt A € CU! gibt es genau einen Raum 8L € I7.
Denn der Polarraum von 4 hinsichtlich der @y schneidet C}! i m einem 7T}, ; der Ver-
bindungsraum S}, = AT}, liegt auf @y, ist von der ersten Schar und gehért zu I7.

11*



164 Orr-HEINRIOHE KELLER

2.3. Kegel

Eine Varietit ¥ von Riéumen S} heiBe ein Kegel, wenn alle Réiume von V durch einen
festen Punkt A4 gehen. Er heiBe vollstiindig, wenn er aus allen Réumen S} besteht, die
durch A hindurchgehen.

Schneiden wir mit einer Hyperebene (der Dimension 2k), so erhalten wir eine Varietit
von (k — 1)-Réumen. Sie heiBle eine Leitvarietiit von V. Alle Leitvarietiten eines Ke-
gels sind projektiv dquivalent.

2.4. Regelvarietiiten

Eine Varietit ¥ von Raumen S} heiBe eine Regelvarietit, wenn jeder Raum von 1’
einem Quasilinear angehért, das seinerseits Untervarietdt von V ist. Man erkennt sie
nach E 26 daran, dafB esin jedem Si € V einen solchen Raum T}, gibt, daB alle Réume
8L, die T, in einem U, schneiden, ebenfalls zu V gehoren.

Wir sagen, eine Regelvarietit ¥ werde von einer Schar X' von Quasilinearen iiberdeckt,
wenn jedes Element von X ganz zu V gehért und wenn jeder Raum von V mindestens
in einem Element von X liegt. Es kann sein, daB eine Regelvarietdt von mehreren
solchen Scharen iiberdeckt wird. Gibt es unter diesen Scharen eine solche, daB die
Grundriume aller ihrer Elemente durch einen Punkt B gehen, so heiBe die Schar
und auch die Regelvarietit ausgezeichnet. Diese Grundriume bilden dann einen Kegel ;
seine Leitvarietit soll auch Leitvarietit der Schar und dann auch von V selbst
heiBen.

Der Begriff der Regelvarietit entspricht dem der Regelfliche ; die Geraden sind dabei
durch die Quasilineare ersetzt.

Es sei angemerkt, daB die Begriffe Kegel und Regelvarietit verschiedenen Verall-
gemeinerungsrichtungen entspringen. Die Kegelspitze ist ein Punkt, kein k-Raum,
also kein Element unserer Varietiaten. Die Regelvarietit hingegen besteht aus k-Réu-
men von M, also nicht aus Punkten. Ein Kegel kann niemals eine Regelvarietit
sein.

3. Die Projektionstormel

In [4] hatte ich eine Projektionsformel abgeleitet: Es seien IM* (in [3] hieB sie D),
8, R geschlossene unzerlegbare, orientierbare topologische Mannigfaltigkeiten.
Essei8, R=Mund 3 nR = L.

Bei der Projektion wird 3 das Projektionszentrum, & der Projektionsschirm.

Es seien Projektionsstrahlen als topologische Bilder der Einheitsstrecke so definiert,
daB es durch jeden Punkt aus M \ 8 \ R genau einen Projektionsstrahl gibt, der in 3
beginnt und in R endet. Die Vereinigungsmenge aller Projektionsstrahlen, die von
einem Punkt t € 8 ausgehen, sei mit S(r) bezeichnet. Wir setzen voraus, daB S(v)
fiir jedes 7 eine unzerlegbare, geschlossene, orientierbare topologische Mannigfaltig-
keit sei. Sie hat die Dimension n — ¢{. Wir nennen S() einen projizierenden Raum.
Fiir eine Punktmenge U 7 sei S(U 7) durch 8(U 7) = U 8(z) definiert. Jeder Kette ¢
des zu § gehorigen Kettenkomplexes konnen wir dann eine Kette S(c) von I zu-
ordnen, deren Triiger gerade S(c) ist. Wir wollen S als einen Operator auffassen, der
auf den Kettenkomplex von 8 wirkt. Er ist mit dem Randoperator vertauschbar;
daher induziert er auf den Homologiegruppen von 3 einen Operator 8,. Dann gilt
die Formel

H\M) = i, HaR) + So(Hanri(B))- @)

Wir bekommen also eine Homologiebasis von I, wenn wir eine Homologiebasis von R
und eine Basis von S, Hj-4+(8) aneinanderfiigen, und diese letztere bekommen wir
wieder, wenn wir auf eine Homologiebasis von 3 den Operator S anwenden.
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Mit Hilfe der Formel (2) wollen wir nun eine Homologiebasis fiir die Varietit I, der
k-Réume der ersten Schar auf einer nicht-singuldren Quadrik Qy; in einem projektiven
R+, aufstellen.

Wie schon in der Einleitung gesagt, konnen wir ;. als topologische Mannigfaltigkeit
auffassen. Die Elemente, also die ,,Punkte‘‘ der Topologie sind dabei die k-Réume
der ersten Schar. :

Wir greifen auf das in E 16 eingefiihrte Koordinatensystem zuriick. Es seien ins-
besondere A; und B, zwei nicht-konjugierte Punkte auf der Q,;; die Polarrdume von
A, und B, schneiden sich in einem (2k — 1)-Raum, und dieser schneidet die Q,; in
einer nicht-singuliren Q.

Wir wenden nun die Formel (2) auf unsere Mannigfaltigkeit M = M, an. Wir orien-
tieren uns dabei an der Konstruktion, mit der W. Buravu [1] sein Minimalmodell
herstellte. Das Projektionszentrum 3 sei der vollstindige Kegel mit der Spitze in 4,,
der Projektionsschirm R der vollstandige Kegel mit der Spitze in B,. Zur Definition
der Projektionsstrahlen gehen wir aus von denjenigen Quasigeraden, bei denen der
definierende Raum Uy, auf der Q,;—, liegt; wir nennen sie besondere Quasigeraden.
Von ihnen merken wir drei wichtige Eigenschaften an.

E 31: Geht ein S} weder durch 4; noch durch By, liegt er also weder im Polarraum
von A noch in dem von By, so schneidet dieser S} ihren Schnittraum und damit auch
die @y, mindestens in einem U;_,. Angenommen, er schnitte @y, in einem 7).
Durch 7}, gibt es zwei k-Raume auf der @, namlich die Verbindungsrdume von
Ty-, mit 4; und B,. Einer davon miiite unser S} sein, entgegen der Voraussetzung.
S}, schneidet also die Qy;—, genau in dem Ui, und gehort der durch Uj-, bestimmten
Quasigeraden an. Jeder Raum S}, € M \ 8 \ R gehort also genau einer besonderen
Quasigeraden an.

E 32: Jede Quasigerade trifft § und R, d. h., esgibt auf ihr einen 8} durch 4; und
einen durch B;. Man findet sie, indem man Up—, mit 4; und B; verbindet und durch
jeden der beiden Verbindungsriume den eindeutig bestimmten k-Raum der ersten
Schar in Q. legt.

E 33: Die Vereinigung V der Quasigeraden, die einen bestimmten S} € 8 enthalten,
ist ein Quasilinear. Denn S}, schneidet die Qp;— in einem Raum 7}.,. Dann besteht V
aus allen S;, die 7}, in einem U,_, schneiden, ist also nach E 25 ein Quasilinear.
Die Quasigeraden haben fast alle Eigenschaften, die wir von den Projektionsstrahlen
gefordert haben, bis auf die eine: sie sind topologisch zweidimensional, wihrend die
Projektionsstrahlen Bilder der Einheitsstrecke sein sollten. Wir miissen also in die
Quasigeraden noch geeignete Kurven einzeichnen. Dazu denken wir uns die kom-
plexen Werte des Parameters A einer Quasigeraden auf die Punkte einer Riemann-
schen Zahlenkugel bezogen. Den Réiumen 18} durch 4; und 28} durch B, mégen dabei
die Parameterwerte 4, und 1, entsprechen. Wir legen nun auf der Kugel alle Kreise
durch 2; und 4,. Jeder solche Kreis wird durch 4, und 4, in zwei Kreisbogen geteilt.
Durch jeden von 4, und 4, verschiedenen Punkt der Kugel gibt es genau einen solchen
Kreisbogen. Die Mengen von k-Rdaumen der ersten Schar, die den Punkten dieser
Kreisbogen entsprechen, seien nun die Projektionsstrahlen. Sie erfiillen alle in der
Definition gegebenen Bedingungen. Sie sind freilich keine algebraischen Varietiten.
Die Vereinigungsmenge aller Projektionsstrahlen, die von einem bestimmten Raum
S}, € B ausgehen, iiberdeckt zuniichst jeweils die ganze Quasigerade und dann nach
E 33 ein ganzes Quasilinear, also topologisch eine orientierbare, geschlossene, unzer-
legbare Mannigfaltigkeit der topologischen Dimension 2k. Die Voraussetzungen fiir
eine Anwendung der Formel (2) sind also erfiillt.

Eine Homologieklasse von H(R) wird von einer Varietit — einem Zyklus — von R,
also von einem Kegel mit der Spitze in By reprisentiert. Ebenso wird eine Homologie-
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klasse von Hj4:(8) von einem Kegel mit der Spitze in 4;, die vermége S zugehérige
Homologieklasse von S,(Ha-3:(8)) von einer Regelvarietéit reprisentiert. Diese ist
ausgezeichnet, weil die Grundraume zweiter Art aller ihrer Quasilineare durch den
Punkt B, gehen. Wir kennen also die Homologiegruppen von 9%}, wenn wir die von 3
und R kennen.

Um das Folgende besser darstellen zu konnen, wollen wir in der Formel (2) die Gruppe
H\(R) durch Hy(8) ersetzen. DaB beide Gruppen isomorph sind, ist selbstverstindlich,
denn die Kegel durch 4, sind denen durch B, projektiv dquivalent. Jedoch reicht
Isomorphie nicht hin, um die Ersetzbarkeit in (2) sicherzustellen, sondern wir miissen
ausniitzen, daB 1, Hy(R) und 7, H,(8) identisch sind. Nun gibt es eine Kollineation
L € 0+, die 4; in B, iiberfiihrt, und nach E 16 ist L homotop zur identischen Kollinea-
tion. Jede Varietidt ¥ € 8 ist daher ihrem Bild L(V) € R homolog. Da wir ebenso von
R auf 8 schlieBen kénnen, gilt die behauptete Identitét.

4. Die Homologiebasis

Wir haben nun alle Hilfsmittel bereitgestellt, um durch Induktion und eine Kette
von Burau-Projektionen eine Homologiebasis aufzustellen. Wir arbeiten in einem
bestimmten kanonischen Koordinatensystem (4;, B;).

Fiir k = 0 zerfallt Q, in zwei Punkte 4,, B,. Der einzige 0-Raum S, der ersten Schar
{A,) enthéilt 4, als einzigen Punkt. Die Schar MM, = {{4,}) enthélt {4} als einzigen
Raum. Die Homologieklasse {{{4,}}} schlieBlich enthilt {{4,)} als einzigen Reprisen-
tanten. Er repriisentiert dann auch das einzige Element der nullten Homologiegruppe
und sei mit F = ( ), der leeren Klammer bezeichnet. Beim 1-ten Schritt arbeiten wir
in dem von 4, ..., 4;, By, ..., B; aufgespannten (2¢ 4+ 1)-Raum. Er schneidet @y
in einer nicht-ausgearteten Quadrik Qy;. Die i-Réume darauf seien so numeriert, da3
der von A, ..., 4; aufgespannte Raum (4,, ..., 4;) zur ersten Schar gehort. Dann
gehort der Raum (4, ..., 4, B;) zur zweiten Schar. Die Varietit der :-Rédume der
ersten Schar auf Qy; sei I;. Wir zerspalten die Quadrik vermoge der Punkte 4; und B;.
Thre Polarriume schneiden dann eine Quadrik Q,; aus. Fiir die Q,; setzen wir wieder
eine Burau-Projektion an. Das Projektionszentrum sei 8§ = 3;,. Angenommen, wir
hitten schon fiir die IM;-, eine Basis aufgestellt. Jedes Basiselement sei durch ein
(¢ — 1)-Tupel von Zahlen F = (f,, ..., f;-) dargestellt, wobei f; der Werte 0 und 1
fahig sei. Die Dimension sei

dimF=2‘,‘__',‘j-f,. 3)

Um nun Hy(8) in den Griff zu bekommen, betrachten wir die Zuordnung «, die jedem
(¢ — 1)-Raum auf Qy;-, seinen Verbindungsraum mit 4; zuordnet. Nun zerfillt die
Varietit der (¢+ — 1)-Raume auf Qy;—, sowie die Varietit der +-Raume auf @,; durch
A, in je zwei irreduzible Varietéiten, eben die beiden Scharen. « wird also der Varietit
IR;-, wieder eine Varietét von i-Raumen zuordnen, die alle der gleichen Schar ange-
horen. Welche das ist, konnen wir durch Betrachtung eines speziellen Raumes erfah-
ren. Nun ist (4o, ..., 4i~) = (4o, ..., 4;), und beide sind von der ersten Schar.
Also ist a(M;-,) = 8; und Ha(B:) =2 HA(M;-,). Ist F;, Fy, ... eine Basis von Hy(M;-,),
80 ist a(F,), «(Fy), ... eine Basis von H)(3;).

Dem Symbol F = (f,, ..., fi-1) wollen wir in x(F) noch eine Zahl f; = 0 hinzufiigen.
Die Dimension hat sich nicht geiindert, und die Formel (3) ist fiir diesen Fall besté-
tigt. Betrachten wir nun den Summanden Sy(H-3:(8:)) in der Formel (2). Es sei
8L € 8, also 4, € SL. Um §(S}) zu bestimmen, haben wir S} mit Qp;—3 in 71(8}) = Ty

zu schneiden, dann 7T';-, mit B; durch einen Raum C{‘d—; B(T:-,) zu verbinden und
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schlieBlich den Quasilinear y(C}') gemi8 2.2. zu bilden. Dies konnen wir, weil C}' von
der zweiten Schar ist. Durch 7', gehen nimlich zwei 1-Rédume auf der Q,;, von jeder
Schar einer. Da 8} von der ersten Schar ist, ist C{* von der zweiten Schar. Der Quasi-
linear yO}' = ypua-18}, ist S(S}).

Nun beachten wir, daB 7';_, ein Raum der ersten Schar von Q,;_; ist. Dann ist Sx
= yP eine eineindeutige Abbildung von IM,_, auf 8(8;). Sie induziert einen Isomor-
phismus (y8) yHa-i(Mi-1) > S¢(Hr2i(8:)). In diesem Isomorphismus entsprechen
sich dann auch die Basiselemente. Dem Basiselement F = (f,, ..., f;-;) werde bei
dieser Entsprechung noch die Zahl f; = 1 hinzugefiigt, so daB

YB(fs -5 fim1) = (frs ovvs fi-ns 1)

wird. Diese Basiselemente sind Regelvarietiten, und zwar ausgezeichnete, weil alle
Grundridume C}! durch B; gehen. Die Dimension jedes Basiselementes hat sich dabei
um 27, um die Dimension der Quasilineare erhéht. Die Formel (3) ist auch in diesem
Fall bestatigt. Die Formel (2) besagt, daB wir mit diesen beiden Konstruktionen eine
vollstindige Basis von H(I;) gewonnen haben. Die Basis hiingt freilich zunichst
noch von der Wahl des Koordinatensystems ab. Wir haben aber in 1., E 16, gesehen,
daB kanonische Koordinatensysteme, die durch eine Kollineation aus 0+ auseinander
hervorgehen, homotop sind. Daraus folgt, da8 Varietiten, die in verschiedenen Koor-
dinatensystemen mit demselben Klammersymbol bezeichnet sind, dieselbe Homo-
logieklasse reprisentieren. Der Beweis dafiir, daB verschiedene Klammersymbole
nicht-homologe Varietéiten bezeichnen, miissen wir noch verschieben.

Wir wollen uns nun die Varietiten noch etwas ansehen, die zu einigen speziellen
Klammersymbolen gehéren:

1. (0, 0,..., 0) ist die Varietit, die aus einem einzigen Raum besteht.

2.(1, 1,..., 1) ist die ganze Varietit M;. Insbesondere ist (1) ein Regulus, d. h. die
Gesamtheit der Geraden einer Schar auf einer Q,.

3.(0,...,0, 1) ist ein Quasilinear.
4. (1,..., 1, 0) ist ein vollstindiger Kegel.

5.(1,0,...,0) ist eine Quasigerade, nimlich die Verbindung eines Regulus (1)
mit k¥ — 1 Kegelspitzen, die einen U, aufspannen.

Nun noch einiges iiber die Bettischen Zahlen: Die k-te Bettische Zahl von H(M;)
sei mit (k, k) bezeichnet. Beachten wir, daB in Formel (2) n — ¢ durch 2k zu ersetzen
ist, so ergibt Formel (2) die Rekursionsformel

(k, k) = (k — 1, ) + (k — 1, b — 2k). (4)

Denn es ist Hy(M;—,) = Hx(T) nach Konstruktion; also ist (k — 1, &) die h-te Betti-
sche Zahl von Hy(8) und (k — 1, b — 2k) die h-te Bettische Zahl von Sy(Hs-5(8)).
Dieser Summand wird erst fiir A = 2k von 0 verschieden. Aus (3) ergibt sich noc
(%, ) = 0 fiir ungerades k. Denn fiir £ = 0 kommt nur » = 0 in Betracht, und zwi-
schendurch kann kein ungerades % in die Induktionskette einsteigen.

Man kann die k-te Bettische Zahl auch erhalten als die Losungsanzahl der Gleichung
227+ f; = h mit Zahlen f; =0 oder 1.

De’r Sinn der Bettischen Zahl ist fiir unsere Mannigfaltigkeit etwas fraglich, weil ja
doch unter einer solchen geometrisch recht verschiedene Varietéiten zusammengefaBt
sind. Es ist ja nicht ausgemacht, ob eine Linearkombination von ihnen einen geometri-
schen Sinn hat.
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5. Die Schnittzahlen

Da wir in diesem Abschnitt keine topologischen Methoden heranziehen wollen, sei es
gestattet, mit algebraischen Dimensionen zu rechnen.

k + 1)k
2

Die Dimension von I, ist . Wir fragen nach der Schnittzahl, d. h. nach der

Anzahl gemeinsamer Riume zweier Varietiten der Dimensionen %, und h,. Die Frage
(k+ 1)k
2
erginzen. Wir ziehen den Satz heran, dal homologe Zyklen (Varietiten) die gleichen
Schnittzahlen haben; wir konnen also die Reprisentanten der Homologieklassen so
auswihlen, wie es uns zweckmdBig scheint. In Spezialfallen kann die Schnittzahl
groBer sein, kénnen insbesondere Varietiten zu kleiner Dimension dennoch gemein-

same Rédume haben.
Wir fragen zunichst nach den Schnittzahlen der Basisvarietaten.

hat nur einen Sinn, wenn diese Dimensionen komplementér sind, d. h. sich zu

1. Zwei Kegel, deren Spitzen nicht konjugiert sind, haben keinen Raum gemein.

2. Wir fragen nach gemeinsamen Riéumen zweier Regelvarietdten komplementéarer
Dimension und wollen zeigen, daB} es sie im allgemeinen nicht gibt. Dazu geniigt es,
spezielle Regelvarietdten anzugeben, die keinen Raum gemein haben. Wir wahlen
zwei Regelvarietiten der Form S(V,) und S(V;) der komplementéren Dimensionen
h; und A, in einer bestimmten Aufspaltung durch die Punkte 4; und B;. ¥V, und V,
sind dabei Kegel aus 3, deren Rdume also durch 4, gehen. Angenommen, es giibe einen
gemeinsamen Raum von 8(¥;) und 8(V,). Er schnitte die Polarhyperebene von By in
einem (k — 1)-Raum, und diesen kénnten wir mit B, durch einen Raum C}' verbin-
den. Dann gehorte das durch C}! bestimmte Quasilinear zu S(V,) und zu S(V,). Darin
giibe es einen k-Raum 28 durch 4,, und dieser gehorte jetzt zu V, und zu V,, wir
brauchen jetzt bloB noch zu zeigen, da8 ¥V, und ¥V, im allgemeinen keinen Raum ge-
mein haben. Dazu schneiden wir die Figur mit der Polarhyperebene von B; in dem
(¢ — 1)-Raum 27}, und den Varietdten V; und V;. Sie liegen auf @;;_, und gehéren
zu My, Uber V! und V} ist jetzt nichts mehr vorausgesetzt. Sie haben aber die Di-
mensionen k, — k und h; — k, und diese sind nicht mehr komplementir, sondern zu
klein, und die Varietiten V; und V; sowie ¥, und V, sowie S(V,) und S(V;) haben
im allgemeinen keinen Raum gemein.

3. Es bleibt noch zu untersuchen, wann ein Kegel und eine Regelvarietit komplemen-
tarer Dimension einen Raum gemein haben. Wieder wihlen wir den Kegel K in 3,
also mit der Spitze in 4; und die Regelvarietit als S(V) mit ¥ € 8 mit den Dimensio-
nen h, und A, und fragen nach einem gemeinsamen Raum 8. Wieder schneiden wir
die Figur mit der Polarhyperebene von B; in dem (k — 1)-Raum 7}, und den
Varietiten K’ und V' aus M;—,;. Die Dimensionen von K’ und V' sind jetzt &, und
hg — k, also wieder komplementir. K und S(¥) haben dann und nur dann einen Raum
gemein, wenn K’ und V' einen Raum gemein haben. Damit haben wir die Frage also
um eine Dimension zuriickgeschoben.

Wir behaupten nun: Die Schnittzahl @ (F, @) zweier Basisvarietiten F = (f;, ..., fi)
und G = (gy, ..., g) ist genau dann 1, wenn f; + ¢; = 1 ist fiir alle ; sonst ist sie 0.
Fiir k£ = 0ist der Satz richtig; denn die einzige Basisvarietit {{4,o}} hat mit sich selbst
komplementére Dimension, erfiillt trivialerweise die Voraussetzung und hat die
Schnittzahl 1 mit sich selbst.

Angenommen, der Satz sei fiir ¥ — 1 bewiesen. Aus den Uberlegungen 1., 2., 3. folgt
dann, daB die Schnittzahl dann und nur dann nicht 0 ist, wenn f; 4 g; =1 ist und
wenn die Leitvarietiten (fy, ..., fi-) und (g, ..., gi—) die Schnittzahl 1 haben.
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Wir benutzen jetzt die Abkiirzung F fiir (f,, ..., f;) und F”’ fiir (I—fyeees 1 —f)
Eine beliebige Varietit ist dann V ~ 3 apF (xp € Z). Zwei Varietiten V ~ 3 apF
F F

und W ~ 3 8:G haben dann die Schnittzahl 7 xzf-, nimlich
G F

oV, W)= Q(%: “rFré‘:ﬂGG) =r2c::‘ apfe o (F, G) =;0‘rﬂr'-

6. Der Sonderfall £ = 3

Wir wollen uns noch die Varietit der 3-Raume auf einer Qs ansehen. Bekanntlich
ist das Burausche Minimalmodell M 4, eine Quadrik. Die Bettischen Zahlen von My
und dann auch fiir M, sind: 1, 1,1, 2, 1, 1, 1, wie es ja auch nach vAN DER WAER-
DEN [6] sein muB. Auf M g gibt es zwei Scharen von 3-Réumen. Der einen entspricht
auf My die Varietit der vollstindigen Kegel mit dem Symbol (1, 1, 0), der anderen
die Varietdt der quasilinearen Réume mit dem Symbol (0, 0, 1).

Nun sind @, und M 4 nicht-ausgeartete Quadriken und als solche projektiv dquiva-
lent. Die Versuchung liegt nahe, eine bestimmte projektive Beziehung auszuzeichnen
und mit ihrer Hilfe Qg und M 4, zu identifizieren. Gibt man dieser Versuchung nach,
so erhdlt man Mengen, die sich selbst als Element enthalten oder nicht enthalten.
Ein Raum 83 auf M 4, entspricht ja einer Menge von Riaumen 83 auf der Q.
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