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Uber die totale Absolutkriimmung verknoteter Sphiiren

PETER WINTGEN

Es sei K ecine geschlossene verknotete Kurve im dreidimensionalen euklidischen
Raum. Eine Vermutung von K. Borsux [2], die von I. FARY und J. MILNOR bewiesen
wurde, besagt, daB die Integralkriimmung von K der Ungleichung

-lfkdsg‘i
n

geniigt. Diese Ungleichung ist von D. FERUS auf den Fall hoherer Dimension verall-
gemeinert worden: Ist N eine verknotete, differenzierbar eingebettete n-Sphire im
euklidischen Raum E"+2, so gilt fiir die totale Absolutkriimmung von N

7(N) = 4. (1)

Hier kann z(N) als die mittlere Anzahl von Punkten von N definiert werden, in
denen ein zufillig gewiihlter Einheitsvektor senkrecht auf N steht. In dieser Arbeit
geben wir verschiedene Verbesserungen von (1) an, wobei wir zusétzliche Vorausset-
zungen iiber die Art der Verknotung von N machen. Das erste Ergebnis in dieser
Richtung stammt von R. Fox [7], der 7(K) = 2 fiir Knoten in E® zeigte, wobei
die minimale Erzeugendenzahl der Knotengruppe von K bezeichnet. Dieses Resultat
wurde von D. SUNDAY [24] auf verknotete n-Sphiren in E*+2 verallgemeinert. Wei-
tere Beziehungen zwischen Integralkriimmung und Verknotung von Flichen findet
man bei R. LaNaEvIiN, H. RosENBERG [14], H. MorTON [20] und P. WINTGEN [27].
Der Inhalt dieser Arbeit 148t sich kurz wie folgt beschreiben: Mit 7,5 (N) bezeichnen
wir das Infimum aller totalen Absolutkriimmungen z(N’), wobei N’ den Isotopietyp
einer gegebenen n-dimensionalen geschlossenen Untermannigfaltigkeit N von E"+2
durchliuft. Dieses Infimum liBt sich ausdriicken als minimale Anzahl der kritischen
Punkte aller Morse-Funktionen auf N, welche sich mit nur zwei (nicht ausgearteten)
kritischen Punkten auf §™2 = E™2 — (oo} ausdehnen lassen (Satz 9). Mit Hilfe
solcher Morse-Funktionen kann man den Homotopietyp von 8*2 — N beschreiben.
Es ergibt sich dabei, daB 8"+ — N homotopieiquivalent zu einem CW-Komplex ist,
dessen Zellenanzahl diese minimale Anzahl kritischer Punkte ist (Folgerung 2).
Die Zellenanzahlen lassen sich gegen geeignete topologische Invarianten von
8™2 _ N nach unten abschitzen (Satz 4). Die Umgebungsrinder komplexer alge-
braischer Singularititen liefern uns Beispiele verknoteter Sphiren, bei denen diese
Invarianten nicht trivial ausfallen. Auf diese Weise erhalten wir eine Reihe von
Beispielen verknoteter n-Sphiren in E™2, fiir die sich 74 explizit angeben la8t (Fol-
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gerung 11). Beispiele von R. Fox [7] (zusammenhidngende Summen von Kleeblatt-
schlingen in E?) und von D. Ferus [6] (Kervaire-Sphiren in der Kodimension 2),
zwischen denen kaum ein Zusammenhang zu bestehen schien, ergeben sich als Spezial-
fille dieser Beispielreihe.

Die vorliegende Arbeit ist eine leicht verinderte Version der Dissertation (B) des
Verfassers. Den Gutachtern der Dissertation Prof. R. Dupa, Prof. N. H. Kviper
und Prof. R. SuLANKE danke ich fiir ihre Hinweise, welche mir bei der Abfassung
dieser Arbeit von grolem Nutzen waren. Aullerdem danke ich Herrn Dr. H. BoTHE,
von dem der Beweis von Hilfssatz 9 stammt.

1. Morse-Funktionen auf Paaren von Mannigfaltigkeiten

Es ist bekannt, daB eine Morse-Funktion auf einer geschlossenen Mannigfaltigkeit
einen bestimmten Aufbau der Mannigfaltigkeit aus Henkeln induziert. Wir wollen
die folgende Verallgemeinerung fiir Paare von Mannigfaltigkeiten zeigen:

Satz 1. Es ses M eine geschlossene Mannigfaltigkert und N eine geschlossene Unter-
mannigfaltigkeit der Kodimension ¢ = 1. Ist f eine Morse-Funktion auf M, deren Ein-
schrinkung auf N ebenfalls exne M orse-Funktion vst, dann besitzt das Komplement evner
(offenen) Tube von N einen Aufbau aus Henkeln, wobei die Anzahl der Henkel gleich der
Anzahl der kritischen Punkte von f und f | N ist. Genauer: Bezeichnet A; die Anzahl der
Henkel vom Index © und Ci(f) (bzw. Ci(f | N)) die Anzahl der kritischen Punkte von f
(bzw. f | N) vom Index 7, so qult

Ay = Ci(f) + Cigni(f | N), 1=0,...,dim M. (1)

Vor dem Beweis stellen wir einige Bezeichnungen und bekannte Tatsachen zusam-
men, die wir benétigen werden. Mit D bezeichnen wir die i-dimensionale Vollkugel.
Es sei W eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand 6W. Man kann an W den
Henkel H; = D* X D™ vom Index ¢ anbringen, indem man iiber eine identifizierende
Einbettung ¢: 81 x D™ — oW die Mannigfaltigkeit W X, H; bildet. Die differen-
zierbare Struktur von W X, H,; ergibt sich durch Glitten der Winkel. Ist % eine reelle
Funktion auf W und [e, b] ein abgeschlossenes Intervall, so daBl k-'[a, b] mit oW
disjunkt ist, sich auf A'(a) und A-'(b) keine kritischen Punkte befinden und die
kritischen Punkte zwischen diesen beiden Niveauflichen nicht ausgeartet sind, dann
entsteht A-1(—oo, b] aus h!(—oo, a] durch Anbringen von Henkeln, wobei die
Anzahl der Henkel vom Index ¢ gleich der Anzahl der kritischen Punkte vom Index 7
ist (vgl. J. MiLNoR [17], Anhang).

Zum Beweis von Satz 1 werden wir eine Funktion % auf dem Komplement W = M
— T einer Tube T' von N angeben, die die folgenden Eigenschaften hat: & ist auf oW
konstant und nimmt dort das Maximum an. Die kritischen Punkte von % sind alle
nicht ausgeartet und liegen im Innern von W. Fiir die Anzahl der kritischen Punkte
vom Index ¢ gilt Ci(h) = Ci(f) + Cii(f | N). Es ist klar, daB damit die Behauptung
des Satzes bewiesen sein wird. Die Funktion A werden wir durch schrittweise Ab-
énderung der Einschrinkung von f auf W gewinnen, was leicht mit Hilfe der von TH.
FriepricH [9] entwickelten Technik durchgefiihrt werden kann. Zunéchst studieren
wir das lokale Verhalten von f in der Umgebung eines kritischen Punktes von f | N,
der kein kritischer Punkt von f sei.

Hilfssatz 1. Es sei p € N ein nicht ausgearbeiteter kritischer Punkt von f| N, der
kein kritischer Punkt von f sev. Es gibt dann in einer gewissen Umgebung U von p Koor-
dinaten z; (t = 1, ...,dim M), so daf N | U durch x, = 0 (x < q) definiert ist und f
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wn U durch
flx) = xg + X ejaf, g = +1,
i>q

gegeben wird.

Beweis. Wir benutzen zunichst ein beliebiges Koordinatensystem, y;, in dem N
lokal durch y, = 0 (x < q) beschrieben wird. Die Einschrinkungen von y;, j > g,
auf N liefern ein lokales Koordinatensystem von N. Da p ein nicht ausgearteter kriti-
scher Punkt von f|N ist, konnen wir eine Koordinatentransformation x; =
% (Yg+1s +++» Ym) (@ < j = m = dim M) durchfiihren, so daB f | N in einer Umgebung
von p durch fp) + 3 T ¢jx} gegeben wird. Wir ergiinzen nun z; (7 > q) zu einem Koordi-

>
natensystem x; (v = 1 .., m), wobei wir z, = f — f(p) — ): &ja} withlen. Dies ist

moglich, weil p kein kritischer Punkt von f ist. Es gibt daher ein « < ¢ mit 6?/’ (p)
4+ 0, woraus -2 (p) #+ 0 folgt. Das neue Koordinatensystem hat die geforderten
Flgenschaften

Wir wollen von nun an stets voraussetzen, daB f auf N keine kritischen Punkte hat.
Dies 1iBt sich leicht durch eine kleine Isotopie von N erreichen, ohne die Anzahlen
der kritischen Punkte von f und f | N zu éndern. Aus technischen Griinden setzen wir
auf M eine Riemannsche Metrik als gegeben voraus. Zu einem gegebenen kleinen
r > 0 haben wir die zugehorige Tubenumgebung 7' von N mit dem Radius . Die
geodatlsche Projektion von T auf N schrinken wir auf 07 = S ein und bezeichnen
sie mit z: § — N. Der folgende Hilfssatz gilt in leicht modifizierter Form fiir alle

Riemannsche Metriken. Der Bequemlichkeit halber begniigen wir uns mit einer speziel-
len angepaften Metrik.

Hilfssatz 2. Es gibt eine Riemannsche Metrik auf M, so dap fiir jede geniigend Fleine
geoditische Tube T von N qilt: Zu jedem kritischen Punkt x von f | N gibt es zwet kriti-
sche Punkte von f | S in n~'(x), wobei der Gradient von f in dem evnen Punkt x, in die
Tube hinein und in dem anderen x_ aus der Tube heraus zeigt. Fiir die Morse-Indizes
qilt

Index , (f|S) = Index ,(f | N) +¢— 1,

Index ,,(f | 8) = Index ,(f | N). . @)

f |8 ist micht ausgeartet in diesen kritischen Punkien und besitzt keine weiteren kriti-
schen Punkte.

Beweis. Wir wihlen auf M eine Metrik, so daB fiir die kritischen Punkte von f | N
Koordinatenumgebungen gewiblt werden konnen, in denen die Metrik euklidisch
ist und f die in Hilfssatz 1 angegebene Gestalt hat. f wird also durch

,f‘_‘xq + X eas, & = *1,

a>q
gegeben, und 8 hat die Gleichung
Z 22 = 2 . .
isq
(r Tubenradius). In einer solchen Umgebung hat f | S genau dann einen kritischen
Punkt, wenn die Gradienten von f und 2 a} — r* linear abhiingig sind, und dies fiihrt

unmittelbar auf die Bedingungen z; = O (1 =|= q) und z, = 4. Um die Morse-Indizes
in den kritischen Punkten z,= (0,. vee, 0) und 2= (0,...,7,...,0) zu
(q) @
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bestimmen, entwickeln wir f | § nach den Potenzen der lokalen Koordinatenz; (¢ & q)
von 8. Dabei ergibt sich

/|S—-eqr—--—- Zx’—}—Ee,x’-{—
a>q

wobei wir g, = —1inz, und €, = 1in x_ einsetzen. Damit ist (2) gezeigt. Wir miissen
noch nachweisen, daB f | S keine weiteren kritischen Punkte besitzt. Dazu betrachten
wir auf 7' die Funktion a(y), welche als die Linge der nach x(y) parallelverschobenen
Projektion von grad, f auf 7T, (N) definiert ist. ¢ ist stetig und auBerhalb der kriti-
schen Punkte von f | N auf N positiv. Andererseits hat f | § keine kritischen Punkte,
wo o positiv ist. Es ist nun klar, daB wir  nur geniigend klein wiihlen miissen, damit
f| 8 keine kritischen Punkte auBerhalb der betrachteten Koordinatenumgebungen
hat.

Wir konnen annehmen, daB alle kritischen Punkte von f auBerhalb von 7' liegen.
Schrinken wir f auf die Mannigfaltigkeit W = M — T ein, dann erhalten wir eine
Funktion g auf W mit den folgenden Eigenschaften: Alle kritischen Punkte von ¢
liegen im Innern von W und sind nicht ausgeartet. Fiir die Anzahl der kritischen
Punkte vom Index ¢ gilt C;(g) = C(f). Die Einschrankung von g auf den Rand oW
ist eine Morse-Funktion. Wir bezeichnen einen kritischen Punkt von ¢ | @W vom
Index 7 als kritischen Punkt vom Index (¢, +), wenn der Gradient von f aus W
heraus zeigt, und als kritischen Punkt vom Index (¢, —), wenn der Gradient von f
nach W hinein zeigt. Die Anzahl der kritischen Punkte vom Index (¢, +) (bzw.
(7, —)) bezeichnen wir mit C; (g) (bzw. C; (g)). Es gilt dann C{ (9) = C;(f| N) und C; (g)
= Ci~+1(f | N). Wir wollen nun von g zu der gewiinschten Funktion %, welche die
oben genannten Eigenschaften haben wird, iibergehen. Fiir die strengen Bewelse der
dabei benutzten Hilfssitze verweisen wir auf Bemerkung 5.

Hilfssatz 3. Ist x ein kritischer Punkt vom Index (i, —), 8o kann man g in einer
beliebig kleinen Umgebung von x so abindern, daB g stott x zwet kritische Punkte mit
den Indizes © und (%, +) erhilt.

Um sich Hilfssatz 3 plausibel zu machen, denke man sich W in einen euklidischen
Raum mit g als Hohenfunktion eingebettet und biege dann W in einer Umgebung
von z nach oben um.

Durch mehrmalige Anwendung von Hilfssatz 3 beseitigen wir alle kritischen Punkte
von g mit eintretendem Gradienten und erhalten eine Funktion g, mit C;(g,) = C;(g)
+ Ci(g)-

Hilfssatz 4. Eine Funkiion auf W, die auf OW nur kritische Punkte vom Index
(%, +) (¢ = 0) besitzt, kann auf einem beliebig kleinen Kragen von dW so abgeindert
werden, dap sie keine neuen kritischen Punkte erhilt und auf oW konstant thr Maximum
annimmd.

Hilfssatz 4 wird plausibel, wenn man wie oben eine Einbettung von W mit g als
Hohenfunktion betrachtet und den Rand dW auf ein konstantes Niveau nach oben
zieht. Wenn wir ¢, gemé 8 Hilfssatz 4 abindern, erhalten wir die Funktion % mit den
gewiinschten Eigenschaften.

Das Anbringen eines Henkels vom Typ 7ist bis auf Homotopieiiquivalenz gleichwertig
mit dem Anheften einer ¢-dimensionalen Zelle ¢; vermoge einer Abbildung des Randes
oe;. Somit ergibt sich

Folgerung 1. Ist f exne Morse-Funktion auf M, deren Einschrinkung auf die Unter-
nwnmgfaltwlceu N der Kodimension q ebenfalls esne Morse-Funkiion st, so tst M — N

walent zu einem CW-Komplex, wober die Anzahl der i-dimensionalen
Zellen des Komplex gleich Cy(f) + Ci—t1(f | N) 1st.
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Aus dieser Folgerung ergeben sich auf die iibliche Weise Relationen zwischen den
Anzahlen der kritischen Punkte und den Bettischen Zahlen §;(M — N) (beziiglich
cines beliebigen Koeffizientenkorpers, vgl. J. MiLNor [17], M. M. PosTNIKOV [21]):

Ci(f) + Ciegn(f | N) = Bi(M — N), 3)
5 (— 11 (Of) + Cpnlf | N) — (M — ) 20, @)
2

2(M — N) =,§ (=18 (CH) + Cignlf | N)). (8)

Bemerkung 1. Im wesentlichen kommt es auf die Relation (4) an. (3) erhdlt man
durch Addition zweier Ungleichungen von (4), und (5) ist nichts weiter als die einfache
Beziehung y(M — N) = x(M) + (—1)9 y(N) zwischen den Eulerschen Charakteri-
stiken von M, N und M — N, welche auch leicht direkt bewiesen werden kann:
Aus der Additivitdit von y folgt x(M) = x(T) + x(M — T) — x(@T) = x(N)
+ x (M — N) — x(@T). T ist ein (g — 1)-Sphirenbiindel iiber N, und daraus
folgt 7(0T) = 2(N) - 2(S1) = (1 + (— 1)) z(N).

Bemerkung 2. Folgerung 1 kann man auch unter Vermeidung der Hilfssitze 3 und 4
erhalten, indem man Sitze von A. JANKowskI und R. RuBiNszTEIN [12] direkt auf
die Funktion g anwendet.

Wir konnen die Aussage von Satz 1 noch etwas verstarken, indem wir die obersten
kritischen Punkte der Funktionen g und g | @2W gegeneinander reduzieren:

Hilfssatz 5. Es sei p ein kritischer Punkt von g vom Index m (m = dim M) und q ein
kritischer Punkt vom Index (m — 1, —). Dann kann man g in einer beliebig kleinen
zusammenhingenden Umgebung von p und q so abindern, daf g statt p und q einen
kritischen Punkt vom Index (m — 1, +) bekommd.

Hilfssatz 5 wird plausibel, wenn man sich W wie oben eingebettet denkt und dann W
bei ¢ in Richtung von p iiber p hinaus in sich zuriickschiebt.

Nach Konstruktion von g sind kritische Punkte vom Index m und (m — 1, —) wirk-
lich vorhanden, und wir kénnen Hilfssatz 5 anwenden. Damit ergibt sich

Satz 2. Unter den Voraussetzungen von Satz 1 besitzt M — T einen Henkelaufbau,
wobe fiir die Anzahl A; der Henkel vom Typ © gult:

A, = Cf) + Ciguf 1 ), i=0,.,m—2,
Ap-y = Cpa(f) + Cu(fIN) —1  (n = dim N), (8)
Ap = Cp(f) — 1 (m=d1mM)

Folgerung 2. Unter den Voraussetzungen von Satz 1 ist M — N homotopieiquivalent
zu etnem CW-Komplex, dessen Zellenanzahlen A; durch die Relationen (6) gegeben
werden.

(Natiirlich kénnen auch die Morse-Relationen (4), (5), (6) entsprechend geiindert
werden.) '

*

Bemerkung 3. Satz 2 ist tatsichlich stirker als Satz 1. Wir konnen némlich aus
dem Henkelaufbau von Satz 2 den von Satz 1 herstellen, indem wir zwei Henkel
vom Typ m und m — 1 anbringen, ohne den Diffeomorphietyp von M — T zu éndern.
In gewissem Sinne dual zu Satz 1 ist der folgende
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Satz 3. Unter den Voraussetzungen von Satz 1 kann man M aus einer (abgeschlossenen)
Tube von N durch Anbringen von Henkeln erhalten, wober die Anzahl der Henkel vom
Typ < gerade Cy(f) + Ci-1(f | N) betrigt.

Der Beweis kann analog zum Beweis von Satz 1 gefiihrt werden. Wir gehen wie oben
von f zu der Funktion g auf W = M — T iiber. Dann beseitigen wir die kritischen
Punkte von g | 9W mit austretendem Gradienten. Dabei benutzen wir

Hilfssatz 6. Ist p ein Eritischer Punkt vom Index (i, +), dann kann man g in einer
Umgebung von p so abiindern, daf man statt p zwet kritische Punkte vom Index 7 + 1
und (1, —) erhdilt.

Anschliefend machen wir die Funktion konstant und minimal auf éW unter Benut-
zung von

Hilfssatz 7. Ist eine Funktion auf W gegeben, die auf oW nur kritische Punkte mit
eintretendem Gradienten hat, so kann man die Funktion auf einem Kragen von oW
80 abindern, daf sie keine meuen kritischen Punkte erhilt und auf oW konstant das
Minimum annimmdt.

Damit iibersehen wir, wie sich M — 7T aus einem Kragen von éW durch Anbringen
von Henkeln aufbauen liit. Wenn wir in M — T die Tube wieder einkleben, erhalten
wir die Behauptung von Satz 3.

Folgerung 3. Unter den Voraussetzungen von Satz 1 ist M homotopieiquivalent zu
einem Raum, den man aus N durch Anheften von Zellen erhiilt, wobei die Anzahl der
1-dimensionalen Zellen gerade Ci(f) + Ci-,(f | N) betrgt.

Es folgen hieraus ebenfalls Relationen zwischen den Anzahlen der kritischen Punkte
und den Bettischen Zahlen g;(M, N) = dimy H;(M, N; K) beziiglich eines beliebigen
Koeffizientenkorpers K :

0((/) + C(—l(/ | N) g ﬂi(M’ N)’ . (7)
’g (=) (Cf) + Cpa(f | N) — M, N)) = 0, (8)
2, W) = 5 (=10 (O + Opaf | ) (9)

Bemerkung 4. (7) Lipt sich aus (8) herleiten, und (9) liefert nur die bekannte Gleichung
2(M) — x(N) = x(M, N). Auflerdem bemerken wnr, daf (7) eine Folgerung von (3)
18t, wenn M als orientierbar (iiber K zumindest) vorausgesetzt wird. Man kann dann
néimlich in (3) die Funktion —f einsetzen und den Lefschetzschen Dualitiitssatz auf das
Paar (M, N) anwenden.

Wir kénnen auch hier die Aussage noch etwas verstirken und einen Henkelaufbau
von M aus T mit den Henkelanzahlen

4o = Co(f) — 1,
4, =Cy(f) — Co(f I N) — 1,
4;=0C(f) —Cu(fIN), >1,
bekommen, indem wir den folgenden Hilfssatz anwenden:

Hilfssatz 8. Es sei p evn kritischer Punkt der Funktion g vom Index 0 und q ein kritr-
scher Punkt vom Index (0, +), dann kann man g in etner zusammenhiingenden Umge-
bung von. p und g so abindern, daf g statt p und q einen kritischen Punkt vom Index
(0, —) bekommd.
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Bemerkung 5. Die vollstindigen Beweise von Hilfssatz 6 und Hilfssatz 7 findet
man bei Tu. FriepricH [9] (Hilfssatz 1 und Hilfssatz 2). Die zum Beweis von Hilfs-
satz 8 erforderliche Konstruktion ist dort ebenfalls durchgefiihrt (zweiter Teil des
Beweises von Hilfssatz 3). Die Hilfssitze 3, 4 und b ergeben sich aus den Hilfssitzen 6,
7 und 8, indem man dort das Vorzeichen der betrachteten Funktion umkehrt.

2. Invarianten zyklischer Uberlagerungen

Es sei X ein endlicher zusammenhingender CW-Komplex. Zwischen der Anzahl der
i-dimensionalen Zellen 4; und der i-ten Bettischen Zahl 8; besteht bekanntlich die
Ungleichung

A; = Bi.

Da diese Ungleichung fiir unsere Zwecke nicht ausreicht, wollen wir unter Benutzung
feinerer topologischer Invarianten diese Abschitzungen der Zellenanzahlen verbes-
sern. Ist beispielsweise p die minimale Anzahl von Erzeugenden der Fundamental-
gruppe von X, so gilt

A=e (10

Dies folgt leicht daraus, wie man die Fundamentalgruppe von X aus dem 2-Skelett
herechnen kann: Man kontrahiere einen maximalen Baum B des 1-Skelett X! auf
eine 0-Zelle z,. Die restlichen 1-Zellen in X — B liefern ein Erzeugendensystem von
1,(X, %), denn wir haben die Isomorphien =,(X, %) = m,(X?, 2) = m,(X?, o)/ R,
wobei R fiir gewisse von den 2-Zellen induzierte Relationen steht, und es gilt 7, (X?, o)
= 7,(X'/B). X/B ist ein Bukett von Kreisen, wobei jeder Kreis jeweils einer 1-Zelle
von X! — B entspricht. .

Um dhnliche Abschitzungen fiir die Anzahlen der hoherdimensionalen Zellen zu
erhalten, werden wir zyklische Uberlagerungen von X betrachten. Dazu setzen wir
voraus, daB ein surjektiver Homomorphismus y: m,(X) - Z der Fundamental-
gruppe von X auf die Gruppe der ganzen Zahlen gegeben sei. (Wir werden in der
Regel den Basispunkt der Fundamentalgruppe weglassen.) Es sei p: Y — X die
zugehorige Uberlagerung mit pyn,(Y) = Ker y, auf der Z als Gruppe von Deck-
transformationen wirkt. Mit xz bezeichnen wir eine der beiden erzeugenden Deck-
transformationen und mit I' = K[, x-1] den Hauptidealring der Laurent-Polynome
in z mit Koeffizienten in einem Kérper K. Vermoge der Wirkung von x auf den
Homologiegruppen von Y konnen wir H(Y; K) als Modul iiber I" auffassen. Man
sieht leicht, daB H,;(Y; K) iiber I" endlich erzeugt ist (vgl. den Beweis von Satz 4).
Mit ,(X) bezeichnen wir die minimale Anzahl von Erzeugenden des I-Moduls
H(Y; K). (Wir setzen g; = 0, wenn H(Y ; K) trivial ist.)

Satz 4. Es sei X ein endlicher zusammenhingender CW-Komplex, der einen surjektiven
Homomorphismus y: myX — Z besitzt. Fiir die Anzahlen der i-dimensionalen Zellen
von X gelten die Ungleichungen

4, = (X)) + 1. (12)

Beweis. Wir kénnen die Zellen von X auf Y liften und ¥ zum CW-Komplex machen.
Es sei Cy(Y ; K) der formale Kettenkomplex von ¥ mit Koeffizienten in K. Wir haben
eine natiirliche I'“-Wirkung auf C;(Y; K). Der entsprechend definierte I-Modul ist
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frei iiber I"und von der Dimension 4;. Man erhilt namlich eine Basis, wenn man iiber
jeder i-Zelle von X eine 1-Zelle von Y wiihlt. Z,(Y ; K) sei der Untermodul der Zyklen
von C,(Y; K). Da I' ein Hauptidealring ist, gilt fiir die minimalen Erzeugendenzahlen
o(Z(Y; K)) < ¢Ci(Y; K). AuBerdemgilt o(H (Y ; K)) < o(Zi(Y; K)), da Hy(Y; K)
ein Faktormodul von Z,(Y; K) ist. Damit ist (11) gezeigt. Um (12) zu beweisen,
fixieren wir eine 0-Zelle x, € X und Erzeugende u,, ..., %, von z,(X, x,) der mini-
malen Anzahl g. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir y(u,) = 1 und
y(u;) = 0 fiir ¢ < g voraussetzen. Indem wir nidmlich gegebenenfalls zu den inversen
Elementen iibergehen und die Reihenfolge abiindern, kénnen wir zunéchst

0= y(u) = =yu) (13)
voraussetzen. Gilt y(u,-,) > 0, dann ersetzen wir u, durch %,u,", und stellen die
Reihenfolge wie in (13) wieder her. Fahren wir in dieser Weise fort, so erhalten wir
p(u;) = 0 fiir 7 < g, und es muB dann y(u,) = 1 gelten, da y surjektiv ist. Es sei
nun % € Ker y beliebig. Wir konnen u in der Gestalt

u=ui' - ui (14)

schreiben. Wegen y(u) = 0 kommen u, und u;" in gleicher Anzahl vor. Wir kénnen
daher das Produkt (14) in Faktoren der Gestalt ukuu;* mit 0 <7 <o undpu € Z
zerlegen. Diese Elemente erzeugen also Ker y. Es sei nun a: 7,(Y, yo) — H,(Y) der
kanonische Homomorphismus, der 7,(Y, y,) abelsch macht. (y, sei eine 0-Zelle von Y

iiber 2y.) Die Wirkung der Decktransformation z auf H,(Y) laBt sich dann durch
za(u) = a - (wuu,*)

beschreiben. (Hier identifizieren wir Kery mit z,(Y, 9,).) Die Elemente a(;),
1=1,...,0 — 1, bildenalso ein Erzeugendensystem des I'-Moduls H,(Y ; K) = H,(Y)
® K. Daraus folgt fiir die minimale Erzeugendenzahl ¢ = gz,(X) der Fundamental-
gruppe von X die Ungleichung ¢ = ¢, + 1, und aus (10) folgt daher die Behauptung.

Bemerkung 6. Die Ungleichung (12) ist zwar nicht schérfer als (10), aber g,(X) 1aBt
sich im allgemeinen leichter berechnen als gz,(X). Wir weisen noch darauf hin, daB
wir etwas mehr als (12) gezeigt haben. Es gilt sogar 4, = oH,(Y) + 1, wobei wir
H,(Y) als Modul iiber dem Gruppenring von Z auffassen und ¢ wie oben die minimale
Erzeugendenzahl bezeichnet.

Wir geben nun Beispiele fiir X an, in denen man gute Informationen iiber die ¢;
hat:

Beispiel 1. Faserungen iiber S'. Es sei n: X — S! eine lokal triviale Faserung iiber
S, Wir kénnen dann X in der Gestalt F X [0, 1]/ ~ mit der Identifikation (f, 0)
~ (h(f), 1) schreiben, wobei h: F — F ein Autohomdomorphismus der Faser F ist,
die als zusammenhingend vorausgesetzt sei. Dann ist 7y : 7 X — 7,8 surjektiv.
Die Invarianten g;(X) sind also wohldefiniert. (Wir setzen voraus, daf X zu einem
endlichen CW-Komplex homotopieiquivalent ist.) Die Uberlagerung Y ist hier durch
F xR gegeben und die Decktransformation durch z(f, £) = (h(f), t 4 1). Wir kénnen
also H\(Y; K) = H,(F; K) setzen und die Wirkung von z durch &,: Hy(F; K)
— H(F; K) beschreiben. Ist eine Vektorbasis von H,(F; K) gegeben und 4; die
Matrix von k,, so erhalten wir als Erzeugenden-Relationenmatrix des I-Moduls
H{(Y; K) gerade A; — « - E. Aus dieser Matrix konnen wir g; als Anzahl der Ele-
mentarteiler bestimmen.

Beispiel 2. Knotenaupenriume. Es sei N eine geschlossene orientierbare n-dimen-
sionale Untermannigfaltigkeit der Sphire S*? und X = §*2 — N ihr Komplement.
Wir wiihlen eine Orientierung von N und definieren den Homomorphismus y:
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7,(X) — Z durch die Verschlingungszahlen der Wege mit N. Die zugehorige zykli-
sche Uberlagerung bezeichnen wir wieder mit p: ¥ — X. Da X den Homotopietyp
eines endlichen CW-Komplex hat (vgl. z. B. Abschnitt 1 dieser Arbeit) sind die
Invarianten py(X) wohldefiniert. Ist N — S™? die zusammenhingende Summe
zweier Untermannigfaltigkeiten N, und N,, so gilt fiir die zugehérigen I'-Moduln

H(Y; K) = H(Y,; K) @ H(Y,; K), (15)

wobei Y, (bzw. ¥,) die zu X, = S"*2 — N, (bzw. X, = S"t? — N;)gehorende zykli-
sche Uberlagerung ist. (Vgl. J. LEVINE [15]. Dort ist diese Beziehung etwas spezieller
formuliert. Der Beweis lifit sich jedoch ungedndert iibertragen, um die allgemeinere
Form zu erhalten.) Die Struktur der I-Moduln H(Y ; K) wurde von J. LEVINE [15]
fiir den Fall, daB N eine topologische n-Sphire und K der Kérper der rationalen
Zahlen ist, untersucht. Unter anderem zeigte er, daB Hy+,)(Y ; @) nicht trivial ist,
wenn N eine exotische Sphire der Dimension n = 4k + 1 ist. Es gilt also in diesem
Fall

02+ > 0. (16)

Beispiel 3. Umgebungsrinder komplexer Singularititen. Es sei f(z, ..., %) ein kom-
plexes Polynom in k + 1 Verénderlichen und po = (2}, ..., 2) ein isolierter kritischer
Punkt von f. Die Gleichung f = 0 definiert eine komplexe Hyperfliche H, und die
Gleichung

k
L= =r

definiert eine reelle Hypersphire S mit dem Radius r und dem Mittelpunkt p,. Fiir
geniigend kleines r > 0 ist der Durchschnitt N = H n § eine reelle orientierbare
Untermannigfaltigkeit in S von der Kodimension 2. Nach J. ML~or [18] besitzt
X =8 — N eine lokal triviale Faserung iiber S, welche durch ¢(p) = f(p)/|f(p)
definiert wird. Dabei ist der Fasertyp homotopieiquivalent zu einem Bukett von
k-Sphiren, wobei die Anzahl dieser Sphiren mindestens gleich 1 ist. Die Invarianten
0; sind also wohldefiniert, und es gilt

=0 fir =1, i+k,

o=+ 0.

Bemerkung 7. Es ist egal, ob wir hier den Homomorphismus y nach Beispiel 1 oder
Beispiel 2 definieren. Aus der Lage der Fasern ¢~1(s), 8 € 82, in 8, die bei J. MILNOR
[18] beschrieben wird, ergibt sich leicht, daB die beiden Definitionen hier zusammen-
fallen. Dies kann man auch folgendermaBen einsehen: Es sei X ein endlicher CW-
Komplex mit Hy(X) ~ Z. Da H,(X) durch Abelschmachen von z,(X) entsteht, kann
jeder Homomorphismus y: 7, X — Z iiber die kanonische Abbildung a: 7, X — H,(X)
faktorisiert werden. Ist y surjektiv, so hingt y also nur von der Auswahl eines Erzeu-
genden von H,(X) ~ Z ab, die aber unwichtig fiir den Isomorphietyp des I"-Homo-
logiemoduls der Uberlagerung Y ist. Die Zahlen g;(X) sind also wohldefinierte topo-
logische Invarianten des CW-Komplex X, wenn H,(X) ~ Z gilt. Dies ist aber in
Beispiel 2 der Fall (Alexander-Dualitét zwischen H,(X) und H*N) ~ Z).

(17)

3. Anwendungen auf Untermannigfaltigkeiten der Kodimension 2

Es sei N eine geschlossene n-dimensionale Mannigfaltigkeit und f eine Morse-Funktion
auf N. Mit C(f) = 3 C(f) bezeichnen wir die totale Anzahl der kritischen Punkte
i20

von der Funktion 'f Das Minimum aller C(f), wobei f alle Morse-Funktionen von N
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durchliuft, heiBt die Morse-Zahl u(N), und eine Funktion mit C(f) = u(N) nennen wir
minimale Morse-Funktion von N. Wir nehmen nun an, daB N in die Sphiire S"+2
eingebettet sei. Wir definieren dann y(N) als das Minimum aller Zahlen C(f | N),
wobei f alle minimalen Morse-Funktionen von S**2 durchliuft und f| N ebenfalls
eine Morse-Funktion ist. Es ist klar, daB y(N) invariant gegeniiber Diffeomorphismen
von S*+2 ist. AuBlerdem gilt stets

7(N) 2 p(N). (18)

Die Differenz zwischen diesen beiden Zahlen kann man vielleicht als ein gewisses Mal}
fiir die Kompliziertheit der Einbettung ansehen. Es gilt namlich

Satz B. Ist N in S**2 kompressibel, d. h., gibt es einen Diffeomorphismus von §"%, der
N in die Aquatorhypersphiire iiberfiihrt, so gilt y(N) = u(N).

Beweis. Wir nehmen 0.B.d.A. an, daB N bereits in der Aquatorhypersphiire liege.
Es sei g eine minimale Morse-Funktion von N, deren Werte zwischen 0 und 1 liegen,
und & die Standardhéhenfunktion von §™2 (b = xy+,, wenn S"+2 die durchaf + ---
+ 23, , definierte Hypersphiire in R™*3 ist). Wir verschieben danndie Punkte z € N
lings der GroBkreise in Richtung Nordpol um den Abstand g(x). Wir erhalten so eine
zu N isotope Mannigfaltigkeit N’ mit der Morse-Funktion A | N’, fiir die C(k | N')
= p(N) gilt.

Satz 6. Es set N eine geschlossene zusammenhiingende n-dimensionale Untermannig-
faltigkeit der Sphiire S™2, o die minimale Erzeugendenzahl der Fundamentalgruppe des
Komplementes von N und n = 2. Dann gilt

y(N) = u(N) + 4(e — 1). _ (19)

(Wir bemerken, daB (19) nicht schwiicher als (18) ist, da wegen H,(S*2 — N; Z,) = Z,
stets o = 1 gilt.)

Beweis. y(N) wird durch die totale Anzahl kritischer Punkte C(f | N) der Einschrén-
kung einer gewissen Funktion f auf $2 geliefert. Die einzigen kritischen Punkte von f
selbst sind Minimum und Maximum. Nach Folgerung 3 ist X = §*2 — N homo-
topiedquivalent zu einem CW-Komplex mit Cy(f | N) 1-Zellen. Wegen (10) folgt
daraus Cy(f| N) = o. AuBerdem gilt C,(f| N) = Co(—f | N) = 0. Nach M. MoRsE
[19] kann man f | N durch paarweises Reduzieren kritischer Punkte vom Index 0
und 1bzw.n — 1und n durch eine Funktion & mit C(k) = C(f | N) — 2(Co(f | N) — 1)
- 2&0..(/ | N) — 1) ersetzen. Daraus folgt y(N) = C(f | N) = C(h) + 4(¢ — 1) = u(N)
+ 4(0 — 1).

Im Fall » = 1 kénnen wir diese Reduktion der extremalen kritischen Punkte nicht
durchfiihren. Der Rest des Beweises bleibt richtig und liefert

?(N) 2 2 (20)
fiir Knoten N — S8,

Satz 7. Es sei N eine n-dimensionale geschlossene Untermannigfalligkeit von S™*.
Das Komplement S*2 — N 1st homotopieiiquivalent zu einem CW-Komplex, dessen
Zellenanzahl gleich y(N) wst.

Beweis. Wir wenden auf die Funktion f aus dem Beweis von Satz 6 die Folgerung 2
an. Dann erhalten wir einen zu §*2 — N homotopieiquivalenten CW-Komplex, fiir
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dessen Zellenanzahlen 4; gilt:
4y=1,
A; = Ciy(fI N), 1= 1,...,m,
Apny = Culf | N) — 1,

A =0, j=n+2.

@1

Die Addition dieser Ungleichungen liefert gerade die Behauptung.

Folgerung 4. Ist N eine n-dimensionale geschlossene Untermannigfaltigheit von S"+2
mit y(N) = 2, so ist N homébomorph zu S* und 8"+2 — N homotopreiquivalent zu S*.

Beweis. Aus y(N) = u(N) folgt y(N) = 2, daher ist N homéomorph zu S". Wegen
7(N) = 2 ist das Komplement von N homotopiedquivalent zu einem CW-Komplex,
der nur aus zwei Zellen besteht. Wenn man die Nichttrivialitdt der ersten Homologie-
gruppe von S"+2 — N beachtet (oder (21) anwendet), dann sieht man, dafl es sich um
eine 0- und eine 1-Zelle handelt.

Bemerkung 6. Nach einem Satz von J. Starrings [23] folgt aus der Homotopie-
dquivalenz 8"t2 — N ~ 81, dal} die n-Sphire N sogar unverknotet eingebettet ist,
wobei jedoch n > 2 vorauszusetzen ist. Fiir » = 1 folgt dies aus dem Dehnschen
Lemma, und fiir » = 2 gilt die Unverknotetheit sogar unter schwiicheren Vorauset-
zungen (vgl. Bemerkung 8).

Satz 8. Es ser N eine differenzierbar vn S"+2 eingebettete topologische n-Sphiire. Grlt fiir
wenigstens eine der tn Beispiel 2 definverten Imvarvanten p; (0 <t < n + 2) dve Un-
gleichung o; = k, dann geniigt y(N) der Ungleichung

y(N) = 2(1 + k). (22)

Beweis. Wir verwenden die Bezeichnungen des Beweises von Satz 7 und setzen der
Kiirze halber Ci(f | N) = ¢;. Es gilt dann

=0+ 1, cq%@qﬂ ¢=1,...,n), Cn = Qn+1 + 1.
Da wir (21) auch auf —f anwenden kénnen, gilt auBerdem

th=0 + 1, cn—qggqﬂ @=1,...,n), Co = 0nt1 + 1.
Wir haben einige Fille zu unterscheiden:
1- 0 g k Oder On+1 g k.
Die Behauptung folgt dann aus y(N) = ¢y + cp.
2.Esgibteing; = kmit 1 <7 <n+4 1.
a) Gilt + — 1 &= n — (¢ — 1), so folgt die Behauptung aus

Y(N) = ¢ + n + Ci-1 + Ca(i-1)-

b) Gilt 2 — 1 =n — (+ — 1) und ist + — 1 ungerade, &nn wenden wir dielMérse-
Gleichung von N an: 3 ¢z; — ) ¢30+1 = 2 und erhalten

q q
‘}'(N)gci—1+262q2k+k+2.

¢)Gilt 7 — 1 =n — (¢ — 1) und ist + — 1 gerade, so konnen wir ¢ = 3 voraussetzen
und die Morse-Ungleichung ¢; — ¢;-; + ¢;» =0 von N anwenden. Es gilt also
¢ + ¢i+ = k und daher

Y(N) = ¢ + ¢i + Ciz2 + € + €x = 2(1 + k).
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Folgerung 5. Ist N eine differenzierbar eingebeitele topologische n-Sphiire in S*2 und
18t evne der Invarianten g; (0 < © < n + 1) positiv, so qult fiir die k-fache zusammen-
hingende Knotensumme von N

YO 2 3 N) Z 21+ ). | (23)

Beweis. Folgerung 5 ergibt sich unmittelbar aus Satz 8, wenn man die additive
Eigenschaft (16) der entsprechenden I-Moduln beachtet.

Folgerung 6. Ist N eine exotische n-Sphire 1n S™?* mit n = 4i 4 3, so qilt fiir die
k-fache zusammenhingende Summe von N

(N 3 H# N) = 2(1 + k).

Beweis. Nach J. LEVINE [15] ist fiir eine exotische n-Sphire N — S"+2mitn = 47 4-3
der zugehorige Homologiemodul der zyklischen Uberlagerung des KnotenauBen-
raumes in der Dimension 27 + 2 (zumindest iiber rationalen Koeffizienten) nicht
trivial. Es gilt also g;;43 > 0, und die Behauptung folgt direkt aus Folgerung 5.

Wir wollen nun einige Beispiele angeben, fiir die in (23) die Gleichheit eintritt. Dazu
benétigen wir das Verhalten von y beziiglich der zusammenhingenden Summe von
Untermannigfaltigkeiten. Fiir die Morse-Zahl u(N, 3 N,) der zusammenhidngenden
Summe zweier Mannigfaltigkeiten gilt bekanntlich

B#(Ny 3 Np) = u(N,) + p(Ng) — 2.

Dies zeigt man, indem man die Vollkugel D" diffeomorph auf die Umgebung eines
Minimums (bzw. eines Maximums) einer Morse-Funktion f von N, (bzw. N,) einbettet
und durch Verheftung von N; — Int D" und N3 — Int D* auf dem Rand eine geeignete
Morse-Funktion auf N; 3 N, induziert. Fiir die zusammenhéngende Summe zweier
Untermannigfaltigkeiten kann man ganz dhnlich vorgehen, um

y(Ny) + p(Ng) = p(N, 3 Ng) + 2 (24)

zu erhalten. Dazu betrachten wir eine Einbettung von D"+2 in S*2 und eine minimale
Morse-Funktion auf S"t?, die auf N, eine Morse-Funktion mit C(f| N,) = y(N,)
induziert. Mit z;, ..., 443 bezeichnen wir die Standardkoordinaten von D™2,

Durch eine geeignete Isotopie von N; kénnen wir erreichen, da8 f | N, das Minimum
im Nullpunkt 0 € D™2 annimmt, ohne dabei C(f | N,) zu éndern. (Nimmt f | N, in
y € N, das Minimum an, so verschiebe man y lings einer Integralkurve von grad (f)
in den Nullpunkt 0 € D*? und setze diese Verschiebung geeignet auf eine kleine
Umgebung von y fort.) Nach einer eventuell notwendigen Verkleinerung von D"+2
kénnen wir voraussetzen, daB O der einzige kritische Punkt von f| N, in D™+ ist.
Durch eine geeignete Isotgpie von N, lings der Niveauhyperflichen von f erreichen
wir, daB N; n D*? durch %y4; = 0, 2443 = O beschrieben wird. Damit erhalten wir
nichtnegative Morse-Funktion f, auf S$"+%, deren Einschrénkung auf N, ebenfa.lls

Morse-Funktion ist und fiir die C(f,) = 2, C(f; | N;) = p(&V,;) und f(z) = f‘: 2} auf

D2 gilt, Auf (S*+2, N,) withlen wir eine Funktion f; mit den gleichen Eigenschaften.
Nach Herausschneiden von D*2 und geeignetem Verheften induzieren f, und 1 — f,
eine Funktion f auf (8%, N, 3t N,) mit C(f | Ny 3 N;) = (N,) 4+ p(Np) — 2.

Beispiel 4. Wir spezialisieren Beispiel 3, indem wir das Polynom f(z) = 28 4 22 4 ---
+ 23 withlen. Der zugshérige Umgebungsrand W*-1(d) — §**+! wird gewohnlich
Brieskornsche Mannigfaltigkest genannt und ist fiir = 1,3,..., d = 3,5, ... eine
topologische Sphiire (vgl. F. HirzeprUcCH, K. H. MAYER [10], 8. 78). Nach D. Ferus [5],
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Anhang, Satz 6, gibt es eine Morse-Funktion % auf S**+1, deren Einschriinkun,
auf W2*-1(d) ebenfalls Morse-Funktion ist und fiir die C(k) = 2 und C’(h | Win-1(d)
= 4 gilt. Nach Beispiel 3 gilt g, < 0 und folglich ¥( W”‘—‘(d)) = 4. Fiir die k-fache
zusammenhingende Summe von W2*-1(d) erhalten wir nach Folgerung 5 und (24)
y(We-1(d) # - # W21(d)) = 2(1 + k) fiirn =1,3,...,d =3,5,..., k= 1,2,...

ir bemerken noch, daB keine zwei dieser eingebetteten topologischen Sphiren auf
die gleiche Weise verknotet sind. Dies ergibt sich leicht aus der Form der entsprechen-
den I'-Moduln (vgl. J. MiLNoOR [16], Theorem 9.1).

4. Anwendung auf die totale Absolutkrimmung

Es sei N eine geschlossene Untermannigfaltigkeit des euklidischen Raumes E¥.
Durch Parallelverschiebung der Einheitsnormalenvektoren von N in einen festen
Punkt definiert man die Abbildung s: 8t (N) — S¥-1 des Normalsphiirenbiindels von
N in die Einheitshypersphire. Es sei w eine rotationsinvariante (N — 1)-Form auf
8¥-1, die durch die Bedingung f @ = 1 normiert sei. Die totale Absolutkriimmung
von N ist dann durch §N-1

©(N) = [ |s*o| (26)
sim

definiert. Fithren wir die Integration auf der Sphire aus, dann erhalten wir

T(N) = f v(e) w. (26)
sN—l
Hier ist »(e) die Anzahl der Urbilder von e € S¥-1 beziiglich der Abbildung s (vgl.
z. B. R. SULANKE, P. WINTGEN [24], Folgerung III.2.2). Ist e ein regulirer Wert
von 8, d. h., ist s in allen Urbildern von e regulir, dann ist die Einschrinkung %, der
Hohenfunktion (e, -) auf N eine Morse-Funktion, und »(e) ist gerade die Anzahl C(h,)
der kritischen Punkte von k,. Daraus folgt

©(N) = [ Clhe) w. 27

§n-1

Im folgenden wollen wir stets diese Definition der totalen Absolutkriimmung benut-

zen. Aus (27) folgen unmittelbar die bekannten Ungleichungen von 8. S. CHERN und
R. K. LasHor,

©(N) = u() =2 X Bi(N). (28)

Dieses Ergebnis wollen wir unter Beriicksichtigung des Isotopietyps von N verschir-
fen. Fiir den Rest der Arbeit wollen wir voraussetzen, daB N mit der Kodimension 2
in E*2 eingebettet sei. Da wir N gleichzeitig als Untermannigfaltigkeit der (n + 2)-
Sphiire ansehen wollen, werden wir mitunter E*+2 stillschweigend durch Hinzunahme
eines Punktes oo schlieBen. Es sei 7,,¢(N) als das Infimum aller totalen Absolut-
kriimmungen der zu N isotopen Untermannigfaltigkeiten definiert.

Satz 9. Es set N eine n-dimensionale geschlossene Untermannigfaltigkeit von E™+2.
Dann gilt

. Tit(N) = p(N). ‘
Beweis. Wir zeigen zuerst 7(N) = y(N). Wir wihlen einen Einheitsvektor e, so daB
die zugehorige Hohenfunktion (e, -) eine Morse-Funktion A, auf N induziert und
C(h,) < ©(N) gilt. Dies ist moglich wegen (27). Es sei g eine Morse-Funktion auf §*+2
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mit nur zwei kritischen Punkten, und ¢: U — R**2 sei eine surjektive Koordinaten-
abbildung von 8"2, so daB die Kartenumgebung U keinen kritischen Punkt von
g enthdlt und g auf U mit der ersten Koordinate z, von R"+2 iibereinstimmt.
Durch Einfiihrung linearer Koordinaten in E"+? identifizieren wir £"+2 mit R*+2,
Dabei soll die Hohenfunktion (e, -) mit z, iibereinstimmen. Auf diese Weise er-
halten wir mit ¢~-!(N) eine Untermannigfaltigkeit N’ in S*2 mit C(g | N') = C(k.)
= y(N’). Wir konnen o. B. d. A. annehmen, da N — E"? U {oc] und N’ isotop
sind, da N und N’ beide als Bild von N < E™2 durch Einbettungen von E®™*2in
S87+2 induziert werden und solche Einbettungen (bis auf eine Spiegelung) stets isotop
sind (vgl. z. B. TH. BROckER, K. JANIcH [3]). Damit ergibt sich 7(N) = y(N')
= y(N). Wir haben nun noch zu zeigen, dafl es zu jedem & > 0 eine zu N isotope
Untermannigfaltigkeit M gibt, fiir die 1(M) < y(N) + & gilt. Dazu wahlen wir eine
Morse-Funktion kb auf 8*2, deren Einschrinkung auf N ebenfalls Morse-Funktion
ist mit C(h) = 2und O(h | N) = y(N). AuBerdem sollen die beiden kritischen Punkte
von h nicht auf N liegen. Es sei J eine maximale Integralkurve des Gradienten-
feldes von A und J = J u {z-, 24} ihre AbschlieBung. Ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit konnen wir voraussetzen, dafl J sich nicht mit N schneidet. (Wenn
notig, wird N etwas in der C;-Topologie verschoben.) Wenn wir jedem Punkt x € §"+2
— {2-, 24} den Wert k(x) und den Schnittpunkt der Integralkurve von grad(k) durch x
mit einer festen Niveauhyperfliche von k zuordnen, dann erhalten wir eine Diffeo-
morphie
St — (2., z4) & S™LX [h(z-), h(z:)] &~ B X 8"+,

Die Einschrinkung auf 8*2 — J liefert eine Diffeomorphie y: S"+2 — J — R x R*1
= E™2, Nach Konstruktion ist y(XN) isotop zu N in E™2, und die z,-Koordinate
%, = h o y! ist eine Hohenfunktion mit y(N) kritischen nicht ausgearteten Punkten
auf M = y(N). Durch Dehnung von M in z,-Richtung erhalten wir die gesuchte
Mannigfaltigkeit. Ist namlich D;: B2 — B™? durch D;(z) = (Axy, Zg, ..., Tnts)
definiert, so gilt

lim ¢(Dy(M)) = C(x, | M)
A—00

(vgl. D. Ferus [6], Lemma 3.16).

Satz 9 gestattet es, die Ergebnisse des vorigen Abschnittes als Sitze iiber die totale
Absolutkriimmung zu interpretieren:

Folgerung 7. Ist N eine n-dimensionale geschlossene Untermannigfaltigheit des E*+2,
n = 2, und g dve minimale Erzeugendenzahl der Fundamentalgruppe des Komplementes,

so gilt
©(N) = u(N) + 4(e — 1).

Folgerung 8 (R. Fox [7]). Fiir die totale Kriimmung einer geschlossenen Kurve in
E3 qilt v(N) = 2.

Folgerung 9. Es set N eine differenzierbar eingebeticte topologische n-Sphire in E*2.
Gilt g, = k fiir eine der Knoteninvarianten o; (t = 1, ..., n + 1), so erfiillt die totale
Absolutkriimmung von N die Ungleichung

w(N) 2 21+ B).

Folgerung 10. Es sex N eine differenzierbar eingebettete topologische n-Sphiire in E*2.
Ist evne der Knoteninvarianten o; nichltrivial, so gilt fiir die zusammenhingende Summe
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von k Exemplaren von N

TN 3 - H N) 2 2(1 + k).

Bemerkung 8. Die Voraussetzung ist z. B. erfiillt, wenn n = 4k + 3 und N exo-
tisch ist oder wenn N ein Umgebungsrand einer algebraischen Singularitit ist. In
diesem Fall nehmen wir einen Punkt aus S*+2 — N heraus, um N als Untermannig-
faltigkeit von E™'2 zu betrachten. Die Isotopieinvariante ;,(XN) ist dann wohldefi-
niert.

Folgerung 11. Fiir die Brieskornsche Mannigfaltigheit W2*-'(d) (n = 1,3,...;
d = 3,5,...) gilt tpgW2™Y(d) $ - 3 W21(d)) = 2(1 + k).
k-mal

Bemerkung 9. Wihlen wir » = 1, d = 3, dann erhalten wir 7,y = 2(1 + k)
fiir die k-fache zusammenhingende Summe der Kleeblattschlinge. Dies wurde bereits
von R. Fox [7] mit anderen Methoden gezeigt. Wahlen wir dagegen n = 1 mod 4,
d = 3 (oder allgemeiner = und d so, daBl W?"-1(d) exotisch ist) und k = 1, dann er-
halten wir gerade die von D. FERUS angegebenen Beispiele verknoteter Spharen
mit 7y = 4 (vgl. D. FERUS [6], Satz 5.5).

Bemerkung 10. Nach dem Unverknotetheitssatz von D. FERUS gilt fiir eine ver-
knotete n-Sphire N in E*-2 stets 7(N) = 4. (Unlingst gab R. RocHowsKI [22] einen
neuen Beweis an. Man kann auch Satz 9 und Folgerung 4 zum Beweis benutzen
(vgl. Bemerkung 6).) Die oben angegebenen Beispiele zeigen, daB diese Ungleichung
firn = 1,5, 9, ... das bestmdogliche Resultat liefert. Dagegen gilt fiir eine verknotete
2-Sphiire in 8* die Ungleichung 7(N) = 6. Nach F. Hosokawa [11], Lemma 4, hat
nimlich jede Morse-Funktion f auf N, die Einschrinkung einer Héhenfunktion von E4
ist, mindestens zwei Sattelpunkte. Wegen »(N) = 2 gibt es noch mindestens vier
weitere kritische Punkte von f, so daB C(f) = 6 folgt. Bei R. Fox [8] findet man
Beispiele fiir verknotete 2-Sphéren, die Hohenfunktionen mit sechs kritischen Punkten
besitzen. Fiir sie gilt also 7, = 6. Weitere Beispiele kann man aus Knoten in E? mit
Hilfe der Artinschen Verdrehungskonstruktion erhalten (vgl. P. WINTGEN [27]).

Der Umgebungsrand des Polynoms z? 4 2{ (p, q teilerfremd) liefert den Torusknoten
Kp., vom Typ (p, q). Die Knotengruppe hat bekanntlich zwei Erzeugende a, b mit
der Relation a? = b%. Wegen Folgerung 8 gilt also 7(K,,,) = 4. Tatsichlich gilt aber

Satz 10. Fir den Torusknoten Ky, gilt 7yni(Kp,;) = 2 min (p, g).

Beweis. Es sei T, die Rotationsfliche in R3, welche wir erhalten, wenn wir einen
Kreis in der z,, 2;-Ebene um die x53-Achse rotieren lassen. Die Punkte von T, identi-
fizieren wir mit den beiden Winkeln, welche die Rotation um die x;-Achse bzw. die
Rotation um die Seele des Torus beschreiben. Wir kénnen dann K, , als Bild der
Einbettung ¢ — (pt, qt) von 8! in Ty definieren. Die Einschrinkung der x,-Koordinate
auf K, , ist die Morse-Funktion cos gt und hat 2q kritische Punkte. Daher gilt tne(K ;)
= 29. Da wir ¢ < p voraussetzen konnen (K, , und K, , sind dquivalent), gilt also
Tint(Kp,q) = 2 min (p, ¢). Um die Ungleichung in der anderen Richtung zu zeigen,
wenden wir einen Diffeomorphismus von R? auf das Paar (T, K, ,) an und betrach-
ten das Bild (7', K). T berandet einen Volltorus V. Wir nennen eine einfach geschlos-
sene Kurve L auf T einen Lingenkreis (bzw. Breitenkreis), wenn L nicht nullhomolog
in T, aber nullhomolog in V (bzw. in R? — V) ist. A

Es sei nun ein Einheitsvektor e so gewihlt, daB die zugehérige Hohenfunktion kb
sowohl auf 7' als auch auf K eine Morse-Funktion induziert. Wir sind fertig, wenn
wir C(k | K) = min (p, q) zeigen kénnen.

10 Beitrige zur Algebra 9
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Hilfssatz 9. Es gibt eine zu e senkrechte Ebene E, so daf} E n T einen (nicht nolwendig
glatten) Breiten- oder Lingenkreis enthdlt.

Beweis. Es sei A (bzw. B) die Menge aller ¢ € R mit folgender Eigenschaft: Es gibt
mindestens einen Lingenkreis, der ganz in dem Halbraum k < ¢ (bzw. kb = t) liegt.
Es sei a = inf 4 und b = sup B. Wir unterscheiden zwei Fille:

1. Es gilt b < a. Wir wiihlen ein ¢ zwischen e und b, so daB sich E = k-!(t) und 7T
transversal schneiden. Nach Konstruktion schneidet E alle Langenkreise von T'.
AuBerdem zerfilllt E n 7T in endlich viele disjunkte einfach geschlossene Kurven.
Von diesen ist mindestens eine nicht kontrahierbar. (Sonst konnte man diese Kurven
auf T isotop in eine kleine Umgebung eines Punktes verschieben, und dies wire ein
Widerspruch dazu, daB jeder Lingenkreis eine dieser Kurven trifft.) Da diese Kurve
eben ist, kann sie nur ein Lingen- oder ein Breitenkreis sein. (Die iibrigen nicht kon-
trahierbaren Kurven sind alle verknotet und kénnen daher nicht eben sein.)

2. Es gilt @ < b. In diesem Fall liegt in den beiden Halbrdumen A < aund 2 = a
mindestens ein Lingenkreis. Die Ebene E = h~!(a) besteht aus (nicht notwendig
disjunkten) einfach geschlossenen Kurven, die nicht alle nullhomolog sein kénnen.
Man kann dann wie oben schlieBen, da8 ein Lingen- oder ein Breitenkreis darunter
ist (wobei letzteres natiirlich ausschlieBen kénnen).

Es sei nun L ein Léngenkreis in £ n T'. Wir denken uns L und K orientiert, um sie als
1-Zyklen auf T zu interpretieren. Ihre Schnittzahl betrigt p (oder —p), und daraus
kénnen wir leicht schlieBen, daB A | K mindestens p Maxima hat. Fiir den Fall, daB
L ein Breitenkreis ist, kann man analog schliefen. In jedem Fall gilt also C(k | K)
2 2 min (p, 9).

Bemerkung 11. Die Verallgemeinerung des obigen Resultates auf hohere Dimen-
sionen (d. h. die Berechnung von 7,4 fiir die Umgebungsriander der Polynome z§ + z{
+ 23 + +++ + 23) liefert vielleicht einen Zugang zu dem von D. FErus gestellten
Problem k'(Z*) = inf t(N) zu berechnen, wobei N alle Einbettungen einer gegebenen
exotischen Sphire Z* in E*+2 durchlduft (D. Ferus [6], 5.6.).

Die totale Absolutkriimmung wurde bereits von verschiedenen Autoren fiir PL-
Untermannigfaltigkeiten studiert, und es gibt viele Analogien zwischen dem PL-
und dem differenzierbaren Fall, die zum Teil von einer gemeinsamen Grundlage
herrithren (N. H. Kvrrer [13]). Das folgende Beispiel zeigt jedoch, daB sich diese
Analogien nicht ohne weiteres auf h6herdimensionale Knoten ausdehnen lassen.

Beispiel 5. Es sei K ein polygonaler Knoten in R3. In R* wihlen wir einen Punkt z,
im oberen von R® berandeten Halbraum und einen Punkt z_ in dem anderen Halbraum.
Die Suspension von K iiber z, und z- ist eine polygonale verknotete Sphire S in R4,
deren Knotengruppe =,(R* — S) gleich der Knotengruppe von K ist (vgl. J.d.
AnprEWS, M. L. Curtis [1]). Lassen wir 2z, und z_ senkrecht von R® weg gegen un-
endlich wandern, dann strebt die totale Absolutkrimmung von S gegen 2, obwohl §
auf recht komplizierte Weise verknotet sein kann.
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