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Immersionen héherer Ordnung kompakter Mannigfaltigkeiten
in euklidische Riume

HeLcA DLUBEK und THOMAS FRIEDRICH

§ 1. Einleitung

In der vorliegenden Arbeit wird der von K. H. MAYER bewiesene Ganzzahligkeitssatz
(vgl. [6]) benutzt, um die Frage der Existenz von Immersionen héherer Ordnung in
euklidische Rédume zu untersuchen. Grundlegende Eigenschaften dieser Immersionen
sind in § 2 angegeben. Durch Anwendung des Ganzzahligkeitssatzes auf das Tangen-
tialbiindel hoherer Ordnung erhalten wir in § 4 eine Reihe von Invarianten, welche
Obstruktionen gegen die Existenz von Immersionen héherer Ordnung ergeben.
In § 5 und § 6 berechnen wir mit dieser Methode Obstruktionen gegen die Existenz
von p-reguliren Immersionen der komplex-projektiven Ebene, von 2-reguliren
Immersionen des n-dimensionalen komplex-projektiven Raumes sowie von p-regu-
liren Immersionen der reellen GraBmann-Mannigfaltigkeit Gy q.

§ 2. Grundlegende Eigenschaften regulirer Immersionen
héherer Ordnung

Es sei X" eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.
Das Tangentialbiindel p-ter Ordnung von X definieren wir als differenzierbares Vek-
torbiindel, welches durch die lokalen Funktionale

ok
- < S e < g
axil'“ax"’ 1_k§P, lgtlg éh—én,
erzeugt wird. Wir bezeichnen es mit 7',(X). Die Dimension dieses Vektorbiindels ist
v —[* TP

\ ,P) = — 1.
Es seien X" und Y7¥ differenzierbare Mannigfaltigkeiten und f: X — Y eine differen-
zierbare Abbildung. Das Differentia’ p-ter Ordnung von f, Tp(f): T,(X) — Tp(Y), ist
definiert durch (T,f) T' = T o f*, wobei f* durch Superposition auf Funktionen wirkt.
Fiir p = 1 zerfillt die exakte Folge

0 = T(X) = Tpuy(X) — SPITX 0. (1)

S*T'X bezeichnet dabei das k-fache symmetrische Tensorprodukt von TX. Die auf-
spaltenden Abbildungen D,: Ty, (X) — T,(X) entsprechen kovarianten Ableitungen

6*
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hoherer Ordnung (siehe z. B. [6]). Aus (1) folgt insbesondere

»
Ty(X) =@ S*TX. (2)
k=1
Essei (D), k = 1, ..., p — 1, eine Folge von Aufspaltungen von (1) iiber dem Raum Y
und D = D, 0 -+ 0 Dpy: Ty(Y) - TY. Eine differenzierbare Abbildung f: X — Y
heiBt p-regulire Immersion (beziiglich (Dy)), wenn der Biindelmorphismus D o T\(/):
To(X) - TY maximalen Rang hat. Es sei (DT,f): Tp(X") — f*TY" der entspre-
chende Morphismus der Biindel iiber X. Dann erhilt man Vektorbiindel

N, := Coker (DT,f) fir »(m,p)<N,

K, := Ker (DTf) fiir vin,p) = N,
fiir die
T,,(X) = ,‘(TY) @ Kpr v(n, p) = N,

Tp(X)®Np = fTY), v(n, p) = N,

gilt. Aus Resultaten von E. A. FELDMAN (vgl. [1]) folgt, daB es in den Bereichen
N = »(n, p) + n und N < »(n, p) — n in jeder Homotopieklasse p-regulire Immer-
sionen gibt. Zu untersuchen ist also der ,kritische Bereich* »(n, p) —n < N
< »(n, p) + =, fiir den keine solche p-regulire Immersion zu existieren braucht.

Es gibt eine Reihe von Arbeiten, die Obstruktionen gegen die Existenz von p-regu-
liren Immersionen gewisser Mannigfaltigkeiten X und Y in diesem kritischen Bereich
angeben (siehe z. B. [2, 7]). Die Methode dieser Arbeiten beruht im wesentlichen auf
der Anwendung der Stiefel-Whitney- und Pontrjagin-Klassen auf die Gleichungen

Ty(X) @ Np = fH(TY),
Ty(X) = fXTY) D Ky,

wodurch man aus der Kenntnis der entsprechenden Klassen von 7X und 7'Y bzw.
aus Dimensionsargumenten Obstruktionen erhilt. In der vorliegenden Arbeit kon-
struieren wir Obstruktionen gegen die Existenz von p-reguliren Immersionen mit
Hilfe der Ganzzahligkeitssitze von K. H. MAYER.

§ 3. Berechnung der zweiten Stiefel-Whitney-Klasse der k-fachen
Symmetrisierung S*(E) eines reellen, orientierten Vektorbiindels E

Wir benotigen fiir die Anwendung der Ganzzahligkeitssitze die 2. Stiefel-Whitney-
Klasse des Tangentialbiindels p-ter Ordnung wy(7T',X). Nach der Formel (2) aus § 2

ist TpX = é S*TX. Wir betrachten deshalb in diesem Abschnitt folgende Problem-
stellung: *=1
E sei ein reelles, n-dimensionales, orientierbares Vektorbiindel iiber X, S¥(E) seine

4
k-fache Symmetrisierung und Sy(&) = P S*(E). Zu berechnen ist die 1. und 2. Stiefel-
k=1
Whitney-Klasse von Sp(&). Durch eine einfache Induktion iiber n erhilt man
Lemma 1. Es seien E,, ..., E, eindimensionale Vektorbiindel iber Y. Dann gilt

8.(E1 + s + El) = Z Eﬁ ® o ® E‘l'

1SHhS--Sihse
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Zur Berechnung der Stiefel-Whitney-Klassen der k-fachen Symmetrisierung SKE)
verwenden wir das Aufspaltungsprinzip (vgl. [4]). Es sei f: ¥ — X eine aufspaltende
Abbildung fiir E, d. h.:
1. f*E ist die Summe eindimensionaler Vektorbiindel f*£E = E, @ - @ E,.
2. f*: H¥(X; Zy) — H*(Y ; Z,) ist injektiv.
Wegen Lemma 1 gilt

fHsaE)=_ X gEi, ® - @ Ei,. (1)

1Zi s Shsn

Wir wenden auf die Aufspaltung von f*(E) die Stiefel-Whitney-Klassen an und
crhalten

1*(w(E)) =‘ljl (1 + wy(Ey). (@)

Es sei z; = w,(E;). Formel (2) besagt also, daBl /“‘(w,(E)) die i-te elementarsymmetri-
sche Funktion ¢*(zy,...,,) in den Unbestimmten z; ist. Durch Anwenden der
Stiefel-Whitney-Klassen auf (1) erhalten wir

fHw(SHEN) = 1= A+, + - +2,).
1Sh s -Sisn
Der Ausdruck auf der rechten Seite ist symmetrisch in den Klassen z;, ..., %y, laBt
sich also als Polynom in den elementarsymmetrischen Funktionen of (2, ..., %y)
= f*(w(E)) ausdriicken. Wir bezeichnen mit P} das Polynom aus Zy[y, ..., Ynl,
fiir das

PYo}(@1s +-e» Ta)s ---» O8(Z1, sas g i) o SHS‘ Atz 4ot )
S

gilt. Wir erhalten wegen der Injektivitit von f* demnach
w(SK(E)) = PYwy(E), ..., w(E)). (3)
Folgerung 1. Die Vektorbiindel S*(E) und somit das Biindel Sy(E) sind orientierbar.

Beweis. Aus der Gleichung (3) siecht man, da8 w,(S"(E)) ein ganzzahliges Vielfaches
von w,(E) ist. Auf Grund der Orientierbarkeit von £ verschwindet w, (%) und somit
auch w,(S*(K)). Wir berechnen jetzt w,(S*(E)). Wiederum aus Formel (3) folgt

wy(SH(E)) = ajwy(E) + bjwi(B) = afwy(E).

Wir miissen also im Polynom P(o, ..., 6,) den Koeffizienten von o, bestimmen. Aus
Symmetriegriinden geniigt es, den Koeffizienten von 2z, im Polynom

(1 + z;, + -+ + =;,) zu berechnen.
1Shs - Shse

Die folgende Rechnung erfolgt modulo 2 und modulo Faktoren, in denen z,2, nicht
auftritt. Zuerst spalten wir das Polynom P} in das Produkt einzelner Polynome auf:

Pi= 1 (Q4mtat+ota) I (U +mta 4+

1SHS S Sn 256 S Sh S0

= I Q42+ +-+x) I (A+sa+zmtz,+o-+ zi,.,)
ISHS Sh-1 =0 25 S S-S

x [ Q4zmtz+-+ay) [+ 2+ + o+ 2
3sih S-S S0 2SS Sip-eS0

X HH Q+z+x4+-+z,,)

35‘1§"'§‘.~1§’

=P, I[I (+zm+zmtan: J1 (+at+zntae++o)

3<i S S S 256, S SipasSn
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Es bezeichne @} das Polynom

A+zmtzmtam): I (4o + 0+ n@,+ -+ 2,,)
3sh S Shasn 256, S Sig-1Sn
Dannerhalten wir P} = P}_, - Q, wobei P}_,eine in x;, ..., z,symmetrische Funktion
ist, welche auf Grund der Orientierbarkeit von £ in ihrer ,kanonischen‘‘ Darstellung
nicht von o} abhingt.

Lemma 2. Es sex P ein symmetrisches Polym(m M Xy, ..., Ty, und P lasse sich durch die
elementarsymmetrischen Funktionen o}, ..., a® unter Ausschlu/i von o’ darstellen, d. h.
P = R(d},..., o). Wetterhin gelte P(O, . 0) = 1. Es set a, der Koe//zzzent vON T,%,
i P. Q set ein beliebiges Polynom mit Q(O ., 0) = 1, und es bezeichne ay seinen Ko-
effizienten bev x,x,.

Fiir den Koeffizienten apg von x,x, in PQ gilt dann

apq = ap + aq.
Beweis. Auf Grund der Voraussetzung iiber P gilt
oP

oP
7 0 0 =0 =2-(0,...,0).
Aus
*PQ) &P opP Q 3_’1 ﬂ *Q
3:12‘ ax’ - 3xl axg aa:, 32?, ax’ 3:1:1 3.’1:, 6232

folgt dann die Behauptung unmittelbar.

Aus diesem Lemma ergibt sich, daB der Koeffizient a} von z,x, in P} gleich der Summe
von a}_, und dem Koeffizienten ¢} bei z,2, im Polynom @} ist. Um diesen Koeffi-
zienten g} berechnen zu konnen, bemerken wir erst

k

Lemma 3. Der Koeffizient modulo 2 bev x,xy vm Polynom [] (1 + z, + z, + Bix,20)
i=1

st 2 Bi.

i=1

k
Beweis. Es sei R, =J] (1 + 2, + 2, + Bix1%;). Die Behauptung gilt fiir £ =1
i=1

trivialerweise, es gelte das Lemma dann auch fiir k. Aus B(1 + x; 4 2, + fi12,7,)
= R+, erhilt man

o RHI ot Ry aRk oR,
32:1 33:,( 0) l axg( 0)+ (0 0)+a_xz (O""’O)+ﬂl'*l’
2 OR, . .
Wegi oz, ©0,...,0) =k = Fy (0, ...,0) folgt die Behauptung unmittelbar aus
1

der Induktionsvoraussetzung.
Aus Lemma 3 ergibt sich insbesondere
n—24+k—1— n—2+k—2—7—1
“:( k—1 )+Z ( k—2—3 )

i=1
Mittels einfacher Induktion beweist man
Lemma 4. Fiir ganze Zahlen r = 0, 8 = 1 gilt

o fr+s8s—n1 r+s8+1
E()-(743)
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n+k—4)+(n+k—4).

i — — —_ =9 i n__
Mit r = n — 3 und 8 = k — 2 erhalten wir daraus ¢} ( n—3 n— 1

n+k—4

9

-

w_[nt+k—4 n+k—4 n+k—4 n+k—4
q"=( n—3 )+( n— 2 )+( n—2 )+( n— 1 )

_(n+ k-3 n+k—3\_ [n4kF—-2
= n—2 + n—1 )=\ n—1 )

Fiir £ = 3 haben wir also folgende Rekursionsformel:
n+k— 2)

Addieren wir 2 ( )E 0, so folgt

ap= ak2+( n—1

Die Anfangswerte a} und a} berechnen wir direkt:

a=1, da Pj},...,o"=J] A +2)=1+4 o} + 0} + - + 0},

1sSisn

ay=n, da Pi= J] A4z +x)= J] (1 + =+ x)

1SISjsn 1Si<jSn
=1+ z)" 2 (1 + x)"? (1 + 2, + 25)
= (1 + (n —2) xl)(l +(n—2) xs) (1 + 2, + x) = n 2,2,

Die Auswertung der Rekursionsformel liefert, daB die 2. Stiefel-Whitney-Klassen von
SK(E) wie folgt gegeben sind :

Lk=2r wylSKE) = {n + 2 (” + 2‘)} J(B),

2.k = 2r + 1: wy(SKE)) = {1 +Z‘ (n i 1 )} e 4)

Mit Hilfe des folgenden Lemmas lassen sich die Summen zusammenfassen.
Lemma 5. Es seien n, m, k nichtnegative ganze Zahlen. Dann gult

k
(2n + k)s B+ [?] mod 2.

2m
m

Beweis. Wir rechnen im Polynomring Z,[¢]. Es sei k = 2t + ¢, 0 < ¢ < 1. Dann
gilt

(1 + gk = (1 + 2+ (1 + )1,
Der Koeffizient von 2™ in diesen Polynomen ist (2”'22 k) bzw. (n;: t). Wegen
t= [%] erhalten wir die Behauptung.

Es gilt deshalb : .
, n—1 n—1
G B (G R B (b R B
i=1 ? i=1 3 #
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Weiterhin ist
el 426\ _Stm4d\ L fn—1420
é;(n—l)*ié(n—l)—eé:( n—1 )

Also haben wir
r=l(n 4+ 2¢ 2r 4+ n 2 4+n + 1 (24
£<n—1)‘( 2r )‘1_”_( 2r )_1=(2r_1)_”

Aus den Formeln (4) erhalten wir damit

Satz 1. Die 2. Stiefel-Whitney-Klasse der k-fachen Symmetrisierung S*(E) eines reellen,
n-dimensionalen, orientierbaren Vektorbiindels E vst

w,(S"(E)) == (:: j_ 7;) wy(E).

Daraus ergibt sich unmittelbar die 2. Stiefel-Whitney-Klasse des Biindels S,(E).
Folgerung 2. Die 2. Stiefel-Whitney-Klasse von Sy(E) st

wlsy®) = (71 ) wim.

Beweis. Nach der Definition von S,(E) gilt Sy(E) = éS"(E). Auf Grund von
Folgerung 1 sind die Biindel S*(E) orientierbar. k=1

Daraus folgt
| . 1+
(s, (®) = £ (o) = £ (0 1) iy = 5 (")
_(p+n+ 1
- ( n+ 2 )"”(E)'

Folgerung 3. Fiir die 2. Stiefel-Whitney-Klasse des Tangentialbiindels p-ter Ordnung
einer geschlossenen, orientierbaren, differenzierbaren Mannigfaltigkeit X der Dimen-
ston 2n qult
_[(pt+2n+1
@, %) = (P 558w,

§ 4. Topologische Obstruktionen gegen die Existenz einer reguliren
Immersion héherer Ordnung in euklidische Réume

Es sei X eine geschlossene, orientierbare und differenzierbare Mannigfaltigkeit der
Dimension 2n, &* ein k-dimensionales reelles orientierbares Vektorbiindel iiber X2,
7' ein l-dimensionales komplexes Vektorbiindel iiber der Mannigfaltigkeit. Das
Element d ¢ H%(X ; Z) sei so gewihlt, daB seine Z,-Reduktion kongruent zur Summe
der Stiefel-Whitney-Klassen von X und ¢ ist: '

d = wy(£) + wy(X) mod 2.

Die Zahl s bezeichne den groBten ganzen Teil von %: 8 = [%] . (X)) sei die o7-Klasse



Immersionen hoherer Ordnung 89

der Mannigfaltigket X (vgl. [3]). Weiterhin ordnen wir dem Biindel ¢ eine rationale
Kohomologieklasse wie folgt zu:

Gilt fiir die Pontrjagin-Klasse des Biindels &

p(&) =.Hl (1+ =3),
so sei die Klasse € (&) gegeben durch

T

(&) =[] cosh (-2-)

Unter den genannten Voraussetzungen bewies K. H. MAYER (vgl. [5]) folgende Ganz-
zahligkeitssiitze :

Theorem 1. 2%ed'2ch(n) €(£) .szf(X)l [X] 2st eine ganze Zahl.
Theorem 2. Es set wy(X) = wy(£), und es gelte evner der acht Fille

1. k = 2s, n=0 4), s=0,1,3 4), n quaternionsch,
2. k= 2s, n=0 (4), s=1,2,3 4), 7 reell,
3. k= 2s, n=2 (4), s=0,1,3 4), 7 reell,
4, k= 2s, =2 4), s=1,2,3 (4), 7n quaternionisch,
5. k=2s+1, n=0 (4), §=0,3 4), 1 quaternionisch,
6.k =28+ 1, n=0 (4), s=1,2 4), 7 reell,
T k=241, n=2 (4), s=10,3 (4), n reell,
8. k=241, n=2 (4), s=1,2 (4), 7 quaternionisch .

Dann st 2%-Y{ch(n) €(£) & (X)) [X] eine ganze Zahl.

Im weiteren betrachten wir eine geschlossene, orientierte, differenzierbare Mannig-
faltigkeit X2". Wir definieren topologische Obstruktionen gegen die Existenz einer
p-reguliren Immersion f: X* — R¥ im kritischen Bereich' #(2n, p) — 2n < N
< »(2n, p) + 2n.

1. Fall. Es sei »(2n, p) < N < »(2n, p) + 2n. Aus der Existenz einer p-reguliren
Immersion f: X2* — R¥ folgt dann

T,X**@PN,= 67. (1)
Wir setzen in Theorem 1 fiir das Biindel & das Biindel N, ein und erhalten, daB

! [N—-m.p)]
P, N, p;d,n):=2" 1 (efch(n) €(N,) (X)) [X]

eine ganze Zahl ist. Hierbei ist 5 ein komplexes Vektorbiindel iiber X und d € H(X; Z)
so gewihlt, daB d = wy(TpX) + we(X) gilt.

2. Fall. Es sei »(2n, p) — 2n < N < »(2n, p). Aus der Existenz einer p-reguliren
TImmersion f: X2* — R¥ folgt dann

T,X*= 6" @ K,. @)

Wir setzen das Biindel K, in Theorem 1 ein und erhalten, daB

[r(zn,m—N] X
Qn, N, pid,n) :=2" * - (etfch(n) €(K,) #(X)} [X]
eine ganze Zahl ist. Dabei sind # und d wie im vorhergehenden Fall gewdhlt.
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Aus den Gleichungen (1) und (2) erhilt man fiir die Pontrjagin-Klassen

1
p(Np) = p_(m = ?(Tpx); P(Kp) = p(TpX),

woraus €(K,) = €(T,X) und €(N,) = 7(T,,X) = WT{X_) folgt.
P

Fiir eine Mannigfaltigkeit X2*, ein komplexes Vektorbiindel 7 iiber ihr und eine
Kohomologieklasse d ¢ H3(X?"; Z), deren Z,-Reduktion gleich

((2n+p+ 1

2n + 2 ) + 1) wy(X2) = wy(T(X?)) + wy(X)

(vgl. Folgerung 3) ist, definieren wir folgende Invarianten:
P(p; d, n) = 2M{elich() €(T,X) /(X)) [X],
Qp; d, m) = 2letlteh(n) €(T,X) & (X)} [X].
Ist  das eindimensionale triviale Vektorbiindel, so schreiben wir fiir diese kurz
P(p; d) bzw. Q(p; d).
Folgerung 4. Die Invarianten P(p; d, n) und Q(p; d, n) sind ganzzahlyg.
Beweis. Auf Grund der oben zitierten Resultate von E. A. FELDMAN existieren

p-regulire Immersionen f: X2 — RY fiir N = »(2n, p) + 2nund N = »(2n, p) — 2n.
Es ist

P(p; d, ) = P(n, »(2n, p) + 2n, p; d, 1)

und .
Q(p; d, n) = Q(n, »(2n, p) — 2n,

p; d’ n)

Nach Folgerung 3 sind die Voraussetzungen an die Klasse d fiir die Ganzzahligkeit der

Obstruktionen P(n, »(2n, p) + 2n, p; d, 7) und Q(n, »(2n, p) — 2n, p; d, n) erfiillt.

Damit gilt die Behauptung. '

Folgerung 5. Existiert eine p-regulire Immersion f: X2 — R¥ fiir N = »(2n, p)

+ 2n — k bz2w. N = »(2n, p) — 2n + k (k = 2s, 28 — 1), s0 sind-;—.P(p; d, n) bzw.

-21.—Q(p; d, n) ganze Zahlen.
Beweis. Das ergibt sich sofort aus der Spezialisierung der oben genannten Obstruk-
tionen P(n, N, p; d, n) und Q(n, N, p; d, n).

Fiir Mannigfaltigkeiten, deren Dimension durch 4 teilbar ist, erhalten wir folgende
Verschérfung von Folgerung 5:

Folgerung 6. Die Dimension von X® sei durch 4 teilbar, und es gelte (2"'2—: i—; 1)
= 1 mod 2 oder wy(X) = 0. In den Fillen k = 28 — 1 und s= 2, 3 (4) bzw. k = 23
R 1 5

und 8= 1, 2, 3 (4) sind Fon P(p; 0) und Fm Q(p; 0) ganzzahlag.

Beweis. Diese Behauptung folgt unmittelbar durch Ubertragung der Fille 2, 3, 6
und 7 aus Theorem 2 auf die vorliegende Situation.
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Es sei a,(d, 1) (c,(d, 7)) die Potenz, mit welcher der Faktor 2 in P(p; d, 7) (Qp; d, 7))
auftritt, und a,(c,) das Minimum aller dieser Zahlen. Weiterhin setzen wir a,(0)
= ap(0, 1¢) und ¢,(0) = ¢,(0, 1c). Zusammenfassend erhalten wir im Bereich
r(2n, p) — 2n < N < »(2n, p) + 2n die folgenden Obstruktionen:

Satz 2. Es seten X" eine geschlossene, orientierte, differenzierbare Mannigfaltighkert
P(p; d, 1), Q(p; d, ), ap, cp, a,(0), c,(0) die oben definierten topologischen Invarianien
ron X2, Dann qult:

1. Es existiert keine p-reguliire Immersion f: X* — R¥ fiir »(2n, p) — 2n + 2¢, 4+ 1
= N = »(2n, p) + 2n — 2a, — 1.

an ;’; f; ;" 1) =1 mod 2 oder wy(X) =0, n=0(2), a,(0)= 2, 3 (4).
Dann existiert keine p-requliire Immersion f: X* — RY fiir v(2n, p) < N < »(2n, p)
+ 2n — 2a,(0) + 1.

(ilt entsprechendes fiir c,(0), so existiert keine p-regulire Immersion f: X** — R¥ fiir
1(2n, p) — 2n + 2¢,(0) — 1 = N = »(2n, p).

3. Es seien (2” 2*1; ﬁ *2‘ 1) = 1mod 2 oder wy(X) =0, n=0 (2), a,(0)= 1(4). Dann
cxistiert keine p-requlire Immersion f: X — RY¥ fiir »(2n, p) < N < »(2n, p) + 2n
— 2a,(0).

(it entsprechendes fiir c,(0), so existiert keine p-reguliire Immersion f: X — R¥ fiir
(20, p) — 2n + 2¢,(0) < N = #(2n, p).

2. KEs seien (

Bemerkung. Fiir niedrig-dimensionale Mannigfaltigkeiten X?* kann man die
Invarianten P(p; d, ) und Q(p; d, ) explizit berechnen. So erhélt man z. B.:
n=2:

5 l l l :

P duoty = {02 — - (%) — 5 BT, ) + 2e) — dext) + 2] LX),

: l l l
VUps d, ) = {5 @ — = 2 X) + 5 lT5X) + 2edn) — deal) + 2401(’7)} [X4).

n=3:

4
P(p; d, ') = {g (c3m) — 3c,(n) ea(n) + Bea(n)) + 2d(ctn) — 2¢4(n)) + () d*

1 l
+ 5 @ — am) p(TpX) — 5 al) p(X) — & dp(X)

|~ o]~

dpl(T,,X)} [Xe],
Ap; d, 9" = {% (c3(n) — 3ea(n) ealn) + 3can)) + 2d(e}(n) — 2¢a(n)) + ex(m) d?
l
+ 5 @+ At D) — 5 al) p(X) — 5 )

+ 5 (T, X0} X
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§ 6. Auswertung dieser Obstruktionen fiir komplex-projektive Riume

1. Berechnung der Pontrjagin-Klassen des Tangentialbiindels hoherer Ordnung kom-
plex-projektiver Riume

&

In diesem Abschnitt werden die Invarianten P(p; d) und Q(p; d) fiir die komplex-
projektiven Réume P*(C) berechnet. Dazu benétigen wir als erstes die Pontrjagin-
Klassen p(T,P*(C)).

Es gilt TP*(C)@® 1¢c = (n + 1) y, wobei y das kanonische Biindel iiber P*(C) ist.
Nach Reellifizierung erhalten wir

TPCRP2= (n+ 1) ya. (1)
Das p-fache symmetrische Tensorprodukt der Gleichung (1) ist

£ S(TPHCIn) 2 @ 7(2) = ({0 + 1) ).
Das j-fache symmetrische Tensorprodukt 8/(m) eines trivialen Biindels m ist trivial
und hat die Dimension (m + 7.7- o l).
Wir erhalten also die Gleichung

TP @ =i+ DD+ =5 + D). @

Wir wenden das (p — 1)-fache symmetrische Tensorprodukt auf die Gleichung (1)
an und subtrahieren das Ergebnis von der Gleichung (2). Dann ergibt sich

P
2 S(TPACI) @ 1= (0 + 1) ya) — 7(n + 1 ).

Es gilt also
T,PCn @D 1 = 87((n + 1) yn) — 8*-Y(n + 1) yn).
Damit ist
_ p(S?((n + 1) yw)
AESI= (S*((n+ 1) yw)’ 3)
gr-1 1

2(S*((n + 1) ym))

Deshalb berechnen wir im weiteren die Pontrjagin-Klassen von S"((n + 1) yr).
Genauso wie in § 3 erhalten wir aus Lemma 1 und dem Aufspaltungsprinzip fiir die
Chern-Klassen ¢(S*E")) der Symmetrisierung eines komplexen n-dimensionalen
Vektorbiindels E die Formel '

*(c(S*(B"))) T sl]s‘ s(“1 + 2, + -+ 2,

wobei f: ¥ — X eine aufspaltende Abbildung fiir E* ist, f*E = E, @ -+ @ E, und
z; = cy(E).
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Eine aufspaltende Abbildung fiir das komplexe (2n + 2)-dimensionale Biindel
+ 1) (y @ y*) iiber P*(C) ist die Identitit. Wegen c,(y) = g und ¢,(y*) = —¢
erhalten wir
n+k

l+l
s+ 7@ ) = L] (1 +ig — & — yg) ) (i @

Hierbei bezeichnet g das Erzeugende des Kohomologieringes H*(P*(C); Z). Wir
fiihren folgende Bezeichnungen ein:

li=(n+a—i), L_i=(n+s+i).
n n

Indem wir in (4) paarweise die Produkte iiber (1 4+ fg) und (1 — fg) zusammen-
fassen, bekommen wir

c(Sz”l((n +1)y® yt)) =.-£?(1 — (20 4 1)2 gz)l.km,
) (5)
e(S¥((n + 1)y D »¥)) =1I (1 — (20)2 g2)iuke.
Wir wollen p(S*((n + 1) yr)) berechnen. Nun ist nach Definition
Pi(SH(n + 1) ) = (=) cai(S*((n + 1) yr) ® €) = (—1) 2(S((n + 1) ya ® €))
—1)f cqi(S¥((n + 1) y D »*)).
Wir erhalten deshalb aus der Beziehung (5)

p(S”“((n +1) YR)) - -Ijo(l + (20 + 1)2 gi)hhu’

2 (6)
p(S*((n + 1) yr)) ='_g (1 + (202 g¥) ke
Die Pontrjagin-Klassen von T, P*(C) ergeben sich aus (3) und (6) als
TT(1+ (26 + 1)2 g2)tten
(2o P(C)) = = ’
I1 (1 + (20)2 g2)iks
1=1
(7

I1 (1 + (2iy2 g1
p(T,,P" (C)) = =L ‘
(1 + (2‘& 1)2 gz)llﬂkl
i=0

2. p-reguliire Immersionen der komplex-projektiven Ebene in den R¥

Die Berechnung der Pontrjagin-Klassen in § 5, 1. ergibt fiir diesen Fall p(T,,P’(C))
=1+ A,g% wobei

A,,ﬂ=£’(2i+1)2(2+28—i)(3+;+’) ‘5(2),(27% )(2+;+z),

Az-=‘§ (%,(2 —}—;—i) (2 +;+i) —,.é;@i— l),(2+;—z) (1 +28+i)
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ist. Die am SchluB von § 4 angegebenen Formeln liefern

1
P(p; fp) = 5 (B* — 4, — 1),

Qb Bg) = 5 (B + 4, — 1),

Die Zahl g ist dabei kongruent (p _; 5) + 1 mod 2 zu wihlen. Das heifit, daB g eine

gerade Zahl ist, wenn p= 1, 2 (8) ist, und eine ungerade Zahl fiir die iibrigen
Werte p.

Da A, eine positive Zahl ist, gilt p,(T,P*C)) = 0. Es existiert also keine p-reguliire
Immersion von P?(C) in R¥ mit »(4, p) — 1 < N < »(4, p) + 1. Weitere Obstruk-
tionen erhalten wir nur fiir die Werte p, fiir die a, und ¢, verschwinden und fiir die
Werte p = 1, 2 (8), fiir die a,(0), c,(0) = 1 ist.

1. Fall. Es sei p= 0, 3, 4, 5, 6, 7 mod 8.

Wegen = 1 (2) gilt 2 — 1= 0 (4). Zur Berechnung der Zahlen a, und c, geniigt es
also, die Invarianten

1
P(p; ¢)= = A, mod 2,

(1)
1
Qp; 9)= +5 4, mod 2

zu betrachten.

2. Fall. Es sei p= 1, 2 mod 8.
Mit g = 0 (2) ist auch f*/2= 0 (2). Fiir die Berechnung der Zahlen a,, c,, a,(0), c,(0)
geniigt es also, die Invarianten

1
1
Qs 0) = +5 (4, — 1)

zu benutzen.

Die Berechnung der Zahlen 4, liefert modulo 4 das folgende Ergebnis:

s | 4k | 4k+1| k+2| 4k+3

Agyry | 26 +3 | O 2k+2 | O

A, 0 2t+11| 0 2k +2 mod4

Aus den Formeln (1) und (2) folgt; damit unmittelbar

8 4k 4k+1 | 4+ 2| 4k4+3

P(2s + 1; Bg) k+2] 0 k41 0

P(2s; fg) 0 4+ 1 0 k+1
Q@s+1;89) | k+1] 0 k+1 |0

Q(2s; Bg) 0 k 0 k41 mod 2

wobei f entsprechend gewihlt ist.
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Wie diese Tabelle zeigt, sind die Invarianten P(p; fg) und Q(p; fg) in genau folgenden
Fillen ungerade:

P(p; Bg) fiir p= 2,5, 6,9 mod 16,

Q(p; Bg) fiir p=1,5,6, 10 mod 16.
In diesen Fillen verschwinden also a, bzw. c,.
Wenn die geraden Zahlen P(p; 0) fiir p= 1, 10 (16) bzw. Q(p; 0) fiir p= 2, 9 (16)
nicht durch 4 teilbar sind, so ergeben die Zahlen a,(0) = 1 bzw. ¢y(0) = 1 weitere

Obstruktionen. Die Berechnung von 4, fiir p= 1, 2, 9, 10 (16) liefert modulo 8
die folgenden Ergebnisse:

p | 16¢+1'| 16t+2| 16t+9| 16t + 10

A, |4t+3 |4t+5 |4t+1 |4t+7 mod 8
Aus Formel (2) ergibt sich daraus unmittelbar
p | 16¢+ 1 | 1664 10 P |16t+2|16t+9

P(p;0)|2£+2 2t Q(p; 0) |2t+2 |2t mod 4
Es ist demnach
a,(0) =1 fir p= 1,26 mod 32,
c,(0) =1 fir p= 2,25 mod 32.
Zusammenfassend erhalten wir mittels Satz 2 das folgende Ergebnis:
Satz 3. 1. Es existiert keine p-regulire Immersion der komplex-projektiven Ebene
P*C) in den euklidischen Raum R¥ mit v(4, p) — 1 < N < »(4, p) + 1.

2. Wenn p= 1, 26 (32), so0 existiert keine p-regulire Immersion von P¥C) in den R¥
mit v(4, p) < N <»(4, p) + 2. Wenn p= 2, 25 (32), so existiert keine p-regulire
Immersion fiir die Werte »(4, p) — 2 < N < v(4, p).

3. Ist p= 2, b, 6, 9 mod 16, so existiert keine p-reguliire Immersion von P(C) vn den
R¥ mitv(4, p) < N < »(4, p) + 3. Ist p= 1, 5, 6, 10 mod 16, so existiert keine p-regu-
liire Immersion fiir v(4, p) — 3 < N < v»(4, p).

Bemerkung. Dieses Ergebnis ist fiir einige Parameterwerte p stirker als dasjenige
von H. Svzuki in [7].

3. 2-reguliire Immersionen des n-dimensionalen komplex-projektiven Raumes P~C)
in den R¥
Aus den in § 5, 1. angegebenen Formeln folgt unmittelbar
€(S%(n + 1) yn)
€((n + 1) yn)

Die Pontrjagin-Klassen der Biindel 87(n + 1) yp wurden gleichfalls in dem genannten
Abschnitt berechnet. Durch Einsetzen erhalten wir somit

(u+2
cosh (g)\ 2

g n+1°
cosh(z)

€(T,P*(C)) =

€(T,PC)) =
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+1
2%,1 __g'_m ergibt sich fiir d = vg
sinh (%) .

1 ¢4/2 cosh (‘g‘)““g"“
P(2, d) = _2— (.+2) el [P-(C')]'
cosh (g)\ 2 /ginh (%)

Hierbei ist » = 0 mod 2, also geradzahlig zu wiithlen. Wir setzen » = 28. Nach Anwen-
dung der Cauchy-Formel und einer Koordinatentransformation erhalten wir

Wegen o (P"(C)) =

n+1

("Y1 2 ) + 1)+
P20 =2 (7)) L et )

oKL (y® + 1)( 2 )(y — 1)

p+u+(
. dy.

Zur Abkiirzung setzen wir

¥o=p+n+("3). up-p-1-("1Y, ¥=("1?).

Um die notwendigen Obstruktionen zu erhalten, miissen wir das Residuum der

Funktionen

iy o 0+ 1 PO + Y
YT - W+ Dy —

im Punkt y, = 1 bestimmen. Es zeigt sich, dal es zur Berechnung von a, in diesem

Fall ausreicht, die Invarianten P(2, 28g) fiir

und  gly) =

N@p) =0, also f=—n— (n—{2—- 1) := o,

und

N@) =1, also ﬁ=1—n—(n—gl):=ﬁ,,

zu kennen. Nach dem Residuensatz miissen wir demnach den Koeffizienten von
in der Laurent-Entwicklung der Funktionen

(y + 1)*+ yly + D+
@+ 1)¥ (y — ™ (V4 DY (y— 1)*1

bestimmen. Es sei z = y — 1 und = € K (0, ¢). Wir entwickeln die in den Funktionen
folz + 1) und f,(x + 1) auftretenden Produkte nach Potenzen von x und erhalten

1
y—1

und  f,(y) =

foly) =

fo(w+1>=2(+ﬂ2'(l z 22T T e (2 ) e

r=0 2'k+,‘—r 8=0 b 8

o= g blb i (0TI )l

Xar-*-1,
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Daraus folgt fiir die Invariante P(2, 28g)

e = 2 L(C T e )

k+j=n 8=0 ] $ — 8

] G G Py PR [

Wir benutzen das folgende, leicht zu beweisende

Lemma 6. Fiir ganze Zahlen n, m, p = 0 qult

A062)-05"7)

Daraus erhalten wir
n N —1 1 n
P2, 20g) = 3 {(—lw ( i ) (" M q)} 20 1= 3 x,(Bo) 2°. (1)
g=0 . q . n—9q q=0

Auf die gleiche Weise berechnet man

P2, 26:9) 22";{(_1)., (N +qq - 1) (n + 14 q) F(—1yt (N;-q - 2) (n + q)} 20

=0 n—q -1 J\n—g¢g
=3 xq(By) 29. (2)
q=0

Die Auswertung der Formeln (1) und (2) ergibt:

1. Es gilt 24(8;) = n + 1. Ist n gerade, so ist P(2, 28,9) ungerade. Demnach erhalten
wir ag = 0 fiir die Réume P2™(C).

2. Es sei n ungerade. Wir stellen n + 1 darals n + 1 = 2¥2m 4 1), k = 1. Dann
gilt

N = (n 42_ 2) = 21 (ungerade Zahl).

Fiir ¢ = 1 folgt aus (1)

_ N+g—HYWN+g—2Nm+1+g
Zy(Bo) = (—1)* P ( n—gq )
=(_1),§(N+q—l)(n+l+q).
g\ ¢—1 n—q

Demnach ist fiir ungerades ¢

297,(fo) = 29++-1 (n ‘:i;— q) 2, Wobei z, eine ganze Zahl ist.

Ist g gerade, so setzen wir ¢ = 2'u, u ungerade, I = 1. Dann gilt
20z, (f,) = 2¥%-1+¥-1z;, wobei z; eine ganze Zahl ist.

"~

1 Beitrige zur Algebra 9
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Fiir ¢ + 2 ist offensichtlich 2'u — I > 1. Wir erhalten daraus

quoz'x.,w.,) — 2o(Bo) + 22,(B0) + 42,(Bo) +q=2"3 292, (o)

= (n+4 1) 4 2¢ (n _:*; 2) (ungerade) +2* (n —; 3) (N + 1) (ungerade)

+ 2% (gerade)
n+ 2
= gk { (ungerade Zahl) 4 ( 3 ) (ungerade Zahl)

1. (” '; 3) (N + 1) (unggrade)}

= 2F {(ungerade Zahl) 4 2*-1 (ungerade Zahl) + 2*-1 (ganze Zahl)).
Ist £ > 1, so folgt

Zﬁ‘ 292,(Bo) = 2* (ungerade Zahl). 3)
q=0

Man kann sich leicht iiberzeugen, daB P(2, 2fg) immer durch 2* teilbar ist. Nun ist
aber wegen (3) P(2, 28,9) nicht durch 21 teilbar. Wir erhalten also a, = k fiir den
Falln + 1= 2%2m + 1), k > 1.

3. Fiir n + 1 = 2(2m + 1) benutzen wir die Formel (2) zur Berechnung von a,.
Es folgt dann

2o(By) + 22,(8,) = 2 (ungerade Zahl).

Deshalb ist P(2, 28,g) durch 2, aber nicht durch 4 teilbar. In diesem Fall gilt dem-
nach a3 = 1.

Mit Hilfe von Satz 2 erhalten wir das folgende Ergebnis:

Satz 4. Gegen die Existenz von 2-reguliiren Immersionen des n-dimensionalen komplezx-
projektiven Raumes P*(C) tn den RY mit v(2n, 2) < N < »(2n, 2) + 2n — 1 treten
die folgenden Obstruktionen auf: Es set n + 1 = 2¥2m + 1), k = 0. Dann existiert
keine 2-reguliire Immersion fiir v(2n, 2) < N < »(2n, 2) 4+ 2n — 2k — 1.

Bemerkung. Das Beispiel der 2-reguliren Immersionen von P*(C) zeigt, daB die
Obstruktionen, die man aus den Ganzzahligkeitssitzen erhilt, stirker sein konnen
als die, welche sich durch direktes Anwenden der Pontrjagin- und Stiefel-Whitney-
Klassen ergeben. Wegen n — k > [n/2] fiir n + 1 = 2%¥2m + 1) ist das in Satz 4
ausgeschlossene Intervall groBer als das Intervall »(2n,2) < N < »(2n, 2) 4 2[n/2] —1,
welches man beim Anwenden der. Pontrjagin-Klassen und entsprechender Dimen-
sionsbetrachtungen ausschlieBen kann. In [7] berechnet H. Suzuxi die Stiefel-
Whitney-Klassen von 7T,P*(C) und schlieBt damit nur das Intervall »(2n, 2) < N
< »(2n, 2) + 2n — 2(2* — 1) — 1 aus.

§ 6. p-regulire Immersionen der GraBmann-Mannigfaltigkeit G

Es sei Gy, = S0(5)/80(3) x 80(2) die GraBmann-Mannigfaltigkeit der orientierten,
zweidimensionalen Unterrdume des R®. G; 4 ist eine sechsdimensionale, orientierbare
Mannigfaltigkeit. Die ganzzahlige Kohomologie H*(G; 5, Z) wird von zwei Elementen
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t € H? und e € H* erzeugt, wobei die Relationen
2=2, =0

gelten (vgl. [8]). Ein Erzeugendes der Gruppe H* ist te. Es bezeichne yp das kanoni-
sche Vektorbiindel iiber Gj ,. Dies ist ein orientierbares, zweidimensionales Vektor-
biindel und trigt somit eine komplexe Struktur. Fassen wir es als komplexes Vektor-

biindel auf, so schreiben wir y. Es gilt ¢,(y) = t. Es sei yk das Komplement von yg.

Das Tangentialbiindel T'G; , ist isomorph zu yr ® yR. Daraus ergeben sich fiir die
Pontrjagin-Klasse und die zweite Stiefel-Whitney-Klasse wy(G; q) folgende Formeln:

P(G5.ﬁ) =1 + t2a 102(05,2) = t mod 2.

Die Pontrjagin-Klasse des Vektorbiindels 7',(Gs, ;) stellen wir in der Form P(T,,(G,,,,))
= 1 4 a,f? dar. Eine einfache Uberlegung zeigt, daB a, eine positive ganze Zahl ist.
Somit 1a8t G;, keine p-reguliren Immersionen in die euklidischen Réume R¥ mit
»6,p) —1 < N <96, p) +1 zu. Um zumindest fiir einige Parameterwerte p
bessere Abschétzungen zu erhalten, berechnen wir a, modulo 4. Dazu benétigen wir
das folgende, leicht zu beweisende

Lemma 7. Es seten E® und F™ komplexe Vektorbiindel der Dimension n bzw. m, deren
erste Chern-Klassen verschwinden. Dann gilt

c(E™ @ F™) = mey(E™) + ncy(F™).
In den nachstehenden Uberlegungen steht 7T, fiir 7'(G;,5). Aus Ty = yr ® yi folgt

IC+ 1+ +yi+1=58@F+y?).
Daraus ergibt sich

k
28Ty @ €+ 1) 84 + 972 + 1) = SKBy + By,
und unter Verwendung des obigen Lemmas 7 sowie der Gleichung ST, ® € + 1)
=T; ® C + 1 erhalten wir
k k—71+4+2 64
(S*(Gy + By =_20{—( . ) aif? + ( N z) a8t + vt + 1))}-

Leicht iiberzeugt man sich davon, daB cy(S**(y* + y-2 + 1)) modulo 4 verschwindet.
Somit gilt

£ o s
c,S"(ﬁy—}-Ey"))-:.——é—‘é;(k ’2+ 2)a¢= mod 4.

Bezeichnen wir mit b; die Zahl
0, falls & = 21,
= I e A )
bi Z4+l i 5+l+z’ falls b — 20+ 1,
=0 4 4 )
80 ergibt sich in Auswertung der letzten Gleichung folgende Rekursionsformel fiir a,:’
v
b,,sz;(" '+2)a. mod 4.
i=o 2

Lemma 8. Modulo 4 qilt ay = ag—, und ag,; = by.y — by-y.
T*
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Beweis. Wir zeigen die erste Gleichung induktiv. Sie gilt fiir I = 1, sie sei fiir 1, ...,
! — 1 richtig. Dann ergibt sich

=1(/21 — 204 2 2l — 21 + 3
0=0by= au+3a-u-x+‘2:{( 2t+ )aa|+( 9 + )azH}

=1
= aq + 3ag-, +‘2; @ —3+ 1) (4 — 47 + 4) ay;= ay + 3ag--

Die zweite Beziechung erhalten wir unter Verwendung der bewiesenen aus folgender
Rechnung:

bar+1 — b = 9 9

fm=
2l—-1

E‘Zo‘ (4 — 20 + 3) a4 + 3ay + Ay

2‘+‘(2l—z‘+3)a alz—,l(zz_i+ 1)a
i i

i=0

-1 . 2!
= —J 2a; — Y ai + ayn

=0 1=0
1-1 -1
= —‘Z; 2(2¢ + 1) aging —_Z; (@gi+1 + Qis2) + Qana
§= fa=
1-1 -1
= —_Z; 289141 —‘Z; 2a3i41 + Qg141 = Q41+
fm= -

Es zeigt sich nun, daB die Koeffizienten a; modulo 4 periodisch mit der Periode 32
sind. Auf Grund von Lemma 8 geniigt es,

Gais1438 = Gy Mod 4
zu beweisen. Dies ergibt sich unter Beriicksichtigung der Kongruenz

n+16\ (=
(57)=(5) moas
und aus Lemma 8 wie folgt:

Agi+1+38 = Qg(1+18)+1 = bai+10041 — bai+16-1

Z'E'(4+l+16—i)(5+l+15+i)

=0 4 4

'+12‘,-14+l+16—1—i Bi+16—144

- 4 4

e LG\ (BT d| B8 L — 1 — 4\ (Bl — 14
=;§( 4 )( " )‘5‘5( 4 )( " )

= bgi41 — bai-1 = aginy-
Wir bestimmen jetzt a,, ..., @3y direkt und erhalten fiir a; mod 4 folgende Tabelle:

m 0123456 78 9 10 11 12 13 14 156 16
agemw | 0 1.1 1133332 2 2 2 2 2 2 2

17 18 19 20 21 22 23 24 26 26 27 28 290 30 31
$ 33 3 1.11 1 0 O O O O O O
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Wir kommen jetzt zur Berechnung der Invarianten P(p, At) und Q(p, 4t). Die Zahl 4
ist so zu wihlen, daB

At= {(7 : ”) i+ 1} wy(Gy5) mod 2

gilt. Damit erhalten wir fiir A die Bedingung

_(1+p _|p—1
A=( 3 )+1=[—8 ] mod 2.

Aus den am SchluB von § 4 angegebenen Formeln fiir P(p, d) und Q(p, d) im Fall
ciner sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit sowie aus der Kohomologiestruktur von
G, ergibt sich

A—1AA+1 A—1)AA4+1

( )3( + )——Aap, Q(p,At)=( )3( + )+Aap.

Ist p=9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16 modulo 32, so kann 4 =1 zur Berechnung
verwendet werden. Dann ergibt sich

Pp,t)=2=Q(p,t) mod 4.
Aus Satz 2 erhalten wir somit
Satz 5. 1. Die Grapmann-Mannigfaltigkeiten Gy o = SO(5)/SO(3) X SO(2) und Gy
— 0(6)/0(3) X O(2) der orientierten bzw. unorientierten, zweidimensionalen Unierrdume,

des R® lassen keine p-reguliren Immersionen in die euklidischen Riume R®.»-1
Rr6.p) R76.P)+1 o4,

2. Ist p=9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16 modulo 32, so existieren keine p-reguliren
Immersionen dieser Mannigfaltigkeiten in die euklidischen Riume RN mit

%6, p) — 3 < N < »(6, p) + 3.

P(p, Ati =
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