D
[-A elt

Werk

Titel: Einige Ergebnisse aus der Theorie der zyklisch erzeugten modularen Verbande
Autor: Richter; GERD

Jahr: 1979

PURL: https://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?301416052_0008 | log8

Kontakt/Contact

Digizeitschriften e.V.
SUB Géttingen

Platz der Gottinger Sieben 1
37073 Gottingen

& info@digizeitschriften.de


http://www.digizeitschriften.de
mailto:info@digizeitschriften.de

Beitriige zur Algebra und Geometrie
8 (1979), 33 -53

Einige Ergebnisse aus der Theorie der zyklisch erzeugten
modularen Verbiinde

(iERD RICHTER

Kiner der wichtigsten Zweige der allgemeinen Gruppentheorie ist die Theorie der
primédren abelschen Gruppen.

In der vorlicgenden Arbeit soll eine spezielle Klasse algebraischer modularer Ver-
binde, die die Klasse der Untergruppenverbiinde der verallgemeinerten primiren
abelschen Giruppen (siche [12]) echt enthélt, also nicht nur der primiren abelschen
Gruppen, umfassend untersuchtf werden. Dabei werden unter anderem verbands-
theoretische Analoga zu wichtigen gruppentheoretischen Aussagen bewiesen. Es han-
delt sich im wesentlichen um zum Teil vercinfachte Beweise von Ergebnissen aus
der Dissertation [16] des Verfassers.

Dieser Beitrag schlieBt sich eng an die Arbeiten von R. Frrrzscue [2, 3] und
R. FritzscHE und (. RicHTER 5] an, wobei dem dort verwendeten Begriff ,,aus-
gezeichnetes Element der Begriff ,,Zyklus‘ entspricht.

Im ersten Abschnitt sollen die in der Arbeit verwendeten Bezeichnungsweisen und
Begriffsbildungen eingefithrt werden. Im zweiten Abschnitt werden einige Sitze
und Hilfssitze, die fiir Beweise in den weiteren Abschnitten bendotigt werden, bereit-
gestellt. Im dritten Abschnitt wird gezeigt, daB die Klasse algebraischer modularer
Verbiinde, in der der von Heap und KErtEsz gepriigte Begriff ,,Servanzelement*
mit dem durch die Gruppentheorie inspirierten mittels der Hohe definierten Begriff
iibereinstimmt, eine Klasse spezieller ,,zyklisch erzeugter modularer Verbinde ist.
Im vierten Abschnitt kann nachgewiesen werden, daB zwei in der Menge der Zyklen
definierte Unabhingigkeiten D-Unabhingigkeiten im Sinne von KErrész [7, 8]
sind. Darauf aufbauend sollen in den Abschnitten V und VI Aussagen iiber Servanz-
untergruppen, Basisuntergruppen und dividierbare Untergruppen primérer abelscher
Gruppen verallgemeinert werden.

Weiterhin wird im Abschnitt VII ein notwendiges und hinreichendes Kriterium dafiir
angegeben, dal die Vereinigung aller ,,Zyklen endlicher Ordnung* direkte Kompo-
nente vom Einselement ist.

L. L sei ein algebraischer (d. h. kompakt erzeugter vollstindiger) Verband, 0 € L das
Nullelement, 1 € L das Einselement von L. K sei die Menge der kompakten Ele-
mente von L.

Gilt @ < b mit a,b € L, so bezeichne bja denjenigen Teilverband von L, der aus
allen Elementen z € L mit « < x < b besteht. Ein Element z ¢ b/a heile genau dann
ein Zyklus oder ein zyklisches Element in bja, wenn z/a eine Kette und z[x eine end-
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34 GERD RICHTER

Die endliche oder unendliche Linge der Kette z/« heille die Ordnung des Zyklus :
beziiglich @ und werde mit O,(z) bezeichnet.

is sei Z(b/a) die Menge aller Zyklen von b/a, es sei Z,(bja) die Menge aller Zyklen
2 € Z(blu) mit Oy(z) < oo und Z,(bja) sei die Menge aller Zyklen z € Z(b/a) mit
0,4(z) = o0.

Zu jedem Zyklus z € Z(b/a) mit z >> a existiert in b/« genau ein unterer Nachbar.

liche Kette fiir alle z mit z = x > « ist, inshesondere ist dann a ein Zyklus in b/«.

def :
Dieser werde mit z, bezeichnet, ferner sei « = «. Die Bezeichnungsweise ¢ — b
bedeutet, dal ¢ ein unterer Nachbar von b ist (Sz4sz [18]).
Fiir jedes beliebige Element ¢ € bja werde

&= U (3 |2 € Zlcfa),

o 2 m-nyy
Cy = (ca ))a’

def
0V =¢

gesetzt. Gilt z € Z(b/a) und existiert eine groBte nichtnegative ganze Zahl m, so daf3

die Gleichung z!™ = z mit x € Z(b/a) 16sbar ist, so heiBe H,(z) « m die Hoke des
Elements z beziiglich b in b/a. -
Falls eine solche Zahl nicht existiert, werde H,(z) = oo gesetzt. Zur Abkiirzung
wird weiter definiert:
def def def
Z=2Z1L), Z\=2Z\L), Z,=2Z(L),

def , def . def
O(z) = Oy(2), ¢ = Cp, H(z) = H,(z).

Ein Zyklus von L heifle Zyklus (schlechthin).

Es sei noch bemerkt, daf in einem algebraischen Verband jeder Zyklus z kompakt
ist. Denn ein Zyklus z kann nur dann Vereinigung kompakter Elemente sein, wenn z
selbst kompakt ist.

Weiterhin heille ein algebraischer Verband L zyklisch erzeugt, wenn er die folgende
Eigenschaft besitzt:

a€L=a=U(z]|z €Z, N geeignete Indexmenge, »¢€ N).

Die direkte Vereinigung von Elementen b, € bja (v € N, N Indexmenge) in b/a werde
mit Ug(b, | » € N) baw. mit Uy(b, |» =1, ..., n) = b, Uz by U, - - - U, b, bezeichnet, und
es sei

o def
U (b, | v € N)= U (b, | » € N).

Die Elemente b, werden direkte Komponenten von U (b, | » € N) genannt.

Eine Untermenge @ < L heile genau dann unabhdingig, wenn die direkte Vereinigung
der Elemente von @ existiert, und maximal unabhiingig in der Untermenge R & L,
wenn unter der Voraussetzung S R S L auBerdem fiir jedes Element c € R \
die Relation ¢ n U (d | d € Q) > 0 besteht.

Ferner heiBle eine unabhingige Untermenge kompakter Elemente des Verbands L
genau dann eine Basis von L, wenn deren direkte Vereinigung das Einselement
von L ist. Bilden insbesondere Zyklen eine Basis von L, so werde diese eine zyklische
Basis genannt.

Eine Basis von L ist sicher maximal unabhingig in L, da a < 1 fiir jedes Element
a € L gilt.
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Weiter heille ein Element b € L genaun dann ein Servanzelement in L, wenn zu jedem
Element ¢ € K cin Element d(= b uec) mit bue =b0d cxistiert (vgl. A. KEgr-
TESZ [9]).

Ein Servanzelement « € L heile genau dann Hauptelement von L, wenn a direkte
Vereinigung von Zyklen ist und 1, = 1 gilt. Eine Untermenge Q < Z heille genau
dann S-unabhiingyg, wenn U (z | = € Q) existiert und Servanzelement in L ist, und
maximal S-unabhingig in der Untermenge R S Z, wenn aulerdem unter der Voraus-
setzung Q@ S R S Z fiir jedes Element x € R\ @ die Menge @ v {x] nicht S-unab-
hingig ist. Ein Elemcm c€bla («,b,c€ L) heile genau dann injekttv im Teil-
verband b/a, wenn ¢} = ¢ gilt Ein injektives Element v € bja heille genu.u dann
Quasizyklus in bla, wenn v/a eine Kette ist.

Z(b/a) sei die Menge aller Quasizyklen des Teilverbandes bja, und es sei Z Z(L)

II. Die Beweise der folgenden Sitze und Hilfssitze befinden sich, insofern kein
weiterer Literaturhinweis angegeben ist, in der Dissertation [16] des Verfassers. Im
folgenden sei L ein algebraischer modularer Verband, falls nichts anderés voraus-
gesetzt wird.

Satz 1 (siche KERTESz [9]). Eine Untermenge B von K ist genau dann eine Basis
ron L, wenn B maximal unabhiingig in K und (¢ | ¢ € B) ein Servanzelement in L
ist.

Satz 2. Es set a Servanzelement in L mit a < b, b € L. Ist b Servanzelement in 1/a,
dann ist b auch Servanzelement in L.

Satz 3. Esseta,b € L mit a < b. Ist b Servanzelement tn L, dann ist b auch Servanz-
clement wn 1/a.

Hilfssatz 1. Es su L ein algebraischer Verband; a € L und Q S L. Es qilt

anlU(x|ze€Q) d>0 genaw dann, wenn an U (x |z € Q' S Q) > 0 fiir eine
endliche U ntermem_]e Q' von Q gult.

Hilfssatz 2. In einem algebraischen modularen Verband ist jede direkte Komponente
etnes Servanzelements ebenfalls Servanzelement.

Hilfssatz 3. Es sev L ein algebraischer modularer Verband mit der Eigenschaft
deL, ceK, d<c=>d¢cK.

Die direkte Vereinigung kompakter Elemente von L ist genau dann Servanzelement,
wenn jede direkte Vereinigung endlich vieler (jede ,.endliche direkte Vereinigung)
dieser Elemente Servanzelement ist.

Hilfssatz 4. Es seva,b€ L,a =<b, b=, (avy, |y, € L,veN). Gilt y,na =0
fiir alle v € N, dann gilt

b=a0U(y, |v€N).

Hilfssatz 5. Es sei L ein vollstindiger Verband, und ¢, € L, ¢ € K seien Elemente mit
¢y < ¢. Dann existiert ein Element ¢y € L mit ¢; < ¢y — c.

Im folgenden sei L ein zyklisch erzeugter modularer Verband.

Hilfssatz 6 (siche auch [5]). Es ist u € Z(bla) genauw dann, wenn u = a vz mat
z € Z(b/0) gils.

3*



36 GERD RICHTER

Bemerkung. Aus dem Beweis von Hilfssatz 6 folgt, dall jeder Teilverband der Form
bla eines zyklisch erzeugten modularen Verbands ebenfalls zyklisch erzeugt ist.

Hilfssatz 7 (siche auch [3]). Ist w = « vz € Z(ba), z € Z, dann qilt v = a v 2.

Hilfssatz 8 (siche Eigenschaft (I11) in (2, 3]). Es sei 2,2, € Z, « € L, z, <z, v a,
2y £ 25 ua. Dunn gilt a v zp = a U zy, also insbesondere z, < a v 2

Hilfssatz 9. Ks seiz€ Zmitz < U (2, |2, € Z, v € N)und z $ Uz | r € N). Dann
existiert eim vy € N mat U (=, | v € N) =zu U (2, | » € N\ {re}).

Hilfssatz 10 (siche Eigenschaft (I11) in [2, 3)). Essei z€ Z nat = = U (b, | b, € L,
ve€N). Dunn gilt =" = U (I, | v € N).

Folgerung. Ist « = U (b, | v € N), sogilt «' = J (b, | r € N).

Hilfssatz 11. Ks sev «,b,c € L mit ¢ = o =< b und a Servanzelement in bjc. Dann
qilt H,(z) = H,(2) fiir alle =z € Z(a]c).

Hilfssatz 12 Gilt ¢ € K,d € Lundd < ¢, dann gilt auch d € K.

Hilfssatz 13. Essetz€ Zmitz < Uy, |y € Z o Z,v € N). Dann existiert zu jedem
v € N evn Zyklus z, < y, derart, daf8 O(z,) < O)und = =< U (5, | r € N) qult.

Folgerung 1. Ist =€ Z Atom in L mit == O(y, |y, € ZuZ,v € N), dunn gibt es
etne Menge von Atomen z, (v € N' & N) mit =, =y, fir jedes v € N und
z=< Uz |v€N).

Folgerung 2. Ist = € Z ein Zyklus mit O(z) = k und
"'(Al)iU (A ”I"C 0(~,)>/~,)EA)
dann qilt z 0 (3, | r € N) = 0.

Hilfssatz 14. Es sei a,b,c € L mitc < a =< b, a Servanzelement 1n bjc und «' = c.
Dann gilt « n b\ = ec.

Satz 4 (siche auch [5]). Es set L ein zyklisch erzeugter modularer Verband, und es set
anb=c, 2€Z(wuble), zW Za (n =Z0) («,b,c € L). Dann existiert exn Element
y € Z(a[0) mit der Evwgenschaft =™ v e = y™ uec.

Satz 5 (siehe auch [5]). Besitzt ein zyklisch erzeugter modularer Verband L mit der
Eigenschaft Z = Z, eine zyklische Basis @, so qilt 1 =U («;|e=1,2,...) mit
= o =Za, -0 ound H(R) S h; fir alle z € Z(a;/0) mit z>0 (1= 1,2,...),
wobet h; geeignete natiirliche Zahlen .smd

HI. Der eingangs definierte Begriff ,,Servanzelement in einem algebraischen modu-
laren Verband* ist allgemeiner als der durch die Gruppentheorie inspirierte mnttels
der Hohe definierte Begriff.

Um Ergebnisse der Theorie der primédren abelschen Gruppen verallgemeinern zu
konnen, ist es zweckméBig, die Klasse derjenigen algebraischen modularen Verbande
zu betrachten, in der beide Begriffe iibereinstimmen. Deshalb soll zunéchst die Klasse
der algebraischen modularen Verbinde, die die Eigenschaft (i) besitzen, untersucht
werden. Dabei sei

(i) a,bce L, c=a=b, Hyz) = H,z) firalle ze¢ Z(ajc)
= a ist Servanzelement in b/c.
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Es wird gezeigt werden (Siitze 6, 7 und 8), daBl die Eigenschaft (i) hinreichend und
notwendig dafiir ist, dall ein algebraischer modularer Verband mit (i) ein zyklisch
erzeugter modularer Verband mit der Eigenschaft (iv) ist. Dabei sei

(iv) M =b™mye, DL b Mye mit z€Z, beelL
= esexistiert cinx € Zmitxr < zub, 2™ < e, w1 $ b-b y e,

Inshesondere ist dann (iv) hinreichend dafiir, daB in einem zyklisch erzeugten modu-
laren Verband diec Umkehrung von Hilfssatz 11 gilt. Die Eigenschaft (iv) ist etwas
schwicher als die Kigenschaft (V') in [3].

Ferner wird in Hilfssatz 15 der Zusammenhang zwischen der Hohe des Zyklus
: € afe beziiglich « und der nichtnegativen ganzen Zahl », fiir die z < o gilt,
herausgestellt.

Satz 8 ist cine Verallgemeinerung cines Satzes von H. PRUFER [15] und R. BAER (1],
der besagt, daB jede primire abelsche Gruppe, deren Elemente von beschrinkter
Ordnung sind, eine direkte Summe zyklischer (iruppen ist. Ein entsprechendes Analo-
gon zu diesem Satz wurde bereits von R. FrrrzscHe [2] bewiesen, jedoch erlauben
die bisher vorliegenden Sitze und Hilfssitze eine von [2] abweichende Beweis-
fithrung.

In Hilfssatz 16 wird gezeigt, daB jeder Teilverband b/c die Kigenschaft (iv) besitzt,
wenn L diese Eigenschaft hat.

Hilfssatz 17 besagt, dal} jedes kompakte Element eines zyklisch erzeugten modularen
Verbands die direkte Vereinigung endlich vieler Zyklen ist.

Satz 9 ist eine Verallgemeinerung eines Satzes von KuLikov [10], der besagt: Wenn C
Servanzuntergruppe einer abelschen Gruppe @ ist und die Faktorgruppe G/C als
direkte Summe zyklischer Gruppen darstellbar ist, so ist C direkter Summand von G.

Satz 6. Es sei L ein algebraischer modularer Verband mit der Eigenschaft (i). Dann ist L
zyklisch erzeugter modularer Verband.

Beweis. L ist ein kompakt erzeugter Verband. Kann man zeigen, da$ jedes kom-
pakte Element Vereinigung von Zyklen ist, so ist L zyklisch erzeugt. Also sei ¢ € K
und ¢, = U (2|2 € Z(c/0)) < c. Dann gilt aber H,(z) = H, (2) fiir alle z € Z(c,/0)
= Z(c/0), weshalb ¢, nach (i) Servanzelement in ¢/0 ist.

¢ ist kompaktes Element in ¢/0, also existiert ein ¢ € ¢/0 mit ¢, uc = ¢, Ue.

Da z =< ¢, fiir alle z € Z(c/0) gilt, existieren wegen (1)
¢; ne =0 in ¢/0 keine Zyklen z > 0.

Aus ce; = ¢, U efe, =~ ¢/0 folgt e € K, d. h., e besitzt nach Hilfssatz 5 einen unteren
Nachbarn d.

Da Z(e]0) = Z(d[0) = (0} gilt, ist d Servanzelement in ¢/0, d. h., es gibt ein f € e/0
mitduve=duf.

Wegen e/d = d U f/d =~ f/0 ist { Atom in /0 < ¢/0 im Widerspruch zu (1).

Damit ist gezeigt, daBl die Annahme ¢, < ¢ falsch war, d. h., es gilt ¢ = ¢,. Also ist L
zyklisch erzeugt.

Hilfssatz 15. L sei ein algebraischer modularer Verband mit der Eugenschaft (i), und
es sev a,c € Lomit ¢ < a und z € Z(ajc) mit z < a{™. Dann existiert ein zy € Z(ajc)
mit (zg){" = z.

Beweis. Nach Satz 6 ist L zyklisch erzeugt. Es geniigt, den Fall » = 1 zu be-
trachten. Fiir jede natiirliche Zahl n ergibt sich die Behauptung mittels vollstandiger
Induktion.
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Es sei z € Z(ua./c) mit H,(z) = 0 und z, € Z(u[z) it (21);2 = =. Nach Hilfssatz 6
und 7 gilt dann z = (21)z7 = 2L U (z2)¢ mit 2, € Z(a/c), woraus (z); = z im Wider-
spruch zu H,(z) = 0 folgt. Demnach kann es kein solches z, geben, weshalb z auf
Girund von (i) Servanzelement in «/z ist.

Nach Hilfssatz 14 gilt dannz n a7 =z{,d. h. = & .

Aus der Folgerung zu Hilfssatz 7 folgt a7 = z{ v a;. Im Widerspruch zur Voraus-
setzung iiber z gilt somit z £ «/. Damit ist aber gezeigt, dall die Annahme H,(z) = 0
falsch war, d. h., es existiert ein Element z, € Z(«/c) mit (z,), = =.

Satz 7. Besitzt ein zyklisch erzeugter modularer Verband L die Eigenschaft (i), so
besitzt er auch die Eigenschaft (iv).

Beweis. Esseiz € Z,b,¢c € L mit z" < bt ye, zn-1 i b=l yoe. Ist 2z < ¢, dann

erfiillt z, = 2 die Bedingung (iv).

s sei also z™ £ ¢. Dann ist x = ¢ u z Zyklus in (b u ¢ U 2)/c mit x™ > ¢. Nach der
Folgerung zu Hilfssatz 10 gilt (b u z)™ = b u 2™, so dali nach der Folgerung zu
Hilfssatz 7

.L'(c'” g (b Ucu :)in) =cub™myztm =¢yb" = (C u b)i"'

gilt. Aus Hilfssatz 15 folgt somit dic Existenz eines Elements y € Z(b u c/c) mit
™ = x™, d. h., insbesondere gilt O.(y) = O.(x). Aus der Isomorphie b u c/c
= bjbn ¢ folgt die Existenz eines z, € Z(b/b nc¢) mit y = ¢ u z,. Nach Hilfssatz 6
existiert dann ein Zyklus z; € Z mitz, = (b nc) vz, d. h,, es gilt y = ¢ v z,. Fiir alle
w € Z(y u x/c) und alle nichtnegativen ganzen Zahlen n gilt nach Hilfssatz 10
ul™ < 2™ u Y™ und damit O,(u) < O,(x) = O.(y).

Nach (i) ist y Servanzelement in y u x/c, weshalb ein yy € Z(y u xfc) mity v x = y O ¥,
existiert. Weiter gilt yuwr =cuzuz, und damit yuv xfe~zuz/(zuz)ne, d. h.,
es gilt

Yo=cCux, Mit x4 € Z(z uzf(zuz)n c).

Aus Hilfssatz 6 folgt die Existenz eines zy € Z(z u 2;/0) mit xy = (c n(zuz )) U 2,
d. h.yy =cuz. Wegen y uyoly =y v eflyc xfxrny=yefc und x ny = 2™ = ym
gilt ¢ = (yo){™ = cuz{”, also 2" <ec. Aus zp < zuz und z; < b folgt natiirlich

2o = 2z U b. Aus der Annahme z{"~"'< -1 y ¢ folgt
cu z(()n» [ [ (yo):.n— 1) é b("‘” ue.

Weiter gilt """ < b1 y ¢. Nach der Folgerung zu Hilfssatz 10 ergibt sich daraus

(Y uy)® M =(yua)" " < bV ye,d. h, esgilt 21 < b=V y ¢ im Widerspruch
zur Voraussetzung iiber z.

Der folgende Satz ist ein Analogon zu dem ecingangs erwihnten Satz von H. PRUFER
[15] und R. BaEr [1].
Fiir den Beweis kann die Eigenschaft (iv) abgeschwicht werden.

(ive) Es sei z™ < b™, 2D 4 p-1 mit z € Z und b € L = es existiert ein x € Z
mit x < zub, x™ =0, x-H g pn-N,
Satz 8. Es sei L exn zyklisch erzeugter modularer Verband mit der Eigenschaft (iv,),

und es gelte O(z) < n fiir alle z € Z, wober n eine natiirliche Zahl ist. Dann besitzt L
eine zyklische Basis Q S Z.

Beweis. Es sei X; S Z die Menge aller z € Z mit O(z) = 7. Die Menge X, enthilt
sicher eine maximale unabhingige Untermenge Q,, die zu einer maximalen unabhin-
gigen Untermenge @,_, von X, , erginzt werden kann. Ist @, ;,; eine maximale
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unabhéingige Untermenge von X,_;,,, so kann diese zu einer maximalen unabhéngigen

def

Untermenge @, von X,_; ergidnzt werden. Somit ist Q pr @, eine maximale un-
. def def .

abhéngige Untermenge von Z. Es sei ¢, = Uz|ze@), q = Ulz|z€@). Dann

gilt z < ¢ fiir alle Atome z € L.

Unter der Annahme, dall aus z € Z und O(z) < k — 1 stets z < ¢ folgt, sei z € Z
cin Element mit den Eigenschaften O(z) == k& und z £ ¢. Dann gilt z n ¢, > 0, da
= € X, und @, maximal unabhiingig in X, ist, aber = £ ¢;.

Aus z*-1 < 2 n g < g und O(x) = £ fiir alle x € @ folgt nach Hilfssatz 13 und der
Folgerung zu Hilfssatz 10 2¢-D < gl 1 = J («®-V | & € Q;), weshalb eine Zahl 7,
l<r<k—1,mit

0 S, ool @

existieren muB. Nach (ive) gibt esdanneinx € Z mit x < 2 u g4, 2™ = 0, 201  gff 1.
Wegen (2) gilt auBerdem ¢y " = 2 u ¢y ", so daB x £ 2’ u ¢, nach Hilfssatz 10
gilt. Nach Hilfssatz 8 gilt damit aberz S x v g mit O(x) =r <k —1,d. h.z <q.
Wegen ¢, < ¢ folgt im Widerspruch zur Annahme iiber z somit auch z < q.

Folgerung. Ks sei L evn zyklisch erzeugter modularer Verband mil der Kigenschaft
(ive) und ¢ € K mit Z(c/0) = Z,(c/0). Dann gilt c = U (z; | v = 1, ..., m).

Beweis. Aus der Kompaktheit von ¢ folgt ¢ = U (2; | x; € Z,72 =1, ..., r), wobei r
cine natiirliche Zahl ist. Weiter gilt O(x;) < oo fiir z = 1, ..., r, weshalb eine Zahl »
mit O(z;) < n fiir ¢ = 1, ..., r existiert. Nach Hilfssatz 10 gilt somit ¢ = 0, d. h.
0(z) < n fiir alle z € Z(c/0), also folgt aus Satz 7 und der Kompaktheit von ¢ dann
c=Ulzi|t=1,..., m).

Hilfssatz 16. In einem zyklisch erzeugten modularen Verband L mit der Eigenschaft
(iv) besutzt jeder T'eilverband b/c diese Eigenschaft.

Beweis. Es sei a, d € b/c, z € Z(b/c), und es gelte z{" < a{ ud, 2* 1 £ a{* M ud.
Nach der Bemerkung zu Hilfssatz 6 ist jeder Teilverband b/c eines zyklisch erzeugten
modularen Verbands L ebenfalls zyklisch erzeugt. Aus Hilfssatz 6 folgt somit die
Existenz von Elementen z, € Z(b/c) und z, € Z mit z, = ¢ u z, sowie

a=U(z|veEN)=cuU(z,|vE€N).

d
Weiter gilt z = ¢ u x mit x € Z. Ferner sei «, z U (x, | » € N). Aus der Folgerung
zu Hilfssatz 7 folgt

z™ <aMud=a"uvd, 2V 4aPVud=0a""ud,
da ¢ < d gilt. Nach (iv) existiert ein z, € Z mit 2o <z va,, 2" <d,z{" P fal* P ud.
Nach Hilfssatz 6 ist y v %y Zyklus in bjc, und wegen ¢ < d gilt
a?uvd=a{"ud,
sodaBy <zua,y™ =cua™ =<d, y" " £ ol ud folgt, w. z. b. w.

Hilfssatz 17. In einem zyklisch erzeugten modularen Verband L mit der Evgenschaft
(iv) gilt c € K genau dann, wennc = U (z; |t = 1, ..., n, z; € Z).

Beweis. 1. Jede Vereinigung endlich vieler kompakter Elemente ist kompakt,
also insbesondere auch eine Vereinigung endlich vieler Zyklen.

2. a) Es seic € K mit Z(¢/0) = Z,(c/0). Dann folgt die Behauptung aus der Folgerung
zu Satz 8.
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b) Es sei ¢ € K mit

Z(c[0) = Z,y(c/0) u {0]. (3)
Dann existiert eine natiirliche Zahl n mit

c = U (25 ' % € 227 t= ]y sisiey Il),

c>UR Iy =n,j=1..,n—1),

4

d. h., inshesondere gilt z; || z; fiir 1 < 7 = n und 7+ j, so daBl wegen (3) und der
Eigenschaft (iv) dann z; n z; = 0 gilt. Somit existiert 2 0.2

Weiter werde vorausgesetzt, dal} « P UGilt=1,..,0—1 mit 2<1—1< n)
existiert und « nz = 2™ > 0 ist. Aus (4) folgt m == 0, so dall wegen (3) und (iv)
dann H,(z{™) = 0 gelten muB. Aus z{™ < «’ und z/m-b £ « wiirde nach Eigenschaft
(iv) die Existenz eines Atoms in ¢/0 im Widerspruch zu (3) folgen, d. h., es gilt
z™ ', so daB nach Hilfssatz 9 eine natiirliche Zahl r nsrsi—0
mit e =zuvU@li=1l,..,r—1Lr41,...,1— 1) und damit inshesondere
ce=U@le=1,..,r—1Lr+41,...,n) im Widerspruch zu (4) existiert. Somit
gilt also @ n z; = 0 und demnach anch e = O (z; |1 = 1, ..., n).

¢) Es sei ¢ € K und ¢, pic U (: 21e Z,(r/())). Nach Hilfssatz 12 gilt ¢, € K, d. h., es
gilt ¢, =U (z,- | zi € Zy(c[0), T =1, ..., u]t;) nach der Folgerung zu Satz 8. Somit
existiert aber insbesondere wegen der Folgerung zu Hilfssatz 10 eine natiirliche
Zahl k mit c{* = 0, so daB z n ¢, = 0 fiir alle = € Z,(c/0) gilt. Auf Grund der Hilfs-
sdtze 6 und 7 kann der Verband c/c, keine Zyklen endlicher Ordnung besitzen, d. h.,
es gilt Z(c/c,) = Zy(c/c,) v {¢y).

Nach HEeap [6] ist ¢ kompaktes Element in dem zyklisch erzeugten modularen
Verband ¢/c,, der nach Hilfssatz 16 die Eigenschaft (iv) besitzt.

Aus b) folgt dann ¢ = (;1:,- | x; € Z(cley), e =m 41, ..., n).

Fiir ¢ =m 4 1, ..., n existieren nach Hilfssatz 6 Elemente zi € Zy(c/0) mit z;
= ¢; U z;. Damit gilt aber nach Hilfssatz 4

c=quUGEli=m+1L,..,0)=0U@Gli=1,..,n).

Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung des am Anfang dieses Abschnitts

erwithnten Satzes von KuLikov [10], wobei der Begriff Servanzelement jedoch nicht
verwendet wird.

Satz 9. Existiert in einem zyklisch erzeugten modularen Verband L mit der Evgenschaft
(iv) ein Element a derart, daB 1 = ), (z, | z, € Z(1a), v € N) und H,(z) = H(z) fiir
alle z € Z(a[0) gilt, dann existiert ein Element b € L mit 1 = a 0 b.

Beweis. Nach Hilfssatz 6 gilt z = « u x mit z € Z fiir alle z € Z(1/a). Daraus ergibt
sichl=U,(z,|veEN)=U(aux,|x € ZreN).Istanx, =0, dann sei
def
Uy = Ty (5)
Ist andererseits
O<anx,=z"<a (veN), (6)

dann existiert wegen H,(x) = H(x) fiir alle x € Z(a/0) ein Zyklus v, € Z(a/0) mit
o™ = x{™, d. h. aber, wegen (6) gilt «'" < ¢ und 2"~ £ a"-Y, woraus nach
(iv) die Existenz eines y, € Z mit y, < a v x,, " = 0, Y"1 g a- folgt. Damit
gilt aber insbesondere y, £ a u 2/, so daB nach Hilfssatz 8 und (5) fiir jedes v € N

def .
3, =avx, =aly, gilt. Nach Hilfssatz 4 existiert b = U(y, v € N), und es gilt
=aub.
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Nun kann gezeigt werden, daB in einem zyklisch erzeugten modularen Verband (i)
aus (iv) folgt.

Satz 10. Ein zyklisch crzeugter modularer Verband L mit der Eigenschaft (iv) besitzt
auch die Eigenschaft (1).

Beweis. Es sei a,b,c€ L mit ¢ =a b, und es gelte H,(z) = Hy(z) fiir alle

z € Z(a/e). Ist d € bc ein belicbiges kompaktes Element in b/c, dann ist nach HEAD [6]
def
e=aud kompaktes Element in b/a. Nach Hilfssatz 17 gilt dann

e=Uq (3,2 € Zlefa), v = 1, ..., n).
Weiter gilt fiir alle z € Z(ufc) wegen « < e = b
Hy(z) = Hy(2) = H(z) < Hy(2),

also insbesondere H,(z) = H,(z). Nach Satz 9 existiert im Teilverband e/c ein Element
dy € efc mit e =a ud = a0d,. Damit ist aber gezeigt, daB a Servanzelement im
Teilverband b/c ist, d. h., L besitzt die Eigenschaft (i).

IV. In diesem Abschnitt sollen die Unabhéngigkeit und die S-Unabhéngigkeit von
Untermengen von Z \ {0} eingehender untersucht werden.

Es sei Xd;rZ\{()]. Unter Benutzung des Begriffs der Unabhédngigkeit (S-Un-
abhingigkeit) von Untermengen von X soll eine Abhingigkeitsrelation D[z, 4]
(Dslx, A)) fiir Elemente x € X und Untermengen 4 € X definiert werden. Es wird
gezeigt, dafl X eine D-Menge (Dg-Menge) im Sinne von A. Kerr#sz [7, 8] ist und
eine Untermenge 4 von X genau dann unabhingig (S-unabhéngig) ist, wenn sic
D-unabhingig (Ds-unabhingig) ist.

Fir x € X und 4 € X gelte

D[z, A] genau dann, wenn eine endliche unabhingige Untermenge A’ von 4 derart
existiert, daB xa n U (z |z € 4" S 4) > 0 gilt;

Ds[x, A] genau dann, wenn eine endliche S-unabhingige Untermenge 4’ von 4
derart existiert, dafl = € A’ gilt oder A’ u {x} nicht S-unabhingig ist. Dabei sei
insbesondere A’ = ) zugelassen.

Besteht fiir ein Element x € X und eine Untermenge 4 & X die Relation D[z, 4]
(Ds[z, A]) nicht, so werde dies durch D[x, A] (Ds[x, A]) ausgedriickt. Eine Unter-
menge A S X heifit genau dann D-unabhiingig (Ds-unabhingig), wenn Dla, A \ {a}]
(Dsla, A \ {a})) fiir jedes Element a € A4 gilt.

Hilfssatz 18 ist die Grundlage fiir den Nachweis, dafl X eine D-Menge ist (Bedingung
(1I1) (siehe [8], S. 26)).

Hilfssatz 18. L set ein zyklisch erzeugter modularer Verband und z € Z mit
20U (zi|0<z€Z,v=1,...,n) = 2™ > 0. Dunn gilt auch

zoU@E;|0<z; S2zt=1,...,n) > 0.
Beweis. Nach Hilfssatz 13 existieren fiir ¢ = 1,...,n Zyklen y; < z; mit O(y;)
< 0(z™) und 2™ < U (y; |t =1,...,n). Dann existieren ein Index j und eine
natiirliche Zahl r; (0 < r;; 1 < j < n) derart, daB 3" < z; fir t=1,...,n und
Y > 0 gilt. Aus O(y;) = O(z™) folgt 2™ > 0 und damit nach Hilfssatz 10
Oz s Yt li= Lo W) EUE1= L ..o ),
d.h,esgiltznU(z;|i=1,...,2) > 0.
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Satz 11. L sei ein zyklisch erzeugter modularer Verband. Dann ist X eine D-Menge,
und es gilt:

(V) A S X st genau dann unabhiingig, wenn A D-unabhiingig ist.

Fiir den Beweis des Satzes muf} man zeigen, dafl X die Bedingungen (I) bis (1V)
(siche [8], S. 26) und (V) erfiillt.

(I Ist A S X und x € A4, so gilt D[z, A].

Beweis. Jede einelementige Untermenge von X ist unabhingig, so daBl aus 4 & X
und z € 4 D[z, 4] folgt, da {x} & A und 2 n x = = > 0 gilt.

(1) Gilt fiir x € X und 4 < X D[, A), aber D[x, A\ (a]] (a € A), so ist
Dla, (A\{a}) u {x}].

Beweis. Wegen D[x, A] existiert eine endliche unabhingige Untermenge 4’ von 4
mit

xnU(z|z€ A")>0. (7)
Wegen D[x, AN\ {a}] gilt a € A" und 2 n U (z |z € 4"\ {a}) = 0. Somit ist (4"\{a})
u {z} eine endliche unabhédngige Untermenge von (4\ (a}) u {z}, und es gilt wegen (7)
any (z |2 € (4" \{a}) u {.::}) > 0 und damit auch D[a, (4\\{a}) u (z}].

(Iv) Ist D[x, 4] (x € X, A S X), so gibt es cine endliche Untermenge 4’ von 4,
so daB D[z, 4] gilt.

Beweis. D[x, A] gilt genau dann, wenn eine endliche unabhingige Untermenge
A S AmitxnU(z|z€ A') > 0 existiert. Daraus folgt aber D[x, 4'].

(11 Ist fiir x € X und 4, B € X D[, A] und gilt D[a, B] fiir jedes Element
a € 4, so ist D[x, BJ.

Beweis. Aus D[x, 4] folgt die Existenz einer endlichen unabhingigen Untermenge

det :
AVE (zilzi€Ad, 1=1,..,0) S 4 mit znU(z;|r=1,...,,n) > 0. Weiter folgt
aus D[z;, B] fiir i = 1, ..., n die Existenz von endlichen unabhéngigen Untermengen

def v

Bi=\{y,ly,€B,j=1,....,mj}) mit z;nU(y,|j=1,...,m)>0.
B sei eine maximale unabhéngige Untermenge von B, et U(Bili=1,...,n). Eine
solche Menge Bj existiert, da B, endlich ist. Fiir jedes y; € B; gilt dann wegen
Yi, € By

Y, 29,0V (y|y € By =z, > 0.
Dann gilt aber U (x;,|j =1, ..., m;) = U (y | y € By). Nach Hilfssatz 18 ist
zinU(x;,|j=1,...,m;) >0, d.h. insbesondere fiir 1 =1, ..., n gilt z;nU (y | y € By)
=z;>O0und damit U (z; |1 =1,...,n) SU(y|y€ B}). DaznU(x;|t=1,...,n)>0

nach Hilfssatz 18 gilt, muB auch z n U (y | ¥ € By) > 0 gelten. By, ist aber eine end-
liche unabhéngige Untermenge von B, so dall auch D[z, B] gilt.

Mit (I), (IT), (IIT) und (IV) ist gezeigt, daB X eine D-Menge ist.
V) A S X ist genau dann unabhingig, wenn 4 D-unabhingig ist.

Beweis. Aus der Definition der D-Unabhingigkeit folgt, daB eine endliche Unter-
menge 4 S X genau dann D-unabhingig ist, wenn sie unabhingig ist. Aus (IV)
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folgt, daBl eine beliebige Untermenge A & X genau dann D-unabhiingig ist, wenn
jede ihrer endlichen Untermengen D-unabhiingig, also insbesondere unabhingig ist.
Dies ist aber auf Grund von Hilfssatz 1 genau dann der Fall, wenn 4 unabhingig ist.

Die Hilfssiitze 19 und 20 sind Grundlage fiir den Beweis, dall X eine Ds-Menge ist
(Bedingung (111)).

Hilfssatz 19. Es sei L ein zyklisch crzeugter modularer Verband mit der Eigenschaft
(iv), a,be L mit a <b, a und b Servanzelement, a ==\ (x; |1 =1,...,n) und
b =\U(x, | r € N). Dann existieren Indizesv; € N (v =: 1, ..., n) mit

b=a0U(x,|re N\{rjlit=1,...,n}).

Beweis. Der Beweis wird mittels vollstindiger Induktion gefithrt. Ohne Ein-
schrinkung der Allgemeinheit sei » € N mit a, =, = 0. Dann gilt
b= 2, 0U (x, | ¥ € N\ {nr}). Weiter werde vorausgesetzt, dal}

b= Urili=1..,0l<n)oU(@|re N\{r|i=1,..,1)
lef def def '
gilt. Ferner sei Ny = N\ li=1,..,0, ¢ = U@|i=1,...,0), y = c 02y, und
fef
U, =0 x, fiir » € N,. Aus der Modularitdat von L folgt

b=cuoU(x,|veN)=U.(y, |v€Ny.

Nach Hilfssatz 2 ist y Servanzelement in L und deshalb nach Satz 3 Servanzelement
inbjc. Es gilt y € Z(b/c), d. h., y ist kompaktes Element in b/c, so dal} eine natiirliche
Zahl m mit

YU (@, Vi€ Npi=1,...,m=y" >¢
und
yn(}c(y,‘,|1§_i,§m,j=I,...,m—l):c (8)

def .
existiert. Es ist d = Ue (4, | ¥i € Nyt =1, ..., m) direktc Komponente von b in
bjc und damit nach Hilfssatz 2 Servanzelement in b/c. Nach Hilfssatz 11 gilt dann

Hy(y") = H,(y!") = Hy(y") =1,

d. h., es existiert ein Zyklus z € Z(d/c) mit 2"’ = y" und Hy(z) = 0. Wegen Hilfs-
satz 15 muB somit z £ d’, gelten. Auf Grund von Hilfssatz 9 und (8) existiert dann
ein Index »; (1 < »; < m) mit

d=zocUc(y,‘l|lgi,'ém,ii#:im,jz L...,m—1).

def def def
Weiter sei v, = 7, Npy= N\fri|i=1,..,0+ 1) und e = U, (3, | € Npy).

Dann gilt b = z 0, e, und wegen z n y = %7 > ¢ existiert auch y v, e.
Es gilt yO.e<z20,e=b und blex~zlc~ylc~yi,ele, so dal b=yl.e
=Uylyvy, |veNL) =0, (yux,|ve Ny, folgt. Ferner gilt fiir jedes » € Ny,

c=yny,=ynlcux,)=cu(ynz,),

d. h.y nz, < c, sodaB wegen z, n ¢ = 0 auch y n &, = 0 gelten mufB3. Dann gilt aber
nach Hilfssatz 4

b=yoU(|vENW) =Uli=1..,14+1D0U( 7€ Ny
Damit gilt insbesondere auch b= U (x; |t = 1,...,2)0U (z, [ € N\{y;|i=1,...,n}).
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Hilfssatz 20. Existieren in einem zyklisch erzeugten modularen Verband mit der
Exgenschaft (iv) zwei endliche S-unabhiingige Untermengen

A=\u;|la; e X,i=1,...,n) und B=1{(b;|b; € X,{=1,...,m)

derart, daff Dgla;, B] fiir ¢ = 1, ..., n qill, dann folgt «us x € X und Dg|x, A] auch
Ds[’.l'?, B]
der

. . det . . :
Beweis. Esseia = U(e; [t =1,..,n)undb = U(b; | i =1, ..., m). Angenommen,
b0 x existiert und ist Servanzelement. Nach Voraussetzung gilt entweder «; nb > 0,
oder «; 0 b ist kein Servanzelement in L.

tef
Fiir a; nb > 0 sei z; 0. Aus a; nb = 0 folgt wegen (i) dic Existenz cines Zyklus
Z€Z mit (boa)nz =z >0 und Hyg () < Ui, da boa; kein Servanz-
element ist.

Insbhesondere gilt dann Dgla;, B] fiiri =1, ..., n in jedem

e ; 9)
I'eilverband ¢/O mit ¢ = bua; vz, c€ L. M

. ) def ) .
Fiir a na > 0 sei zp = 0. Im Fall @« nx == 0 ist « 0z kein Servanzelement, so dal

ein zy € Z mit (00 x) nzp =z > 0 und H,y,(z») < I, existiert.

Somit gilt Dg[x, A] in jedem Teilverband ¢/0
e (10)
mitec = auxuvzy,cé€ L.
Esist ¢ (:' a«uvbuxruUy(z |t =0,..., n) Vereinigung endlich vieler Zyklen, weshalb
c € K gilt. Auf Grund von Hilfssatz 14 gilt dann ¢ = U (x; ¢ = 1,...,7), wobei
nach Hilfssatz 19 m < r gilt und 0. B.d. A. x; = b, fiiri= 1, ..., m und Liped == &
gesetzt werden kann, d. h., es gilt ¢ =b0oxo U (x; |7 =m + 2, ..., r). Ebenfalls
aus Hilfssatz 19 folgt die Existenz von Zyklen r, (1l =4 =rj=1,...,n) derart,
dalc=a0U(x;,|j=n+1,..,r) gilt.
Weiter werde angenommen, daf} nicht fiir alle j (j = 1, ..., ») die Bezichung 1 < i
= m gilt. Dann gilt bei geeigneter Numerierung m 4+ 1 <4, <r. Da U (w17
= 2, ..., r) direkte Komponente von ¢ und damit Servanzelement in ¢/0 ist, gibt es
nach Hilfssatz 19 ein Element a; (1 < ¢ < »n) derart, daB

c=a;0U(x;|j=2,...,r)=u;0blevf

ist, wobei

def . X def | . .
e=U(@|li=m+1,..,4—1) und f=U(x;|i=14+1,...,7)

gilt. Fiir s, = m 4 1 sei e = 0, und fiir 4, = r sei f o 0. Dann existiert b U ¢; und ist
Servanzelement in ¢/0 im Widerspruch zu (9). Damit ist aber gezeigt, daB 1 < < m
fiir j = 1, ..., n gilt, d. h. insbesondere, daBl z = x,mitn 4+ 1 < j < rgilt.

Somit existiert « 0 und ist Servanzelement in ¢/0 im Widerspruch zu (10). Die
Annahme, daB b0 x existiert und Servanzelement ist, war also falsch, d. h. aber
gleichzeitig, daB Ds[z, B] gilt.

Satz 12. L sei ein zyklisch erzeugter modularer Verband mit der Eigenschaft (iv). Dann
wt X eine Dg-Menge, und es gilt:

V) Eine Untermenge A = X 1st genau dann Ds-unabhingig, wenn sie S-unab-
hingig vst.

Wie im Beweis von Satz 11 miissen die Bedingungen (I) bis (V) erfiillt sein.

(I) Ist A S X und x ¢ A, so gilt Dg[x, 4].
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Beweis. Ist x kein Servanzelement, so ist auch 8 u {x} keine S-unabhiingige Unter-
menge von X. Ist x Servanzelement, dann ist {xr} eine endliche S-unabhiingige Unter-
menge von A, und es gilt & € {x}. Daraus folgt aber Dg[x, 4].

(In Gilt fiir v € X und 4 & X Dglx, 4], aber Dglx, AN\ {a}] (¢ € A), so ist
Dgla, (AN {a)) u {x}].

Beweis. Wegen D, A] existiert eine endliche S-unabhingige Untermenge A’ von
A mit x € A" oder A’ u {x} ist nicht S-unabhingig. Wegen Ds[x, A\ (a}] gilt « € A’
und (A"\{a}) u {x} ist S-unabhingig, wobei xr ¢ A"\ {u} gilt. Gilt x € 4’, dann folgt
r = a, also « € (A"\\{a}) v {x}, andernfalls gilt: 4" v {x) = {«} u ((A’\lul) U l.r]) ist
nicht S-unabhéingig. Somit gilt aber Dgl«, (A\{a}) u {x}].

(1v) Ist Dglr, 4] (x € X, A & X), so gibt es eine endliche Untermenge A’ von
4, so dall Dg[x, A'] gilt.

Beweis. Dglx, A] gilt genau dann, wenn eine endliche S-unabhiingige Untermenge
A" = A existiert, wobei x € 4’ oder 4’ u [x} keine S-unabhiingige Untermenge ist.
Dann gilt aber inshesondere Dgl.r, A'].

(11 Ist Dglx, A] fiir x € X und 4, B < X und gilt Dgle, B] fiir jedes Element
a € A, so ist Dglx, B).

Beweis. Aus Dglx, 4] folgt dic Existenz einer endlichen S-unabhingigen Unter-
menge A" = {a; | i = 1,...,n} & 4 mit Dg[x, 4']. Fiir ¢ = 1, ..., n gilt nach Voraus-
setzung Dslw;, B], so dal fiir =1, ..., % endliche S-unabhéingige Untermengen

B; & B mit Dgla;, B;] existieren. B, c U (B;|7=1,...,n) ist somit eine endliche
Untermenge von B, weshalb eine maximale S-unabhingige Untermenge B, von B,
existiert, d. h., insbesondere gilt Dg[y, By] fiir jedes Element y € B; (7 = 1, ..., n).
Nach Hilfssatz 20 gilt damit aber sofort Dg[«;, Bj] fiir © = 1,...,n, woraus wieder-
um nach Hilfssatz 29 Dg[x, Bg] und daraus D[z, B] folgt.

Mit (T), (11), (IIT) und (IV) ist gezeigt, daB X eine Ds-Menge ist.

(V) Eine Untermenge 4 € X ist genau dann S-unabhéngig, wenn sie Dg-
unabhiingig ist.

Beweis. Eine endliche Untermenge A4 von X ist genau dann S-unabhingig, wenn sie
Ds-unabhingig ist. Aus (IV) folgt, daf eine beliebige Untermenge A < X genau dann
Ds-unabhiingig ist, wenn jede ihrer endlichen Untermengen Dg-unabhingig, also
inshesondere S-unabhiingig ist. Nach Hilfssatz 3 und Hilfssatz 12 ist dies genau dann
der Fall, wenn 4 S-unabhiingig ist.

Folgerung zu Satz 12 und 11. L sei ein zyklisch erzeugter modularer Verband (mit
der Eigenschaft (iv)). Sind zweir Untermengen A, B von C = X in C maximal unab-
hiingvg (maximal S-unabhiingig), dann sind A und B gleichmiichtig.

Die Richtigkeit dieser Aussage folgt aus [8] (Satz 1.6 und Satz 1.8).

V. Im folgenden sollen weitere bekannte Aussagen iiber Servanzuntergruppen
primérer abelscher Gruppen (siehe A. G. KuroscH [13] und L. J. KuLikov [10] ver-
allgemeinert werden. Insbesondere gilt in der Klasse der zyklisch erzeugten modu-
laren Verbinde mit der Eigenschaft (iv) die Umkehrung von Satz 5 (Satz 13).

Satz 14 verallgemeinert die Aussage, daB die Vereinigung einer aufsteigenden Folge
von Servanzuntergruppen selbst Servanzuntergruppe ist.

Satz 15 ist ein Analogon zu der Aussage, daB eine Untergruppe C einer priméren
abelschen Gruppe G Servanzuntergruppe ist, wenn jedes Element des Sockels von
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C in C dieselbe Hohe wie in G hat. Weiter ist Satz 16 eine Verallgemeinerung der
Aussage, daB fiir eine Servanzuntergruppe (' einer Gruppe @ die Bezichung G = ¢
gilt, wenn C' den Sockel von G enthilt. Schliefllich ist Satz 17 ein Analogon zu dem
Satz, der besagt, dal cine Servanzuntergruppe einer primiren abelschen Gruppe ¢
direkter Summand von ¢ ist, wenn die Ordnungen der Elemente von C' beschrinkt
sind.

Im folgenden sei L ein zyklisch erzeugter modularer Verband mit der Eigenschaft
(iv) (der insbesondere nach Satz 10 die Eigenschaft (i) besitzt).

Satz 13 (sieche auch [3]). L besutzt eine zyklische Basis, wenn 1 = \J (a; 1= 1,2,...)
mita; S -0 Say = oeeund H(z) < by < oo fiir alle = € Z(«;[0) mit = = 0 gilt.

Beweis. Es sei X; o {z|z€Z,zna; > 0}. Dann gilt O(z) < k; + 1 fiir alle z € X,
da H(x) < h; fiir alle x < z n «; gilt. In X, existiert eine maximale S-unabhingige
Untermenge @,, die zu einer maximalen S-unabhédngigen Untermenge @, von X,
erginzt wird. In Fortsetzung dieses Verfahrens erhdlt man zu jeder maximalen
S-unabhingigen Untermenge ¢; von X; eine maximale S-unabhiingige Untermenge
Qi von Xy mit Q; S @iy (1=1,2,...).

Es sei Q = U(@:il?=1,2,...). Ist @ eine endliche Untermenge von @, dann gibt
es eine natiirliche Zahl n mit Q" < ¢,. Da ¢ine Untermenge einer S-unabhangigen
Menge immer S-unabhingig ist, ist auch Q' S-unabhingig und damit ebenfalls jede
endliche Untermenge von ¢, woraus folgt, dall @ S-unabhéngig ist (Hilfssidtze 3 und
12 bzw. Satz 12).

Aus z€ ZS K und 2z = U (0; ]2 =1,2,...) folgt die Existenz einer natiirlichen
Zahl m mit z < a,, und damit z € X, d. h. aber, insbesondere gilt D|z, @,,] und da-
mit auch Dg[z, @], so dall @ eine maximale S-unabhingige Untermenge von Z ist.

Weiter sei ¢; = Ux|xzeQy), q = U (x| z€ Q) und R; die Menge aller z € X; mit
zng; = 0. Ist Q; keine maximale unabhéngige Untermenge von X;, dann existieren
Elemente z € R; mit = > 0. Da fiiralle z € X; 0(z) £ h; + 1 < oo gilt, gibt es ein
Element

x € Ry mit O(x) = O(z) fiiralle z € R;. (11)

Wegen Dg|x, Q;] ist ¢; U x kein Servanzelement in L. Da ¢; Servanzelement ist, kann
nach Satz 2 ¢; U x auch nicht in 1/g; Servanzelement sein. Nach (i) muBl somit ein
% € Z(q; U x/g;) mit H(xo) > Hgy,.(%,) existieren, d. h., es gilt ¢; < z,, so daB aus
Zo = ¢; U ™ sofort ™ > 0 folgt. Somit existieren ein Zyklus y € Z(1/g;) und eine
natiirliche Zahl m > n mit y™ = g; u 2. Nach Hilfssatz 6 existiert ein z € Z mit
Yy = ¢q; u 2z, wobei z n ¢; = 0 angenommen werden kann, da ¢; Servanzelement in L
ist und z € K gilt.

Aus g;02z™ = q; 0 x™ folgt 2(™[0~ x™/[0, so daB O(z) > O(x) aus m > n und
0 < «™ folgt. Ferner gilt 0 < yOW—1 < a; wegen y na; > 0 fir alle y € Q; u [},
so daB nach Hilfssatz 13 wegen 0 < 2™ < ¢; 0 2™

0 < 20@-D) < () (yOw-D |y € Q; u (x)) < a;

gilt. Daraus folgt aber zna; > 0 und damit z € X; mit zng; =0, d. h. z € R;.
Somit existiert im Widerspruch zu (11) ein Element z € R; mit O(z) > O(x). Demnach
ist @; maximale unabhéngige Untermenge von Z; und damit ¢ maximale unabhéngige
Untermenge von Z. Nach Satz 1 ist Q eine zyklische Basis von L.

Satz 14. Die Vereinigung einer gerichicten Menge von Servanzelementen in L ist selbst
Servanzelement.
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Beweis. Es sei N eine gerichtete Indexmenge, (b, | » € N} eine Menge von Ser-

vanzelementen mit b, < b, fiir a < g, «,# € N und bg U (b, | v € N). Weiter sei
: € Z(b/0). Wegen z€ K gilt z< U (b, |vi€ Nyi=1,...,n). Da N gerichtet ist,
existieren Indizes »; € N fire = 1,...,n mit b, = b,, und b, AR b, = b,r, so dal}
s=UD,lreN,t=1,..,0) < b,;. gilt. Da b, A Scrvanzelenwnt ist, gllt nach
Hilfssatz 11 H(z) = H,, /( ) < Hy(z) < H(2). Aus’ H( ) = Hy(z) fiir alle z € Z(b/0)
folgt wegen der Elgenschaft (i), daBB b Servanzelement in L ist.

Satz 15. Ist a € L und existiert zu jedem Zyklus = € Z(a|0) cin Zyklus x mit 0 < x < z
und Hy(x) = H(x), dann ist a Servanzelement tn L.

Beweis. Unter den Voraussetzungen des Satzes sei z € Z(a/0) ein Zyklus mit H(z)
=n — 1 < H(z). Dann existiert ein Zyklus x = z™ > 0 mit H,(x) = H(x). Wegen
H(z) > n — 1 existiert ein y € Z mit y™ = z, y**™ = x, so daB aus H(x) = Hg(x)
die Existenz eines Zyklus y, € Z(a/0) mit

M) = g = ym) — g (4m) < gnim)

folgt. Da y g « gilt, existiert somit eine natiirliche Zahl r mit 1 < r <n + m und
Yy = a®, yr-H £ a-H, Aus (iv) folgt damit die Existenz eines Yo € Z mit y,
Savy, Yy =0, yf Vg arb. Unter den Voraussetzungen des Satzes gilt
H,(v) = H(v) fiir jedes Atom v des Verbands a/0. Daraus folgt ¥, na = 0, da y{ =V
Atom ist und y§ " £ a-V gilt. Wegen yi = £ aV gilt yo £ ¥’ v a auf Grund
von Hilfssatz 10, d. h. y < y, 0 a nach Hilfssatz 7. Nach Hilfssatz 2 ist damit «
Servanzelement in « 0 ,/0, d. h., es gilt H,(z) = Hgay,,(2) = n. Damit ist aber gezeigt,
daB kein z € Z(a/0) mit H,(z) < H(z) existiert, also ist @ auf Grund von (i) Servanz-
element in L.

Folgerung. Ist a € L mit Z(a|0) = Z,(a/0) und H,(z) = H(z) fiir jedes Atom z € a0,
dann vst a Servanzelement.

Beweis. Ist x € Z(a/0), dann existiert ein Atom z € a/0 mit z < x und H,(z) = H(z),
womit die Voraussetzungen fiir Satz 15 erfiillt sind, d. h., « ist Servanzelement.

Satz 16. a € L sei Servanzelement in L. Qilt x n a > 0 fiir alle Zyklen x € Z, dann ist
a=1

Beweis. Es sei « < 1. Dann existiert ein Zyklus z¢€ Z mit a <auvz=<1. Da «
Servanzelement ist, gibt es ein x € Z mit ¢ uz = a 0  im Widerspruch zua nz > 0.

Folgerung. Es set Z = Z,, und a € L sev Servanzelement in L. Gilt z < a fiir jedes
Atom z € L, dann 18t a = 1.

Beweis. Aus z < a fiir jedes Atom 2z € L folgt x na > 0 wegen Z = Z, fiir alle
Zyklen x € Z, so daf} nach Satz 16 die Behauptung folgt.

Satz 17. Ist a = L Servanzelement tn L mit a™ = 0, dann ist a direkte Komponente
des Einselements von L.

Beweis. Unter den Voraussetzungen des Satzes folgt @ n 1 = 0 nach Hilfssatz 14,

d. h., es existiert b = a0 1M, Esseiz € Z(b/1™) mit Hy(2) = h — 1 < H(2), wobel h
eine geelgnete natiirliche Zahl ist. Dann existiert ein Zyklus y € Z(1/1™) mit y{#h= z.
Wegen b/1™ ~ a/0 gilt z = 1™ U zo mlt 2o € Z(a/0) und H,(ze) = h — 1. Weiter
gilt y=1® uzx mit x€ Z und y{th = 1™ y 2™, Dann folgt aus 1™ < 1My 2,
= 1My ™, daB n > h gilt.
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Dann gilt aber 0 < z; < 1y x® < 1™y x® = 1™ woraus nach Hilfssatz 15 die
Existenz eines y, € Z mit 3" = =, also H(z,) = k folgt. Da « Servanzelement ist,
gilt somit H,(z) = H(zp) = k im Widerspruch .zu H,(z,) = h — 1. Deshalb gilt
Hy(z) = H(z) fir alle z € Z(b/L™), so daB b nach (i) in 1/1¢" Servanzelement ist.
Fiir jedes Element =€ Z(1/b) gilt z = b ux mit x € Z. Weiter gilt z{" = by ™
S bulM™ =b, 0 dall Oy(2) < n fiir alle = € Z(1/b) folgt.

Nach Hilfssatz 16 besitzt der Verband 1/b die Eigenschaft (iv), so daBl 1/b nach
Satz 8 eine zyklische Basis hesitzt. Aus Satz 9 folgt dann die Existenz eines Elements
bo € 1/1(m mit 1 = b Uym by. Wegen der Modularitit von L gilt weiter

1 =bnby= (1M0a)nby, = 1t y (a n by)

und damit « n by < 1. Da aber a n 1™ = 0 gilt, muB notwendig « n b, = 0 gelten.
Daraus folgt | = (@0 1™)u by ==a u (1 uby) = « by, womit der Satz bewiesen
ist.

V1. Eine wichtige Klasse der abelschen Gruppen ist die Klasse der dividierbaren
abelschen Gruppen. Eine verbandstheoretische Verallgemeinerung des Begriffs der
dividierbaren Untergruppe einer priméren abelschen Gruppe fithrt zum Begriff des
injektiven Elements. Dabei ist der Begriff ,,Quasizyklus‘‘ die entsprechende Verall-
gemeinerung des Begriffs ,,Gruppe vom Typ p®“ bzw. ,,quasizyklische Giruppe*‘.
Hierzu sei noch folgendes bemerkt: Ist L ein zyklisch erzeugter modularer Verband
mit der Eigenschaft (iv) und « € L injektives Element, dann folgt nach Hilfssatz 15
aus z € Z(af0) und z < a’ = «, daB H,(z) > 0 gilt, d. h., es gilt H,(z) = oo fiir alle
z € Z(a]0).

Gilt andererseits fiir ein Element a eines zyklisch erzeugten modularen Verbands
H,(z) = oo fiir alle z € Z(a/0), dann existiert zu jedem z € Z(«/0) ein Zyklus y € «/0
derart, dal} = = y' =< o' gilt. Damit gilt = < «’ fiir alle z € Z(¢/0) und auch « = a’,
da « = U (: |z € Z(u/())) gilt, d. h., « ist injektives Element. Insbesondere ist dann
die Vereinigung einer echt aufsteigenden Folge von Zyklen ein Quasizyklus.

In engem Zusammenhang mit den dividierbaren Gruppen steht der Begriff ,,Basis-
untergruppe einer primiren abelschen Gruppe®. In der Theorie der zyklisch erzeugten
modularen Verbénde fiihrt die entsprechende Begriffshildung zur Definition des
Hauptelements.

In diesem Abschnitt sollen die folgenden Aussagen iiber dividierbare Untergruppen
und Basisuntergruppen primérer abelscher Gruppen verallgemeinert werden (siehe
KuroscH [13], Kapitel VII):

(A) Jede dividierbare primére abelsche Gruppe zerfillt in die direkte Summe
quasizyklischer Untergruppen.
(B) Wenn jedes Element des Sockels einer priméaren abelschen Gruppe G in G
" unendliche Hohe hat, so ist die Gruppe G dividierbar.
(©) Jede primire abelsche Gruppe @ besitzt Basisuntergruppen.
(D) Je zwei Basisuntergruppen einer priméren abelschen Gruppe sind isomorph.

(E) Wenn eine primire abelsche Gruppe @ eine dividierbare Untergruppe A4
enthélt, so ist 4 in @ direkter Summand.

Im folgenden sei L ein zyklisch erzeugter modularer Verband mit der Eigenschaft (iv)
(der insbesondere nach Satz 10 die Eigenschaft (i) besitzt).
Satz 18 ist eine Verallgemeinerung der Aussage (A).

Satz 18. Ist a € L injektives Element, dann ist a direkte Vereinigung von Quasizyklen.
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Beweis. Nach den Bemerkungen in der Einleitung dieses Abschnitts gilt H,(z) = oo
fiirr alle z € Z(«a/0), d. h., zu jedem Element z € Z(a/0) existiert eine echt aufsteigende

Folge von Zyklen z = 2y < 3, < 23 < -+ < 2, < -+ und damit auch cin Quasizyklus
fef
el (zilt=0,1,...) >z Daraus folgt aber, dall eine maximale unabhingige

Untermenge von Z(a/0) auch maximale unabhiingige Untermenge von
Z(a)0) v Z(a)0) (12)

ist. Es sei () eine maximale unabhingige Untermenge von Z(«/0) und b = U(v|veQ).
Da v’ = v fiir jedes v € Q gilt, folgt aus der Folgerung zu Hilfssatz 10 b' = (v |v € Q)
=U(r|veQ)=0>b, d.h., b ist injektives Element in L mit b < a. Weiter gilt
Hy(z) = oo < H,(z) fiir alle z € Z(b/0), so daBl b nach (i) in a/0 Servanzelement ist.
Nach (12) gilt z n b > 0 fiir alle z € Z(a/0), so daB nach Satz 16 b = a und damit
w=U(v]|veQ < Z(af0)) gilt.

Folgerung 1. Jeder zyklisch erzeugte modulare Verband L mit der Kigenschaft (iv)
besitzt genau exn maximales injektives Element.

def _ _ _
Beweis. Es sei a = U@|lveZ) Danngilt = U @' |[v€Z)=U @w|vEZ)=a
nach der Folgerung zu Hilfssatz 10, d. h., a ist injektives Element. Ks sei b ein be-
liebiges injektives Element von L. Dann gilt nach Satz 18

b=U@|veQS2)sU(@|veEZ)=a.
Damit ist aber a das einzige maximale injektive Element in L.

Folgerung 2. Sind a, b € L injektive Elemente mit « < b, dann existiert ein injektives
Klement c < bmitb = aUe.

Beweis. Nach Satz 18 gilt « = U (v lveQ S Z(b/O)). Die Menge ¢ ist eine unab-
hiingige Untermenge von Z(b/0), die zu einer maximalen unabhingigen Untermenge
R von Z(b/0) ergiinzt werden kann. Aus dem Beweis von Satz 18 folgt b = U (v | v € R)

def
:u()cmitcz—e—u(vlvé R\ Q).

Der Einfachheit halber wird im folgenden ein zyklisches Servanzelement Servanz-
zyklus genannt. Die Aussage (B) kann nicht ohne weiteres verallgemeinert werden,
da das Einselement von L nicht notwendig injektiv sein muB}, wenn jedes Atom von
L unendliche Hoéhe in L hat, wie der Verband L = a U 2/0, in welchem z € Z, und
« injektives Element ist, zeigt.

Hilfssatz 21 ist eine Verallgemeinerung der folgenden, zu (B) dquivalenten Aussage:
Besitzt eine primiire abelsche Gruppe G aufer (0) keine zyklischen Servanzuntergruppen,
dann ist G dividierbar.

Hilfssatz 21. Gibt es in L keine Servanzzyklen z € Z \ (0}, dann st 1 injektives
Element in L.

Beweis. Es sei z € Z mit H(z) = 0. Da z kein Servanzelement sein kann, existiert
eine kleinste natiirliche Zahl n mit

H(z™) > H,(z™), (13)

d. h., es existiert ein Zyklus y € Z derart, daB z < y*) und 2D £ y™ gilt.
Aus (iv) folgt die Existenz eines Atoms x € Z mit x < z*Duy™, x4 ym™
=z y y™, so daB 2"V < z u y™ nach Hilfssatz 8 gilt. Da es in Z \ {0} keine
Servanzzyklen gibt und z Atom ist, mufl wegen (i) H(x) = oo gelten. Damit existiert
aber auch ein Zyklus z, € Z mit z{" = .

4 Beitriige zur Algebra 8
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Aus 20D Sz uy™ = 2" uy™ = (x, v y)™ folgt nach Hilfssatz 16 die Existenz
eines Zyklus g, € Z mit yi" = 2V, d. h., es existiert cine ganze Zahl r (0 < »
=n—1<n) mit 20 =y d h, es gilt HzO) > H (:") im Widerspruch
zu (13).

Als Folgerung zum Satz 19 ergibt sich ein Analogon zur Aussage (C).

Satz 19. Es it « = U (z|2€Q S Z, Q 4 V) € L genau dann Hauptelement in L,
wenn Q u {0} maximale S-unabhiingige Untermenge von Z ist.

Beweis. Es sei « Hauptelement und a 0z Servanzelement in L mit = ¢ Z \ {0].
Nach Satz 3 ist « 0z Servanzzyklus in 1/, d. h., inshesondere gilt H(« o z) = 0 im
Widerspruch dazu, daf}, da « Hauptelement ist, 1 in 1/a injektives Klement ist und
damit H(a uz) = oo gilt. Somit existiert kein Zyklus z € Z \ |0} derart, daBl a 0 =
Servanzelement ist. Damit ist aber gezeigt, daBl @ u {0} maximale S-unabhingige
Untermenge von Z ist.

Es sei @ u {0} maximale S-unabhiingige Untermenge von Z. Dann kann nach Satz 2
und Hilfssatz 6 in 1/a auller « kein weiterer Servanzzyklus existieren, so dai 1 = 1/,
nach Hilfssatz 21 gilt, d. h., « ist Hauptelement.

Folgerung. Jeder zyklisch erzeugte modulare Verband mit der Eigenschaft (iv) besitzt
ein Hauptelement.

Beweis. Nach Satz 12 ist Z \ {0} eine Ds-Menge, so daB Z \ {0} eine maximale
S-unabhiingige Untermenge ¢ besitzt (siche KErRTESZ [8], Satz 1.9).

Qv {0} ist maximale S-unabhiingige Untermenge von Z, und es gilt @ u (0} & 0,
def |
so daB nach Satz 19 a = U (z |z € Q u {0}) Hauptelement ist, inshesondere kann

a = 0 gelten.

Aussage (D) kann in dieser Arbeit nicht dahingchend verallgemeinert werden, daf
fiir zwei Hauptelemente a, b € L die Isomorphie «/0 =~ /0 nachgewiesen wird. Es
1aBt sich aber folgendes zeigen:

Satz 20. Q und R secien zwer maximale S-unabhingige Untermengen von Z < L.
Dann existiert eine eineindeutige Abbildung f von Q auf R derart, dafy O(x) = O(xf)
fiir x € Q, «f € R gilt.

def

d
Beweis. Firm = 00,0, 1,2,...,n,...5ei X,, = (z|2€ Z,0(z) =m), R, = R X,,

def . . . ,
und ¢,, = U (z |z € Bp). Ist R, keine maximale S-unabhingige Untermenge von X,,,

so existiert ein Zyklus z € X,, derart, da} ¢,, U z Servanzelement in L ist.
def .
Dac = U (2 |z € R) nach Satz 19 Hauptelement ist, gibt es ein Element y € Z

def
mit yne = 0, O(y) > m und cuz < cUy. Weiter sei R_, = {yy uR\ R, und

Cip o U(z|z€ R_,). Nach Satz 3 ist c, 0z Servanzzyklus in ¢ U y/c,, so daB
wegen der Isomorphie c_,/0=c_, Ucp/cn = cUylc, ein Servanzzyklus x < c_,
mit ¢, Uz = ¢, U x existieren muB. Dann gilt z/0 ~ /0, d. h. O(z) = m.

Da 2™ fiir jede ganze Zahl n (0 < n < m) kompaktes Element ist, existiert eine
natiirliche Zahl ! mit * < U (2; |z € Ry, ©=1,...,1) und damit auch eine
kleinste natiirliche Zahl r mit

2@ €R gy =1 e, EN)=2® >0
und
U@ 1< srnk=1..,r—1)=0.

def .
Dazund a = U (x;|j = 1, ..., r) Servanzelemente sind, gilt H (x®) = H,(x®) = s
nach Hilfssatz 11, d. h., es existiert ein Zyklus x, € Z(a/0) mit z¢) = x und
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H,(z) = H,(2) fiir alle z € Z(xo/0). Nach (i) ist xy Servanzelement in «/0, und es gilt
UG I LEjhsnk=1..,r—1)=0, O@)=m und x FU@ElI=1,
.. 7). Nach Hilfssatz 9 existiert dann cin Zyklus z; (1 =4, <r) mit
A=UC LS Srn jidj,b=1..,r— 1)0x Somit gilt aber insbesondere
2,10 = /0 und damit O(z;) = m im Widerspruch zu 2, € R =yl uR\\ R,
Also ist R,, maximale S-unabhiingige Untermenge von X,, und damit auch
(l)l" (2 ‘\'"l n (i)'

Zwei beliebige maximale S-unabhiingige Untermengen einer Teilmenge von Z sind
aber nach der Folgerung zu Satz 12 gleichmiichtig, so daB eine eineindeutige Ab-
bildung f von @ auf R existicrt, dic fiir m = o0, 0, 1, ... jedem Element aus @m genau
ein Element aus R, zuordnet. Dann gilt aber auch O(x) = O(xf) fiir « ¢ Q und
zf € R.

Satz 21. Ist a injektives Element in L, dann ist a direkte Komponente von 1.

Beweis. Nach der Folgerung zn Satz 19 besitzt L ein Hauptelement b. Dann gilt
aber a nb = 0, da H(z) = Hy(z) < oo fiir jedes Element z € Z(b/0) gilt und a injek-
tiv ist. Weiterhin ist 1 in 1/b injektives Element. Aus der Isomorphie a Uy/b =~ a/0
folgt, dall « 0 b in 1/b injektives Element ist. Nach der Folgerung 2 zu Satz 18 exi-
stiert in 1/b cin injektives Element ¢ mit 1 =cUy(e0b). Aus bna =0 und
b=cn(atb)=>bu(anc)folgtanc=0.Wegenb < cgiltdannaber1 =auvbuc
= a Uc, womit der Satz bewiesen ist.

VIL. Im folgenden sei L wicderum ein zyklisch erzeugter modularer Verband mit
der Eigenschaft (iv). In Analogie zu der Frage, unter welchen Bedingungen eine
gemischte abelsche Gruppe zerfillt (siehe Kuroscn [13], 8. 1721f.), steht die Frage,
unter welchen Bedingungen die Vereinigung aller Zyklen endlicher Ordnung von L
direkte Komponente von 1 ist. Da das maximale injektive Element direkte Kompo-
nente von 1 ist, soll Z = {0} vorausgesetzt werden. Satz 22 gibt eine hinreichende
und notwendige Bedingung dafiir an, daB8 U (z | z € Z,) dirckte Komponente von 1
ist.

Satz 22, Esista — U (z | z € Z,) € L genau dann direkte Komponente von 1, wenn Z,
eine maximale S-unabhiingige Untermenge Q derart besitzt, daff ausb o Uzlz€Q
S Z,) und z € Zy(1/b) stets zne > b folgt, wobel e das mazximale injektive Element
von 1/b vst.

Beweis. 1. Es gelte 1 = a 0¢ mit ¢ € L. Wegen a n ¢ = 0 gilt Z,(c/0) = {0}, d. h.,
fiir alle Zyklen z € Z(c/0) mit 0 < z gilt z € Z,. Der Verband c/0 besitzt ein Haupt-
element b. Dann gilt b = U (2|2 € Q S Z,). Wegen der Isomorphie a/0= a cle
= 1/c gilt z n ¢ > O fiir alle Zyklen z € Z,.

Ist @ keine maximale S-unabhingige Untermenge von Z,, dann existiert ein Servanz-
zyklus x € Z, derart, daB b U x Servanzelement ist. Nach Satz 3 sind ¢ und b ¢z
Servanzelemente in 1/b. Aus bnz=0 und cnz =20 >0 folgt cn (boa)
=bu(cnz)=bux" >b. Da c Servanzelement in 1/b ist, existiert in c/b ein
Zyklus y € Z(c/b) mit yi" = (b u z){”. Es ist b0z Servanzelement in 1/b, weshalb
Hyy,(z) = H(z) fiir alle z € Z(b 0 z/b) nach Hilfssatz 11 folgt, d. h. aber, es gilt
H,(2) = H(z) fiir alle z € Z(y/b). Nach (i) ist y Servanzelement in ¢/b und damit nach
Satz 2 auch in ¢/0. Weiter gilt y = b0y, mit yo € Zy(c/b), da y € Zy(c/b) und b
Servanzelement ist. Dies steht aber im Widerspruch dazu, daB b Hauptelement in
¢/0 ist. Somit ist @ maximale S-unabhingige Untermenge von Z,.

4%
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Da ¢, = c gilt, folgt aus znc¢ > 0 fiir alle Zyklen z € Z, mit znb = 0 sofort
b<(zne)ub=(buz)nec=(buz)ne.
2. In Z, existierc eine maximale S-unabhiingige Untermenge Q derart, dalf aus

b S Ul2€Q S Z) und z€ Z(IJb) zne>b folgt. Aus z < a folgt

2= U @iz €%, 7= 1,...,n) und damit O(z) < oo nach Hilfssatz 10. Gilt = < b,
dann gibt es Zyklenx; € Qmitz: < U (i [i=1,..,n), 24 U (| i=1,..,n — 1),
d. h., es gilt

U@ili=1..,n—Duvz=U@lt=1,...,n — 1) oz

mit einer geeigneten ganzen Zahl r. Daraus folgt aber O(z) = 0(z")) = co. Somit
gilt « nb = 0. Nach (i) ist « Servanzelement, da Z(«/0) = Z, gilt und damit aus
x € Z(a/0) auch y € Z(«/0) fiir alle y > « folgt. Da b Servanzelement ist, folgt aus
z € Z,(1/b) nach Hilfssatz 6 z = b0 x mit x € Z, = Z(a/0),d. h., esgilt z € Z(b 0 a/b).
Also ist b0 a Servanzelement in /b und damit nach Satz 2 Servanzelement in L.
Weiter gilt (boa)ne =bu (ane) =b, da nach Voraussetzung Z(a/0) = {0} und
damit auch Z(a 0 b/b) = (b} gilt, d. h., es gilt Z,(e [b) = {b].

Ausanb=0und « ne < b folgt somit « ne = 0. Es sei z € Z,(1/b). Dann existiert
nach Voraussetzung cine nichtnegative ganze Zahl r mit =" = ¢ n z. Daraus folgt
aber, daf} in 1/e keine Zyklen unendlicher Ordnung existieren, d. li., es gilt Z,(1/¢) = ©
und damit Z(1/e) = Z,(1/e).

Es ist b Servanzelement in L, und e ist Servanzelement in 1/b, so daB ¢ nach Satz 2
auch in L Servanzelement ist. Nach Hilfssatz 6 existiert dann zu jedem z € Z(1/e)
ein Element x € Z, mit z = eV, d. h. aber, es gilt z < ¢ 0« fiir alle z € Z(1/e).
weshalb 1 = «a U e gilt.

Kinige weitere Ergebnisse aus der Theorie der zyklisch erzeugten modularen Ver-
binde findet man in der Arbeit von R. FritzscHE [4] und der Arbeit des Ver-
fassers [17].
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