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Charakteristiken und Schnittzahlformeln fiir p-1-s-Kegelschnitte

KoNRAD DRECHSLER und ULRICH STERZ

1. Die p-l-s-Kegelschnitte

I.1. Ein p-Kegelschnitt!) (p) in einer projektiven Ebene X iiber dem Korper f der
komplexen Zahlen ist gegeben durch eine symmetrische Matrix ((p)). Die Menge der
p-Kegelschnitte bildet einen fiinfdimensionalen projektiven Raum P,. Die fiinf-
dimensionale Varietit My der p-l-Kegelschnitte?) ist eine Varietit eines Produkt-
raumes Pg X L; mit dem allgemeinen Punkt (p, 1) = (p;, I;), wobei p; (: =1, ..., 6)
unbestimmt und [; (i = 1, ..., 6) durch die zweireihigen Adjunkten der Matrix ((p))
gegeben sind. Die Matrix ((l)) ist die symmetrische Koeffizientenmatrix eines Linien-
kegelschnitts in den Linienkoordinaten (w, w,, ws). Durch den allgemeinen Punkt
ist eine birationale Abbildung y: My —~ P; gegeben, die auf M; \ (M | P ,)) biregulir
18t ;

1M\ (M| Pyy) < Ps\ (P | Py,

wobei (P | P,,) bzaw. (M | P,)) die Varietit der p-Ausartungen von p- bzw. p-l-Kegel-
schnitten, d. h. mit Rang ((p)) = 1, ist. Ein zugehoriges H-Ideal zu M; wird durch
die Gleichungen erzeugt, die man erhilt, wenn man aus

((») - (D) = £((9)) * (1.1)

die Unbestimmte ¢ eliminiert.

1.2, Wir werden nun die von uns in [5] gegebene Definition von p-I-s-Kegelschnitten
kurz wiedergeben. Die Menge aller cinen allgemeinen p-Kegelschnitt (p) in
cinem Punkt (&) superoskulierenden p-Kegelschnitte bildet eine Biischelschar, die
durch die Kegelschnittform und das Quadrat einer Linearform, die die Tangente
in (£) an (p) beschreibt, erzeugt wird. In Py ist diese Biischelschar eine Gerade. Die
Menge aller den Kegelschnitt (p) superoskulierenden Kegelschnitte bildet in P; eine
eindimensionale Schar von Geraden. Im GraBmannraum @, der Geraden des P; ist)
diese Schar eine Kurve (5P). Die Koeffizienten 3F der zugeordneten Form FP(vgl.[1]
dieser Kurve sind rationale Funktionen von p; bzw. p; und ;. Wir denken uns noch
die Koeffizienten 5} der zugeordneten Form Fr der Kurve (8%), die entsprechend aus
(lem zugehorigen I-Kegelschnitt gewonnen wurde.

') Punkt-Kegelschnitt
*) Punkt-Linien-Kegelschnitte oder vollstindige Kegelschnitte
%) ((8)) ist die Einheitsmatrix
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Definition 1. Die fiinfdimensionale Varietit N, mit dem allgemeinen Punkt
(p, 1, &, %) iiber t im vierfach projektiven Raum heiBt die Varietit der p-I-s-
Kegelschnitte, ihre Punkte heilen p-l-s-Kegelschnitte.

Definition 2. Die Punkte von (57) heilen die p-Superoskulanten des p-l-s-Kegel-
schnitts (p, [, #7,5%). Die Punkte von (§*) heiBendie I-Superoskulanten von (p, I, &P, §).

Durch den allgemeinen Punkt ist cine birationale Abbildung ¥: N — M gegeben.

L.3. In [5] geben wir eine Ubersicht iiber alle p-I-s-Kegelschnitte und betrachten
Untervarietiten auf N;. Einiges davon sei hier hervorgehoben.

1.4. Jeder p-I-s-Kegelschnitt (p, [, P, &%) ist bereits durch (p,1,5P) eindentig bestimmt.
Die Hinzunahme von 3% dient nur einer giinstigeren Beschreibung.

L.5. Die Teilmengen der p-l-Ausartungen von My bzw. N, d. h. mit Rang ((p)) =
und Rang ((l)) = 1, werden mit (M | P,,L,)) baw. (N | P;)L,) bezeichnet. Es sind
Varietiten. (M | P, L,,) ist drei- und (N | P;,L,,,) vierdimensional.

1.6. Die birationale Abbildung ¥ ist auf My \ (M | P;)L,) und Ny \ (N | Py, Ly)
bireguldr. Ein Punkt von (N |P,Ly,) bestimmt eindeutig einen Punkt von
(M | PyyLy)). Zu einem Punkt von (M | Py, L) gehort cine eindimensionale Teil-
menge von (N | P, L)), die biregulir auf cine projektive Gerade /7, abbildbar ist.

1.7. M; und N; sind singularititenfrei.

2. Schnittzahlen
2.1. Vorbemerkungen und Bezeichnungen

2.1.1. Auf einer singularititenfreien n-dimensionalen Varietiat V, ist fiir jede eigent-
liche Schnittkomponente zweier Untervarictiten eine Schnattmultiplizitit definiert
(vgl. [14]).

2.1.2. Schneiden sich V, und V, auf V,, r 4+ s = n, in endlich vielen Punkten, so

ist die Summe der Schnittmultiplizititen aller Schnittpunkte die Schnittzahl von V,
und V, auf V, [11, 14].

2.1.3. Ist P ein solcher Schnittpunkt der Multiplizitit x und f: ¥V — V"’ eine biratio-
nale Abbildung auf eine singularititenfreie Varietit V/, so daB V,, V, bzw. P auf
Vi, Vi bzw. P’ abgebildet werden und f in P und P’ bireguliir ist, so ist u auch
gleich der Schnittmultiplizitit des Schnittpunktes 7 von V. und V; auf V,
(vgl. [14]).

2.1.4. Fiir die im folgenden auf den singularititenfreien Varietiten M baw. N4 zu
bestimmenden Schnittzahlen wihlen wir die birationale Abbildung f dem Schnitt-
problem entsprechend jeweils so, daB sie in allen Schnittpunkten biregulir ist. Ist
z. B. auf M keiner der Schnittpunkte eine p-Ausartung, so ist die Projektion z
von M auf Pj eine solche geeignete Abbildung. Auch die durch die Parameterdar-
stellung

1 ¢ e

(@)= lc a+c ad+ce .
e ad +ce ab + ad? + e?
ab + bc® 4 (cd —e)2 —bc —d(ed —e) cd — e
((l)) = | —bc — d(cd — ) b4 d? —d
cd — e —d 1

@1
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von My (vgl. | 13]; [5], Abschnitt 6.1) gegebene birationale Abbildung gestattet, eine
Schnittzahlbestimmung im Parameterraum vorzunehmen, wenn dabei alle auf M,
vorkommenden Schnittpunkte von (2.1) erfaBt werden. Entsprechend kénnen wir
zur Berechnung von Schnittzahlen auf N4 die Projektion ¥ von N; auf M; oder cine
der Parameterdarstellungen von Ny (vgl. [5], 9.1) heranziehen; letzteres wird ins-
besondere dann geschehen, wenn unter den Gleichungen fiir die Untervarietiten V,
oder V, solche in den 3! oder &} vorkommen.

2.1.5. Wir wollen folgende Bezeichnungen verwenden: Mit (1, | []) bezeichnen wir
cine algebraische Menge auf V,, wenn wir deutlich machen wollen, daBl diese Menge
auf V, liegt. Fiir [] wird irgendein geeignetes Zeichen fiir die Erklirung dieser
Untermenge stehen. So bezeichne etwa (M | ') bzw. (M | L") die durch » allgemeine
lineare Gleichungen in den p; bzw. [; bestimmte Untervarietit der Varietit M.
Es ist (M | FL) die Varietit aller eine feste Gerade in einem festen Punkt beriihren-
den p-lI-Kegelschnitte. Sie ist durch je zwei geeignete lineare Gleichungen in den p;
und den [; beschreibbar. (M | P;)) bzw. (M | L)) ist die Untervarietidt der p-Aus-
artungen (Rang ((p)) = 1) baw. der l-Ausartungen (Rang () = 1) auf M. Fiir
(M | Py)) hat man ecine Parameterdarstellung mit ((p)) = ((wawr)), % & = 1,2, 3;
dann bedeute (M | P;,W), dal neben Rang ((p)) = 1 cine allgemeine lineare Glei-
chung in den w; gestellt wird. Entsprechend ist (M | L, X) zu verstehen.

Analog verwenden wir diese Bezeichungen, wenn die genannten Bedingungen auf Ny
gestellt werden; z. B. ist (N | P;)Ly;))_die vierdimensionale Untervarietit der p-I-Aus-
artungen auf N;. Weiter ist (N | SP) bzw. (N |8%) durch cine allgemeine lineare
Gleichung in den §f bzw. in den (f gegeben. SchlieBlich bedeute (N | PJ)) bzw.
(N | LY) die Untervarietit der pT-Ausartungen bzw. der IT-Ausartungen auf Ny
(vgl. [5], 8.1). Ist durch (V,| V,) einc Varietit bezeichnet, so bedeute dasselbe
Symbol auch den Zyklus 1 - (V,, | V,). Den Schnittzyklus [14] zweier Zyklen (V,, | V,)
und (V, | V,) auf V, bezeichnen wir mit (V, | V,V,). Schneiden sich (V, | V,) und
(V2] V) in endlich vielen Punkten, so bedeute (V, | V,V,) dic Schnittzahl von
(ValVyund (V, | V,) auf V,.

2.2, Schnittzahlen auf N,

2.2.1. Wir geben zunichst die Parameterdarstellungen 1 und 11 fiir N; noch einmal
an (vgl. [5]).

Darstellung L. (p, = 1,1, = 1,5 = 1,5f = 1)

1 ¢ e
(@)= c mb+c* mbd } ce ;

e mbd + ce mb® 4+ mbd? + €2

mb? 4 be? <+ (ed — e)? —bc —d(cd —e) ed — e (2-2)
((l)) = | —bc — d(cd — e) b+ d? —d -

cd — e —d 1

&l — Koeffizienten der zugeordneten Form Fr — Fr(g,, 7.), die sich aus

Q26 + mQ3Q3s -+ mbQ(Q3;5 + Qls — 2Q2sQ1s — 2Q26Qss + 2Q25Qss)
+ m*H*Q(Qs + Qfs — 20Q15Qas — 2Q15Qus + 2Q16Qus)
+ mAb*Q3Q%s + mb(RY)
durch Einsetzen gemiB [5], Formeln (7.4) und (7.2), ergibt;
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3! — Koeffizienten der zugeordneten Form FPr = FP(ay, ), die sich aus
mUyy + U Uy + bUR(US; + Ufs — 2UpUsy + 2UUsg — 2UU )
+ ba[]§5(U?N + llgﬁ - 2UzsU35 + 2[]35[]‘6 - 2L73ll"y55)
+ B3UEU% + mb(R)
durch Einsetzen gemif [5], Formeln (6.1) und (4.2), ergibt.
Darstellung IL (p, = Ll = 1,5 = 1,8 = 1)
1 ¢ e
((p) = |c a+c ad+ce ,
e ad 4-ce na® + ad® + €
na® 4+ nac® 4 (cd — e)? —nac —d(cd —e) cd — ¢
((l)) = | —nac — d(cd — ¢) na + d? —d ’
cd —e —d 1

(2.3)

.G,!f — Koeffizienten der zugeordneten Form Fr = Fi(§,, 74), die sich aus

nQ3s + Q3Q% + aQ36(Q%; + Qs — 2Q26@is — 2Q26Qus + 2Q25s6)
+ a®Q34(QFs + Qs — 2015025 — 2Q15Qus + 2¢16Qs)
+ a®Q3Q%; + na(RY)
durch Einsetzen gema8 [5], Formeln (7.4) und (7.2), ergibt;
3! — Koeffizienten der zugeordneten Form Fr — FP(iy, 9y), die sich aus
Ul + nU3U%s + n2aUg(Us; + Ulg — 2U5Usq + 2UpUsg — 2U55Us)
+ 12a?Uls(Usy + U3 — 2Ug5Uss + 2U3sU s — 2U5Us)
+ n%a®U%U3s + na(R)
durch Einsetzen gemi8 [5], Formeln (6.1) und (4.2), ergibt.

2.2.2. (N | P B) sei die Varietiit aller derjenigen pT-Ausartungen, fiir die die (zer-
fallende) Form (w,wyws) (1)) (wywows)T einen festen Linearfaktor abspaltet. Das ist
die Varietdat der pT-Ausartungen, fiir die einer der beiden Trigerpunkte der Tangen-
tenbiischel fest ist. Sie ist durch die Gleichungen, die sich aus dem allgemeinen Punkt
von (N | P?;,) (vgl. [8], Abschnitt 9.1) ergeben, und drei lineare Gleichungen in den [;
beschreibbar. Der feste Trigerpunkt sei nun speziell (x;, ,, 23) = (0,0, 1); dann
spaltet der Faktor wy ab, und die drei Gleichungen in den /; lauten l, = 1, = [, = 0.
Wir wihlen auBerdem (XN | L) speziell so, daB die Gerade x, + 2x; =0, d. h.
(wy, wg, wg) = (0, 1, 2), von allen Kegelschnitten von (N | L) beriihrt wird; das be-
deutet I, 4 41, + 4l; = 0. Die Varietit (¥ | PT,BL) ist nun durch die Gleichungen

ll =O, 1220, 1‘20, ls+ls:0 (2.4)

beschrieben; (2.4) wird nur von p¥-Ausartungen, aber von keiner p-I-Ausartung
erfiillt.

Mit dieser Varietidt schneiden wir nun jede der vierdimensionalen Untervarietiten
(N|P), (N|L), (N|PyLyy), (N|SP). Zur Schnittzahlberechnung benutzen wir
Parameterdarstellung' I, (2.2). Es gibt nur einen p-I-s-Kegelschnitt von (N | PT,BL),
der von Darstellung I nicht erfaBt wird, ndmlich der durch ((p)) und ((!)) bestimmte
Kegelschnitt mit 2} = 0, wyws = 0. Dieser wird von (N | P) bzw. (N | L) bzw.
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(N | Py,Lyy) bzw. (N | 8P) nicht getroffen.!) Fiir die Parameter m, b, ¢, d, e folgen
aus (2.4) die Gleichungen

m=—0, b= —1, d=1, e=0. (2.5)

Damit geschnitten fiihren (N | P) zu einer quadratischen Gleichung in ¢ (vgl. ((p))
in (2.2)), (N | L) zu einer linearen Gleichung in ¢ (vgl. ((l)) in (2.2)), und (N | Py L)
bedeutet b = 0 (vgl. [5], 9.1). Somit gilt

(N | P},BLP) = 2,

(N | PTBLL) = 1, (2.6)

(1)

(N | PT,BLP Ly, = 0.

(1)

Um mit (N | 8P) zu schneiden, denken wir uns die zugeordnete Form F? fiir Dar-
stellung 1 aufgeschricben und (2.5) in dic Koeffizienten ) eingesetzt. Wir berechnen
F?, wie in [5] angegeben (vgl. (2.2)), und erhalten unter Beriicksichtigung von (2.5)
zunachst

FP = [ﬁm = Cf]w ol 20(:"25 ~+ 262[726]2 : Uza - [ L"u & 2025 + 46’34
+ 8Ty — 204 — 4Us) + c(8U g5 — 8Usy — 2Us)]
und sodann

FP = 8a(0%) (0% (0%) + --- + (012 (Ol

Dabei ist U, = way, — w, bzw. 0:7, = ¥y, — f,0; in den Unbestimmten u;, v;
hzw. ity D;. Also bedeutet (N | SP) zusammen mit (2.5) eine Gleichung vom Grade 17
in¢, d. h.

(N | PT BLSP) = 17. (2.7

1)

2.2.3. Dual zu (N | P§,BL) aus 2.2.2 sei (N | L] GP) dic Varietiit, die durch

(1)
p.=0, p3=0, p,=0, p—p,=0

heschrieben wird. Sie besteht aus allen denjenigen IT-Ausartungen, fiir die eine der
beiden Geraden, und zwar die Gerade x; = 0, fest ist und die auBlerdem durch den
Punkt (z;, z,, 23) = (2, —1, 0) gehen. In der Parameterdarstellung 11 (2.3) bedeutet
dies n =0, a = —1, ¢ = 1, d = e. Unter diesen Bedingungen ergeben sich die E,-”
aus FP = 8018 4- ... + (019
Somit erhalten wir

(N | L,GPP) = 1,

(¥ |LTGPL) =2,

1)

(V| L;';)GPP(UL(”) =0,

(N | LT GPSP) = 16.

(1)

2.2.4. SchlieBlich sollen (N | P), (N |L), (N|PyLy), (V] SP) mit einer Unter-
varietit (N | PT,W2L) zum Schnitt gebracht werden. PJ, bedeutet ((p)) = ((waw))-
Die beiden linearen Gleichungen in w; seien speziell gewéhlt, namlich w, = w; = 0.
Dann ist (N | P;';,W’) beschreibbar durch die Gleichungen, die sich aus dem all-
gemeinen Punkt von (N |P[T)) (vgl. [5], 9.1) ergeben, und durch p, = p; = p,
= ps = pg = 0. AuBlerdem werde (X | L) speziell gewahlt als I, = 0. Dann besteht

(2.8)

1) Ahnliche Uberlegungen werden bei allen folgenden Schnittbetrachtungen angestellt, ohne
jeweils aufgeschrieben zu werden.
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(N | PT W2L) aus den pT-Ausartungen, die punktgeometrisch gleich der Doppel-
geraden af = 0 sind und die Gerade x, = 0 beriihren, also einen der beiden Triiger-
punkte der Tangentenbiischel in (2, x,, x3) = (0, 0, 1) hahen.

Wir ziehen nun Parameterdarstellung I heran. Hier bedeutet (N | 7)), dall m = 0
ist (vgl. (5], 9.1), und p, =p3 =p, =ps=ps =0, 1, =0 fuluun dann zu ¢ = 0,
¢ =0, b 4 d? = 0. Unter Beriicksichtigung dieser (ileichungen ergeben sich die "
aus

FP = 8d3(012) (013) (O18)2 + -+ + (T8 (D12,
Wir finden
(N | I’;';,W *LP) =0,
W2LL) == 1,

(N | PT 2.9)
(N | PYWRLP L)) = 2, !

($3]
(n

(N | PT W2LSP) = 3.

(n
2.2.5. Als niichste finden wir die zwolf in einer Tabelle zusammengefafiten Schnitt-
zahlen. (N | PT W2L) kann wie in 2.2.4 angenommen werden, (N | P*) und (N | L")
konnen allgemein bleiben.

N| | P L Pyl LT,

P 1 2 0 3 (2.10)
1 2 i 0 0

PTW3L 0 | 2 0

(1

In Zeile 3 sind die ersten drei Zahlen aus (2.9) bekannt, die letzte folgt aus [5],
8.1. Die anderen Schnittzahlen dieser Tabelle konnen leicht iiber Parameter-
darstellung I1 oder zum gréBten Teil auch durch Projektion auf M, gewonnen werden.

2.2.6. Fir diec Bestimmung der folgenden Schnittzahlen beachte man: (N | P, L))
bedeutet b = 0 in Parameterdarstellung I, damit sind

1 ¢ e
(@) =1{ec ¢ ce}l,
e ce e
(cd — e)? —d(cd —¢) cd—e
((l)) = | —d(cd —e) d? —d
cd — e —d 1

Dann ist W bzw. X bzw. P bzw. L eine allgemeine lineare Gleichung in ¢, #, 1 bzw.
in cd — e, d, 1 bzw. in den p; bzw. in den /; der hier_angegebenen Matrizen ((p ),
((l)) (N | PT,) wird durch m = 0 beqclmeben, und SP bedeutet hier m = const.
Damit erhdlt man

(N | PoyyLiyWPEL) = 0,

(N| PyyLyXPL) = 0,

(N | Py Ly P2LS?) = 8, (2.11)
| Pu,Psz) =4,

(N | PTWPL) = 0

(1)
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und ~
(N | Py Lo WELASP) = 4,
(N | Py Ly X1L28P) = 0,
(N | Poy Ly W2L?) = 0,
(N | P, Lp)WXIL?) =0,
(N P?;)WLS) =3,

(N | PT W2L2) = 1

n

(2.12)

sowie _
(N | PoyLiyy WP*SF) = 0,
(N | Poy Ly XP28P) = 4,
(N | PyyLyyW2P?) =0, (2.13)
N | PyLlyyWXP?) =0,
(N | PTWPL) =0

m
und schlief3lich
(V| I’“)[,“,WZI’S’P) =0,
(N | Py Ly WXPSP) = 2,
(N | PyyLgy W2XP) = 0,

(N | PTW2PL) = 0.

(2.14)

2.3. Schnittzahlen auf M,

Der Verwendung in Abschnitt 3.3 angepalt geben wir die Schnittzahlen in Tabellen
geordnet an.

2.3.1. Es gilt:

M | | PyP r? PyWw PyL

Ly, X? 2 1 1 0 (2.15)
Ly XP 4 3 2 4

Loy P? 0 3 0 8

Wir ziehen hierzu Parameterdarstellung (2.1) fiir M, heran. (M | L;,X?) bedeutet
dort b =0 und d = gy, ¢ = ¢d + p,; mit unbestimmten ;. Dann fithrt (M | P;)P)
mit @ = 0 und einer linearen Gleichung in den sich ergebenden p; zu zwei einfachen
Schnittpunkten; (M | P?) liefert mit zwei linearen Gleichungen in den sich ergebenden
p; einen einfachen Schnittpunkt, ebenso (M | P )W) mit @ = 0 und ¢ = 71e 4 7,
mit unbestimmten z;. Schliellich kommt man mit (M | P;,L) neben a == 0 zu einer
Gleichung in den vorgegebenen p;, also zur Schnittzahl (M | L, X?P,L) = 0. Auf
dhnliche Weise erhalten wir die Zahlen in den beiden anderen Zeilen der Tabelle.

2.3.2. Wir finden bei analogem Vorgehen die folgenden Schnittzahlen:

M| | P PaW: PG WL PyL* PyWP

L 4 1 3 3 2 (2.16)
LiuX 3 1 2 0 2

LoP 30 4 8 0

Mehrere Schnittzahlen von (2.16) sind dual zu denen von (2.15). (M | L2P?) und
(M | L, P*) kann man sofort durch Projektion von M auf P erhalten.
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2.3.3. Entsprechend erhalten wir noch

[T

M| | P PGWEL PGWLE Ly X PL

2 1 0 2 1 1 (2.17)
L 2 | 3 0 1

sowie
M| | L r Py,
2 2 1 0 (2.18)
1A l | 2 3

3. Homologiegruppen
3.1. Vorbereitungen

3.1.1. Wir wollen die Homologiegruppen von M, (vgl. [3]) und Nj bestimmen. Zur
Berechnung benétigen wir die Homologiegruppen von komplexen projektiven
Réumen und von den Untervarietiten der p-I-Ausartungen (M | P, L) und
(N | PyyLy,)). Alle auftretenden Raume sind als komplexe projektive algebraische
Mengen endlich triangulierbar (vgl. [8]) bzw. endliche Zellkomplexe. Wir betrachten
die dort cindeutig bestimmte Homologietheorie mit ganzzahliger Kocffizientengruppe Z.

3.1.2. Fiir die Homologiegruppen komplexer projektiver Riume P, gilt (vgl. [12, 7)):
Jregrupy 7 proj g g i

Z, rgeradeund 0 = r < 2n,
H,P, = (3.1
0, r sonst,
Z, rgerade und 2m < r =< 2n,
Ilr(Pm Pm) = { g (3.’.)
0, rsonst.
Jeder P, mit ¢: P, S P, ist Basisreprisentant fiir
H,,P,=2Z fir 0<m<n. (3.3)
Fiir eine Untervarietit V¢ von P, der Ordnung d gilt V4 ~d - P, bzw. mit
e: Vi, = P, ist ey, = d - T3.2) (3.4)

3.1.3. Sind R, K ,ﬁ, K endliche Zellkomplexe und gibt es einen Homéomorphismus
f: RN K =~ R\ K, so existiert fiir alle r ein Isomorphismus (vgl. [2])?)

fr:Hr(R: K) %Hr(ﬁ: K)- (3.5)
3.1.4. # sei ein Faserbiindel im Sinne des Koordinatenbiindels von [10] mit E als

Biindelraum, B als Basisraum, Y als Faser, der Projektion f: E — B und den Homéo-
morphismen

" Un XY =~ 11U,

mit f@"(u, y) = u fir w € Uy, y € ¥, wobei {U,, ..., U,} eine endliche offene Uber-
deckung von B ist. ¥ %
Es seien weiter B, =B\U, (h=1,..,n), A4, =B\UU,=NB, A,=10
(k=1,...,n)und 4, = B. h=1 h=1

1) eyp: Hyp V4 — H,, P, und iy : Hyp P,, —~ H,, P, sind die durch die Inklusionen e und :
induzierten Abbildungen der Homologiegruppen.

?) Fiar den hier nur nétigen Fall, daB f als stetige Abbildung auf ganz R ausgedehnt werden
kann, ist der Satz schon in [6] bewiesen.
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3.1.5. Sind die unter 3.1.4 aufgefiihrten abgeschlossenen Réume endliche Zell-
komplexe und sind
1. H.Y frei fiir alle r und
2. H,Y = 0 fiir r ungerade
und gibt es eine Uberdeckung U, ..., U, von B so, daB}
3. H (A, A,;) frei fir alle £ und » und
4. H,(A;.,, A;) =0 fiir alle £ und r ungerade sind,
so sind die Homologiegruppen des Biindelraums isomorph zu denen des Produktrau-
mes (vgl. [4]),

nmE~ © H,BYH,Y. (3.6)

pigor

3.1.6. Unter den Voraussetzungen von 3.1.5 ist H.(A,,-,, A,) isomorph zu einem
direkten Summanden von H,A4,,_,. Wir nennen B’ cinen zu H,(4,,.,, A,,) gehérenden
Basisreprisentanten von H,A,,_,, wenn B’ Basisreprisentant eines direkten Sum-
manden von H,A,,_, ist, der bei dem Isomorphismus cinem von Null verschiedenen
Summanden von H,(4,,_,, 4,,) entspricht.
Ein Unterbiindel 4’ = (E',B', Y',f') von # mit B A,,,, Y <= Y und A4}
== B’ n A, mige ebenfalls die Voraussetzungen von 3.1.5 erfiillen.
Ist B’ ein zu H,(A,_,, A,) gehorender Basisrepriasentant von H,4,,_, und Y’ Basis-
reprisentant von H,Y, so ist £’ Basisreprasentant von H,, K (vgl. [4]).

3.1.7. Sind (V | C), (V | C"), (V | D) Zyklen auf V und ist (V | C) ~ (V| C") auf V,1)
so gilt fiir die Schnitte auf V:

(VIC-Dy~(V|C'-D)  (vgl [12)),

wobei Schnittvielfachheiten entsprechend Abschnitt 2.1 zu beriicksichtigen sind.
Fiir nulldimensionale Schnitte folgt die Gleichheit der Schnittzahlen.

3.2. Die Homologiegruppen von (M | P )L 4))

3.2.1. Fir die Punkte (p,1) von Vy = (M | Py Ly) gilt ((p)) = ((wawy)) und (@)
= ((zi;)). Aus (1.1) folgt

Durch (3.7) wird V; als singularitatenfreie Varietdt des Produktes W, X X, der
beiden komplexen projektiven Ebenen W, und X, beschrieben. V, ist Biindelraum
eines Faserbiindels iiber W, mit einer projektiven Geraden @, als Faser. Dies erkennt
man durch Auflésung der linearen Gleichung (3.7) nach z,. Eine zugehdorige offene
Uberdeckung von W, wird beschrieben durch w, == 0 (k = 1, 2, 3). Die Raume B,
sind die durch w), = 0 und 4, die durch w; = 0, ..., w, = 0 gegebenen projektiven
Réume. G, sei ein Punkt von G,.

3
wixr; = 0. (3.7)
=1

3.2.2. Auf Grund von (3.1) und (3.2) sind daher die Voraussetzungen fiir 3.1.5 gegeben,
und wegen Z X) Z = Z berechnet man

Z®Z, r=2+4,
HV,~42Z, r=20,6, (3.8)
0, r sonst.

1) ~ heiBt homolog.
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Nach 3.1.6 ergeben sich mit £ = 1, B =W,, ¥ = G,
bei £ == (V| W), B =4,,Y =Y
der Basisreprisentant (V| W) von H, 1},
bei &' = (V| X), B = A,=W,, Y’ =G, (3:9)
der Basisrepriasentant (V| X) von HV:
bei B = (V| WX), B' = 4, Y’ = G,
der Basisreprasentant (V| WX) von H, 17,
bei B = (V| W2, B = A, V' = ¥ {3101
der Basisrepriasentant (V| W?) von I, 1. 1)

Es gibt ganze Zahlen 7 und u, so dal (V' | X?) ~A(V | WX) - u(V | W?2) ist. Durch
Schnitte mit (V| X) und (V| W) erhilt man unter Verwendung von (V| W2X)
= (V| WX? und (1| W3) = (1" | X® = 0 die Homologiebeziehung

(VIWX)~ (V]| W+ (V] X?. (3.11)
Also ist auch (V| W2), (V| X?) eine Basis fiir H,1’,.

3.3. Die Homologiegruppen von M,

3.3.1. Die Homologiegruppen von M, und Basiselemente davon sind bekannt (vgl.
[9, 13, 3]). Sie seien hier nochmal unter etwas anderen Gesichtspunkten hergeleitet.

3.3.2. Die birationale Abbildungy: M, —> 5 zwischen M und P; ist auf M\ (M | Py,)
und Py \ (P | P,) bireguldr. Dort ist y ein Homoéomorphismus, und nach 3.1.3
gibt es fiir alle r einen Isomorphismus

2 (Mg, (M | Py))) = H(Ps, (P | Pyyy))- (3.12)

Die relativen Homologiegruppen berechnen wir iiber die zugehorige exakte Homo-
logiesequenz aus H,P; und H, P ).

P, ist die Veronesesche Fliche. Sic ist bireguldr zur projektiven Ebene W,, also
H.P, ~ H,W, P hat die Ordnung 4. Auf ihr gibt es Kurven der Ordnung 2.
Aus (3.1) und (3.4) erhilt man dann

VA firr = 6, 8, 10,
Z, firr=4,

53 ~ 3.1¢
H.(P;, P,)) ~ Z, fiic r = 2, (3.13)
0 r sonst.
3.3.3. Aus (L.1) folgen fiir @, = (M | P,) die Gleichungen
3
.2‘ It)il;k = O, k= l, 2, 3, (3.14)

i=1

im Raum W, X Ls.

(M | P, ist daher Biindelraum eines Faserbiindels iiber W, mit einer zweidimensio-
nalen projektiven Ebene Y, als Faser. Eine geeignete offene Uberdeckung von W,
und Réume B;, A, werden wie in 3.2.1 beschrieben.

1) (V| W) bedeutet die Untermenge von V. die durch » allgemeine lineare C:leichungen in
den w; gegeben ist.
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3.3.4. Zur Bestimmung von H,Q, und ihrer Basisreprisentanten gehen wir wic in

3.2.2 vor, und es ergeben sich

. a=3, r=4,
y — ¢ IS Y
HQ, = H(M | D) ~ ©7 : _ f :; (‘) g (3.15)
0 sonst
und Basisreprisentanten
@I W), (@] L) fiir 7 == 6,
QI WY, (@ WL), (Q| L% firr=4, (3.16)
(@1 WL, (Q| WL) fiir r = 2.

3.3.5. Aus der exakten Homologicscquenz fiir das Paar (M_,,, (M| 1’“,)) folgen wegen
(3.13) und (3.15) zunichst nur

. a=3, r=206,
PZ a=2, r=28, .
7 — 3.17
H.M, a=1, r=10,0, ( )

0 r=£ 0,2 4,6, 8, 10,
M H(M | P,) ~2Z,, HM;H(M|P,)) ~Z,,
und wegen (3.3) und (3.16) die Reprisentanten
(M| P), (M| P, firr =8,
(M| P?), (M |PyW), (M| P,L) firr =26,
(M| P, (M| PW?3, (M| P,yWL), (M| P, L* und einc Relation
4(M | PP) ~ (M | P, W?) + wo(M | P \WL) + 05{M | P,,L?)
firr = 4,
(M| PY, (M| P, )WL), (M | Py, WL? und eine Relation
&M | Pty ~ @y(M | Py W2L) + Go(M | Py WA fiir r = 2.
Die w;, w; bzw. die Gruppen H,M, und H,M sind noch zu bestimmen.

3.3.6. Durch Schnitte erhélt man iiber (2.16) bzw. (2.17) die in (3.18) angegebenen
Relationen

(3.18)

L AP~ 100 Po W + (| P WD) + (| Pol?) (3.19)

2(M | PYy ~ (M | P ,W2L) + (M | P ,WL?). (3.20)
Also bilden A

(M| P3), (M| Py, W2, (M| P, WL) firr=4 (3.21)
- (M| PY, (M| P,WL) firr=2 (3.22)
eine Basis, und es ist

HM, = é Z bzw. H,M, = é zZY) (3.23)

!) Dieses Ergebnis folgt auch auf Grund der Dualitdtssitze aus (3.17), da M, singularitdten-
frei ist.

2 Beitrige zur Algebra 8
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3.3.7. Wir wollen noch andere Basen angeben (vgl. [9, 13]). Wegen (3.18) gibt es
Au€Zso, dall (M| L) ~AM | P)+ u(M | P,,). Durch Schnitte mit (.M | P4) und
(M | L*) ergibt sich mit (2.18)

(M| L)~2M|P)— (M| P,). (3.24)
Dual dazu gilt

(M | P) ~2(M | L) — (M | L)) (3.25)
und damit auch

2(M | Py)) + (M| Ly)) ~3(M | P), (3.26)

(M| Py) +2(M | Ly) ~3(M | L). (3.27)
Also sind auch (M | P) und (M | L) eine Basis fiir HM;.
3.3.8. Ebenfalls durch Schnitte erhélt man bei Benutzung von (2.15), daf}

(M| PPy ~2(M | P, W) (3.28)
ist. AuBerdem ist

(M |PL)~2M |PL)  (vgl. [9, 13]). (3.29)

Schneidet man nun (3.24) mit P und L und beachtet, daB Hy M torsionsfrei ist, so
erhdlt man

(M | PL) ~ (M | P — (M | Py, W),

(M| 12 ~4(M | P*) — &M | Ph\W) — (M | Py)LL).
Also sind auch (M | P?), (M | FZ), (M | L?) eine Basis fiir HyM ;.

(3.30)

3.3.9. Fiir die Untermenge der p-I-Ausartungen erhdlt man durch Schnitt von

(M | PyLyy) ~2[(M | PyL) — (M | P, W)] (3.31)
bzw.

(M | PoyLiy) ~ 2(5(M | PL) — (M | P?) — (M | LY)]. (3.32)

Durch Schneiden von (M | P\, PW) ~ v, (M | P3) 4 vo(M | P\ W?) + vy(M | P, WL)
erhilt man mit in (2.16) angegebenen Schnittzahlen die Relation

(M | P\ PW) ~2(M | P, W?). (3.33)
3.3.10. Fiir r = 2 seien noch die Basen

(M | PY, (M|PLY) (3.34)
und

(M | Po,W2L), (M | Ly, X?P) (3.35)

angegeben, die man wieder mit Hilfe der Schnittzahlen (2.17) berechnen kann.1)

1) PL? = Biischelschar aller Kegelschnitte, die zwei Geraden in je einem festen Punkt be-
rithren, (M | PL?) ~ (M | P*) — (M | Py, W2L).
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3.3.11. Satz 1. Die Homologiegruppen der Varietiit My der vollstiindigen Kegelschnitte
(p-l-Kegelschnitte) sind

3 4, 6

"M NZ o 21 ,. 2,8
My =PDZ mit o= ) fiir r = 0, 10
0 sonst

Als Basen sind geeignet fiir
r=28: (M|P), (M| P,) oder
(M| Py, (M| L),
r=6: (M |P), (M |Py,W), (M|PyL) oder
(M | P?), (M | PL), (M | L3,
r==4: (M| P3, (M| P, W2, (M| P,WL),
r=2: (M| P, (M|P,W2L) oder
(M | PY), (M | PL) oder
(M | PyyW2L), (M | Ly, X?P).

Bemerkung. Weitere Basen fir r = 2 bzw. r = 4 werden in 4.1.3 bzw. 4.1.6
angegehen.

3.4. Die Homologiegruppen von (N | P¢)L))

3.4.1. In [5] wird gezeigt, dall sich bei Rang ((p)) = 1 und Rang ((l)) = 1 unter der
Voraussetzung w; &= 0, x, = 0 fiir ein Paar i &= £k, 7, k = 1, 2, 3, zwei der Koeffi-
zienten §F der zugeordneten Form frei wihlen lassen — welche das sind, hidngt von
der Wahl von 7, £ ab —, dic die in Abschnitt 1.6 erwdahnte Gerade I, beschreiben.
Die iibrigen Koeffizienten 3/ sind durch jene beiden und (p, !) eindeutig bestimmt.
Fiir festgehaltenes Indexpaar 7, k¢ wird also die durch z; == 0, w; &= 0 beschriebene
Teilmenge von (N | Py L) durch ein Produkt VEé® x I, angegeben mit

Vb = ((w, ) € Vg, w; &= 0, 2, == 0}.

Daher ist £, = (¥ | P4 L)) ein Faserbiindel mit Basisraum V3 und Faser I,.
Die Rdaume B, sind hier beschrieben durch w;z; = 0, etwa in der Reihenfolge (7, k)
= (1, 4 — §), wobei (7, j) lexikographisch geordnet seien. Das bedeutet

A, =VIW)u(VI|X), 4, =(V|W), 43 = (V| W)u (V]| WX),
Ay= (V| W?), 4, = (V| W2X), 4, = 0.

3.4.2. Um zu iiberpriifen, ob die Voraussetzungen fiir 3.1.5 erfiillt sind, betrachten
wir die Folge der durch die entsprechenden Inklusionen induzierten Abbildungen:

H(V | W2X) - H(V | W2) ~,

H | ) » BT TV W)

(3.36)
H(V | X)\

S H(V | W)

Die Basisrepriasentanten V' = (V | W), (V | X), (V | WX) bzw. (V | W?) von H,V,
(siehe 3.2.2) induzieren durch die Einbettung in V, in ihren Dimensionen r = 4

H((V|W)u (V| X))~ HV,.

RA
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bzw. 2 einen Isomorphismus von H,}"’" = Z auf einen direkten Summanden Z von
H,V,. Da aullerdem H, V' = 0 fiir ungerade 7 ist, folgt aus (3.36), dal H,(A,_,, 4;)
frei fiir alle £ und H, (4,_,, 4;) = 0 fiir r ungerade und alle 4 sind.

Aus (3.8) und (3.1) folgt dann nach 3.1.5

. a=1firr=0,8,
PZ =3 firr= 26,

x =4 firr =4,

H,E, = H(N | Py Ly) ~ (3.37)

0 r sonst .

¢

Entsprechend wie in 3.2.2 erhilt man nach 3.1.6 folgende Basisreprasentanten:

(E| W), (K| X), (E|8P) fiir r = 6,
(E| W2, (E| WX), (K| WSP), (E| X8P) firrr =4, (3.38)
(E | W:X), (E | W28P), (E | WXSP) fiir r = 2.

3.6. Die Homologiegruppen H,(Ms, V3)

3.5.1. Mit Hilfe der Ergebnisse aus den Abschnitten 3.2 und 3.3 bestimmen wir iiber
die Homologiesequenz von (M, }';) die Homologiegruppen H (M, V3). Wir erhalten

VA r= 10,
VA YA r=a8,

) ZOZDZL, =6,
Hr(M.'n‘a): Z@ZQ@Z‘ f:4,
Z2®Z2 7:2,
0 sonst .

(3.39)

Repréasentanten ergeben sich aus den entsprechenden Repriasentanten von H,M
in Abschnitt 3.3. Fiir » 5= 2, 4, 6 ergibt sich (3.39) durch algebraische Betrachtungen
in der Homologiesequenz. Zur Berechnung und Darstellung von H.(M;, V) fiir
r = 2, 4, 6 beachte man noch folgendes:

Mit der in (3.18) angegebenen Basis fiir HgMg bilden auch (M | P?), (M | P, )W),
(M| PyL)— (M| PyW) eine solche. Aus (3.31) ergibt sich in Hg(M,, V) eine
Relation fiir die Bilder der Basiselemente von H M, woraus man erkennt, daf}
Hy(M,, V4) den direkten Summanden Z, enthalt.

Schneidet man (3.31) mit L, so erhdlt man

(M | Py LgyL) ~2[(M | Py L) — (M | P,,WL)]. (3.40)

Dual zu (3.28) gilt aber (M | L)L) ~ 2(M | L;,X). In Verbindung mit (3.19) folgt
dann wegen der Torsionsfreiheit von H,M;

(M| P LX) ~2[2(M | P) — 5(M | P, \W?) — (M | P, WL)].  (3.41)

Schneidet man (3.31) mit P und verwendet man (3.28), (3.33) und die Torsionsfreiheit
von H M, so erhilt man

(M | PmLmW) ~2M | PyWL) — (M| Psz)]. (3.42)
Aus (3.41), (3.42) ergibt sich
(M| PoyLayX) — 5(M | PyLyW) ~ 4[(M | P?) — 3(M | Py WL)]. (3.43)
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Mit (3.21) bilden auch (M |P3) — 3(M | P, WL), (M|PyW?) — (M |P,WL)
und (M | P,,WL) eine Basis fiir HM,. Fir H,V; kann man von (3.9) ausgehend
Basiselemente so wihlen, dall diese auf (M |PyL,)W) und (M| Py Ly X)
- 8(M | Py Ly, W) in H .M, abgebildet werden. Demzufolge fiihren die Relationen
(3.42), (3.43) zu den direkten Summanden Z, und Z, von H (M, V,).

Jeder der Zyklen (M | Py L, W?) und (M | P,L,,WX) ist homolog zu einer Linear-
kombination » (M | P4) + vo(M | P, W2L). Schneidet man jeweils mit P und mit L,
so erhdlt man mit in Abschnitt 2.3 angegebenen Schnittzahlen

d (M| P(,,mez) ~ 2(M | l’(HWBL) (3.44)
un
(M | PoyLyWX) ~ 2(M | PY) — (M | P, W2L)]. (3.45)

Aus (3.44), (3.45) folgt H,(M,, V3) ~ 2, D Z,.

3.5.2. Mit Hilfe der zu (3.44) dualen Formel kann man die Basis (3.35) fiir H,M
cbenfalls erhalten.

3.6. Die Homologiegruppen von N

3.6.1. Zur Berechnung der Homologiegruppen von Ny verwenden wir die in Ab-
schnitt 1.6 erwahnte birationale Abbildung ¥, die auBlerhalb der p-I-Ausartungen
ein Hom6omorphismus ist. Nach 3.1.3 gibt es deshalb fiir alle r einen Isomorphismus

.’IIr: ’Ir(N.'n JA) = Ilr(]”!’n V:)) (3'46)

Nach (3.39) sind also H (N, E,) bekannt. AuBlerdem kennen wir H,E, aus (3.37).
Uber die Homologiesequenz von (N, E,) berechnen wir H,N;. Das ergibt zuniichst
durch allein algebraische Auswertung

3
H\Ny,=H,N,=Z, HN,=®2Z,
H.N, =0, r+0,2 4,68 10.

3.6.2. Fiir r = 8 erhdlt man als Basisreprisentanten

(N|P), (NIL), (N|PyLy)). (3.47)
Es muB «, f, y € Z geben, so daBl

(N | LE) ~ (N | P) + B(N | L) + y(N | PoyLqy)) (3.48)

gilt. Durch Schnitte mit P4, L* und (N | PY,W2L) erhilt man mit Hilfe der Schnitt-
zahlen (2.10)

(N | LE) ~ —(N | P) + 2N | L) — (N | Py L) (3.49)
Also bilden auch
(N|P), (N|L), (N|LE) (3.50)

eine Basis. Dual dazu erhilt man eine Basis

|P), (N|L), (N|PY (3.51)

m/’*

In [9] wird iiber M\ V, eine Basis (M | P), (M | L), (M | L;,) angegeben, die wegen
Y(N | LY, = (M| Ly)) der Basis (3.50) entspricht. Durch (3.48) entsprechende
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Ansitze erhilt man aber auf Ny durch Schnitte mit den in 2.2.2 bis 2.2.4 angegebenen
Untervarietiten nach (2.6) bis (2.9)

(N | 8P) ~ 6(N | P) +-5(N | L) — (N | Py, Lyy))

und dual (3.52)
(N |85 ~B(N | P) + 6(N | L) — (N | PyLy),

so dall auch
(NIP), (N|L), (N|SP)

bzw. . (3.53)
(N|P), (NIL), (NI

Basen bilden.

3.6.3. Fiir r = 6 erfihrt man aus der Homologiesequenz, wenn man (3.31), (3.38)
beachtet, dall eine Relation

m,(N | P(l)L(HW) -+ "'2(N i P“,I,“,X) S ")3(N | P“,L(,,S"’)
~2((N|PTL) — (N | PLW)) (3.54)

(n

existieren mull. Durch den Schnitt mit P2L erfahrt man bei Verwendung der Schnitt-
zahlen (2.11), daBl oy = 1 ist.
Daraus folgt, dal}

HN,— @7 (3.35)
und ’

NPy, (N[L¥, (N|PL), (N|PyLyW), (N|PyLyX) (3.56)
eine Basis bilden.
Schneidet man (3.49) mit L und die zu (3.49) duale Formel mit P, so erhilt man unter
Beachtung der Relationen!) (N |PL)~ 2(N | FL), (N | LY, L) ~ 2(N | LY X),

(1)
(N | PiyL) L) ~2(N | Py LX) und der Torsionsfreiheit von Hlst, daf} auch
(NP, (N|LY, (N|PL), (N|LLX), (N|PLW) (3.57)

eine Basis bilden.?)
Verfihrt man entsprechend mit (3.52), so ergibt sich die Basis

(NP2, (NI, W|PL, ov|8rP), (V|8 (3.59)
wobei 2(N | §7P) ~ (N | §7P), 2(V | §°1) ~ (I | §*L) gilt.
3.6.4. Fiir »r = 4 ergeben sich entsprechend die Relationen

(N | PiyLayWSP) + vy(N | Py L3y X8P) + v5(N | Py Ly W)
+ vo(N | Py, L \WX) ~2[(N | PTWL) — (N | PT W?)] (3.59)

(1) (1

(N | Py Ly WSP) 4 py(NV | P L) X8P) + pi5(N | P g\ Ly W?)
+ (N | Py Ly WX) ~ 4[(N | P?) — 3(N | PT,WL)]. (3.60)

(0Y]

Schneidet man (3.59) mit L? bzw. (3.60) mit P2, so ergibt sich bei Verwendung der
Schnittzahlen (2.12) bzw. (2.13), daBl », = 1 baw. u, = 1 ist. Schneidet man (3.59)

und

1) Die man leicht wie (3.28) erhalten kann.
%) Siehe auch die Bedingungen, die in [9] iiber M; \\ ¥, angegeben sind.



Charakteristiken und Schnittzahlformeln fiir p-I-s-Kegelschnitte 23

mit. P2, so erhilt man », = 0. Es ist also
H,N, = (—B Z, (3.61)
und
(NP3, (N|PTW?, (N| PT,WL), (3.62)
(N | Py LyW?), (N|PyLy,WX)
ist eine Basis fiir H,N,.
3.6.5. Fiir r = 2 ergeben sich zwei Relationen
A(N | Py Ly yW2S8P) + AN | Py) L, WXSP)
+ A(N | Py Ly W2X) ~ 2[(N | P4) — (N | PT,W3L)) (3.63)

und
(N | PiyyLiy WBSP) 4 ny(N | P(I)L(I)WXSP)
+ #3(N | P Ly W2X) ~ 2(N | PTW2L). (3.64)

(n

Beim Schnitt von (3.63) mit P erhélt man mit (2.14), daB 4, = 1 ist. SchlieBlich ergibt
sich durch Schneiden von (3.64) mit P und mit L, daB », = 0 und %, = 1 ist.
Also ist

3
HN,=®7Z, (3.65)
(N|PY, (N|PT
ist eine Basis fiir H,N.

und
(”WZI;)y (N l P(”L(”sz) (3'66)

Mit Hilfe von Schnittzahlen gelangt man leicht zu der Relation
(N | LT X2P) ~ (N | PY) — 2(N | PL,W?L) — 6(N | PyyLe, W2X),
also ist auch
(N | P, WL), (N|L% X2P), (N|PyLyWX) (3.67)
eine Basis fiir H,N ;.
3.6.6. Satz 2. Die Homologiegruppen der Varietit Ny der p-l-s-Kegelschnitte sind

5
H.N Z mit .
5 O @ mit 1 fiir r = 0 10

0 sonst

Bemerkung. Die in 3.6.2 bis 3.6.5 angegebenen Basen werden zusammen mit weite-
ren Basen (s. 4.1.4 und 4.1.7) in Satz 3 zusammengestellt.

4. Charakteristiken und Schnittzahlformeln

4.1. Basen

4.1.1. Da das Basiselement (M | P,)) fiir HeM, aus Ausartungen besteht, also die
Gleichungen fiir (M | P,) nicht allgemein genug sind, sind die Schnittzahlen
(M | C,Py)) nicht fiir alle eindimensionalen Zyklen C, auf M direkt bestimmbar.
Deshalb ist es sinnvoll, (M | P;,) gemiB (3.24) in der Basis durch (M | L) zu ersetzen.
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Fiir r — 8 und r = 6 haben wir sowohl fiir H, M als auch fiir H Ny in Satz 1 bzw.
in (3.53) und (3.58) Basen angegeben, deren Elemente nicht nur aus Ausartungen
bestehen. Fiir r = 2 und r = 4 sollen nun solche Basen gefunden werden.

4.1.2. Es sei K ein nicht ausgearteter p-Kegelschnitt und P ein Punkt von K. Durch
die birationale Abbildung y: My — P bzw. ¥: Ny — M; ist zu K ecindeutig ein
p-l-Kegelschnitt bzw. ein p-l-s-Kegelschnitt bestimmt. Beide sollen auch mit A
bezeichnet werden. Ebenso wollen wir von dem I-Kegelschnitt K sprechen.

Mit (P | f(T’) bezeichnen wir die eindimensionale Varietat der p-Kegelschnitte, die

K in P (im punktgeometrischen Sinn) superoskulieren. (P; | KP) ist durch einen
allgemeinen Punkt (z) bestimmt; () ist ein allgemeiner, K in P vierfach schneiden-
der p-Kegelschnitt. Man kann (n) als allgemeines Element einer Biischelschar, wie

in Abschnitt 1.2 beschrieben wurde, erhalten. Die Gerade (P | KP) ist eine p-Super-
oskulante von K und ist durch vier geeignete lineare Gleichungen in den p; beschreib-

bar. Wir nennen (P; | 1([3) und auch den dieser (ierade im GraBmannraum G, ent-
sprechenden Punkt die p-Superoskulante von K in P. Es gilt

(Py| KP) ~ (P | PY),
und (P | ﬁ) kann als Basis von H,P; gewahlt werden.

4.1.3. Es seien (z, 1) der durch x eindeutig zu dem nicht ausgearteten p-Kegelschnitt

(7) bestimmte p-I-Kegelschnitt und (M | ﬁ’) die Untervarietat von M, die durch
den allgemeinen Punkt (7, 1) gegeben ist. Mit dem p-I-Kegelschnitt K hat (-, 1) den

Punkt P und die Tangente 7' in P je vierfach gemeinsam. (M | ﬁ) ist (ncben den
M definierenden Gleichungen) durch die vier oben genannten Gleichungen in den p;

und weitere vier lincare Gleichungen in den I; beschreibbar. Wir nennen (M | ﬁ’)
die Varietiat der K in P und 7' (im punkt-liniengeometrischen Sinn) superoskulierenden

p-l-Kegelschnitte. Die Projektion von (M | KP) auf Py ist die p-Superoskulante
(Ps | KP), entsprechend nennen wir die Projektion auf Ly die l-Superoskulante

(Ls | ﬁ) von K in 7T'. Damit, oder auch mit einer Schnittzahlberechnung wie in 2.3,
erhiilt man die Schnittzahlen

(M| KPP)=1, (M|KPL)=1. (4.1)
Zusammen mit Schnittzahlen aus (2.17) findet man nun aus der Darstellung

(M | KP) ~ uy(M | P) + py(M | Py W2L)
die Relation

(M | KP) ~ (M | P*) — (M | P, W*L)
oder auch (s. FuBnote zu (3.34))

(M | KP) ~ (M | PL?). (4.2)
Damit kann man nebf-ll den in Satz 1 genannten Basen von H, M fiir r = 2 auch die
Basis (M | P%), (M | KP) angeben.
4.1.4. SchlieBlich sei (=, 4,67, 3%) der durch ¥ eindeutig zu (=, 2) bestimmte

p-l-s-Kegelschnitt und (N | ﬁ) die Untervarietdt von N, die durch den allgemeinen
Punkt (=, 4, &%, 67) gegeben ist. Der p-l-s-Kegelschnitt (z, 4, 67, %) hat mit dem
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p-l-s-Kegelschnitt K den Punkt P und dic Tangente 7' je vicrfach gemeinsam. Das
driicken (neben den Gleichungen fiir Ny) die genannten linearen Gleichungen in den
pi und [; aus. Er hat weiter mit K die p-Superoskulante (Py | K P) sowie die I-Super-
oskulante (Lg | KT) gemeinsam. Dies wird ausgedriickt durch Gleichungen in den .G,!’,
die dafiir bestehen, daB die Kurve der p-Superoskulanten von (x, 4, 67, %) — sie
ist durch die zugeordnete Form FP it den Koeffizienten al’ gegeben — die p-Super-

oskulante (P | KP)von K in P (als Punkt im G,,) enthiilt, und durch entsprechende

Gleichungen in den §F.

Wir wollen nun Homologierelationen aufstellen. Wie zu (4.1) finden wir
(N|KPP)=1, (N|KPL)~ 1.
Weiter kann (P, | KP) bei keiner IT-Ausartung als p-Superoskulante auftreten (vgl.

(5], 8.1.2, 7.4.2 und 7.4.4.2), also ist (N | KPLT,) = 0.
Mit weiteren Schnittzahlen auf Ny (vgl. Abschnitt 2.2) erhalten wir iiber

N| [P PRWL Pola WX Pir  KP

r 1 0 0 1 1 (4.3)
L 2 1 0 1 1
LY, |3 0 1 1 0

die Relationen

(N | KP) ~ (N | P — (N | PTW2L) — 3(N | Py)La,W2X)

(1)

(N | PL?) ~ (N | P*) — (N | PTW2L) — 2(N | Py Ly, W2X) (4.4)

(N| KP) ~ (N | PL?) — (N | Py, L, WX).

Damit kann man neben den in (3.66) und (3.67) genannten Basen fiir H,N; auch die
Basen

(N|PY, (N|PL*, (N|PylL,WX) (4.5)
sowie

(N|PY, (N|PL*», (N|KP) (4.6)
angeben.

4.1.5. Es sei (P; | E) eine Ebene in P, die durch eine allgemeine (Gerade und einen
Punkt von (P | P(,) erzeugt wird. Ihr entspricht ein Netz von p-Kegelschnitten,
das genau eine p-Ausartung enthilt (vgl. [9]). Die Ebene (P; | £) wird durch drei
geeignete lineare Gleichungen in den p; beschrieben. Es gilt (Py | E) ~ (P | P?),
und (Ps | E) kann als Basis von H,P; gewihlt werden. Sei () ein allgemeiner Punkt
von (Pg | E); der p-Kegelschnitt () zerfdllt nicht.

4.1.6. Es sei (n,4) der durch y eindeutig zu (z) bestimmte p-l-Kegelschnitt und
(M, | E) die Untervarietit von M;, die durch den allgemeinen Punkt (n, 1) gegeben
ist. Die Schnitte (M | EP?) und (P; | E P?) enthalten keine p-Ausartung, damit gilt
(Mg | EP?) = (P; | E P?) = 1. Die p-Ausartungen von (M | E P,) entsprechen bei x
der einzigen p-Ausartung von (Pj | E), also ist (Mg | EP,W) = 0. Um mit (M, | L?)
zu schneiden, denken wir uns das Koordinatensystem in der Ebene X so gelegt, dafB
(Ps | E) durch die Gleichungen

Py = P2> DPs = Pas; Ps = P2+ Ps (4.7)
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beschrieben wird. Hiermit erhalten wir (7, 4) in der Parameterdarstellung

ros ¢
(@) =1[s s s+t ),
t s+t t
—8 — st — 2 2 52
(().)) =1 rt — g2 st —rs — rt
3% st —rs—ort rg — s?

und finden fiir ((}.)) die Gileichungen

L -+ Ll — Ly — 12 = 0,

L, + Ll — Ll — 12 =0,

lll2 + llla '+' lllﬂ - l‘: - IE - l,‘la == 0,

A +lz+la+2l4+2ls+ls=0-
Man sieht nun, dall (M | £ L?) keinen Punkt mit Iy = 0 enthilt. Setzen wir dann
45 = 1 und stellen zwei allgemeine lincare Gleichungen in den Z; auf, so ergibt sich
nach dem in Abschnitt 2.1 beschriebenen Vorgehen, (M | E L?) = 3. Zusammen mit

Schnittzahlen aus Abschnitt 2.3 und Beachtung von (M | PyW)~ (M| P?)
— (M | L?) + (M | L;,X) finden wir die Tabclle

(4.8)

M| | P P W P WL E
P 1 0 0 | (4.9)
4 4 l 3 3

und damit
(M| E)~ (M| P3 — (M| P, W?). (4.10)

Also kann man das Basiselement (M | P(,,#?) von H,M4 durch (M | E) ersetzen.
Mit bereits in Abschnitt 2.3 bestimmten Schnittzahlen und unter Verwendung von

(M | PL) ~2(M | PL) finden wir
(M| LPLPY) =2, (M|LPLP,W)=1, (M|LPLL* = 1
und sodann
(M | LPL) ~ —2(M | P3) — (M | P\ WL) + 4(M | E). (4.11)

Aus (4.10) und (4.11) folgt: Neben der in Satz 1 angegebenen Basis von H, M, ist

auch (M | P%), (M | E), (M | LPL) eine solche.
Wegen

(M| Loy X?) ~ 2(M | P*) — 3(M | E) + (M | LPL) (4.12)

ist auch (M | P3), (M | E), (M | L,,X?) eine Basis von H, M, [9].
Ubrigens sieht man daraus und aus (3.31), daB auch

(M| P,W?), (M|Py,,WL) und (M| Ly X?)

eine Basis bilden.
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4.1.7. Zum allgemeinen Punkt (7, 4) von (M | K) ist durch ¥ eindeutig cin p-l-s-
Kegelschnitt (n, 4, 67, %) bestimmt. Es sei (N | £) die Untervarietit von N,, die
durch den allgemeinen Punkt (=, 4, 6%, L) gegeben ist. Wir gehen nun von der Basis
(3.62) fir H,N; aus. Um die a; in der Relation
(N E) ~ay(N | P?) 4 ay(N | PTI?) 4 ag(N | PTWL)
(N | P“,L“,W"‘) + ag(N | })(IDL(I)W'X)

zu  finden, schneiden wir mit (N | P?), (N |PIW), (N|PyLyW), (N| 13,
(V| PT,L). Die Schnittzahlen dieser Zyklen mit den Basiszyklen (3.62) konnen wir
aus Abschnitt 2.2 erhalten. Die Schnittzahlen (N | EP?) = 1 und (N | EPT,W) =0
findet man wie (M | EP?) = 1 und (M | EP,, W) = 0 in 4.1.6. Entsprechend erhilt
man (N | EP;,L,,W) = 0. Da der Schnitt (M | £ L?) keine p-l-Ausartungen ent-
hiilt, ist (N | EL?) = (M | EL?) = 3. SchlieBlich findet man mit (4.7), (4.8) und
Verwendung von (2.2) die Schnittzahl (N | EPT L) = 1. Dann folgt

(N|E)~(N|P?)— (N|PTLW?2) — (N | PyyLyW?). (4.13)
Aus (N | FI:) ~(N|P*— (N |PYLW)— (N|PyLyW) (vgl. die zu (3.57) fiih-

renden Uberlegungen) erhilt man durch Schnitt mit (N | L) ~ 2(N | P) — (N | PT))
— (N | Py)Ly,) (s. (3.49)) die Relation

(N | LPL) ~ 2(N | P3) — 4(N | PT W?) — (N | PTWL)

— 4N | Py LyW?) — 2N | Py Ly WX). (4.14)
Aus (3.52) und der zu (3.49) dualen Formel ensteht (N | SP) ~ 16(N | P) — 5(N | PT))

(1)
—

_ (N | Py Lqy))- Wir schneiden mit (N | P?), fiihren durch (N | §71%) = 4(N | §7P3)
den Zyklus (N | @2) ein und finden

(N | SPP2) ~ 4(N | P?) — 5(N | PT,W?) — 6(N | P\ L, W?). (4.15)

—

Fiir den entsprechend eingefiihrten Zyklus (N | SZL?) nennen wir zuletzt noch die
Relation

(N | SEL2) ~ 11(N | P¥) — 19(N | PT,W2) — (N | PT,WL)
— 18(N | PiyL \W?) — 15(N | Py L, WX). (4.16)
Aus (’4_.\13) bis (4;1\6) folgt, daBl neben (3.62) auch (N | P3), (N | E), (V| Lﬁ),
(N | §7P), (N | S:L?) eine Basis fiir H,N; bilden.
4.1.8. Wir stellen die Basen fiir die Homologiegruppen von Ny zusammen.

Satz 3. Basen fiir H, N4 sind ber

r=8: (N|P), (N|L), (N|PuyLgy));

oder (N|P), (N|L), (N|PY);
oder (N|P), (N|L), (NILE);
oder (N|P), (N|L), (N|8%);

oder (N|P), (N|L), (N|8);
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r=6: (N|P?, (Nlﬁ), (N|LY, (N|PyLywW), (N|PyLyX);
oder (N|P¥, (N|PL), (N|L%, (N|PLW), (N|LTX);
oder (N|PY), (N|PL), (N|L%, (N|8§*P), (N|&L);
r=4: (N|P?, (N|PTW?, (N|PTWL), (N|PuLyW?),
(NIP(,)L(,,WX); . g
oder (N|P%), (N|E), (N|LPL), (N|87P%), (N|R:L2);
r=2: (N|PY, (N|PTW2L), (N|PqyLyWX);
oder (N | PTW2L), (N |L¥X2P), (N|PgLyWX);

(1)
oder (N | PY), (N|[”22), (N | Py Ly W2X);
oder (N| Y, (N|PL?, (N|KP).

4.2. Schnittzahlformeln

4.2.1. Durch die Vorgabe einer Basis (1, | Bi), 1 = 1, ..., a, ist fiir jeden ¢-Zyklus
(Va | C,) ein geordnetes «-Tupel von charakteristischen Zahlen vorgegeben, namlich
die Koeffizienten in der Basisdarstellung

(V| C) ~ 3 A(V, | Bi). (4.17)
=1
Die Zyklen (V,|Bi) vertreten somit die klassischen Charakteristiken fiir dic
t-Zyklen.)

Die charakteristischen Zahlen 4 lassen sich dadurch berechnen, da man (4.17) mit »
unabhingigen s-Zyklen, s +t = n, etwa mit einer Basis (V,|Bi), i=1,...,a,
schneidet und das Prinzip 3.1.7 verwendet.

In einer Schnittzahlformel wird die Schnittzahl zweier beliebiger Zyklen (V, | C,) und
(Va| D)) auf V,, s + t = n, auf den Schnitt dieser Zyklen mit festen Zyklen (V, | B})
bzw. (V, | Bi) zuriickgefiihrt. Man kann solche Schnittzahlformeln erhalten, indem
man von einer Homologierelation (4.17) fiir (V, | C,) und (V, | D,) ausgeht und das
Prinzip 3.1.7 verwendet.

4.2.2. Fiir V,, = My und t = 4 folgt aus Satz 1
(M| Cp) ~ (M | P) + (M | L). (418)
Durch Schnitte mit den Basen (3.34) bzw. (3.35) von H,M; 2) ergibt sich
A =2(M | C,PL) — (M | C,PY) = (M | C,L,,X*P),
2= (M|CPY — (M|CPL? = (M| C.P,WL).

Schneiden wir mit einem 1-Zyklus (M | C)), d. h. s = 1, so ergibt sich die Schnitt-
zahlformel

(M | €,0,) = Ao} + io} (4.20)

(4.19)

mit
ol = (M|CP) und of = (M|CL). (4.21)

1) Dort heifit es (» — t)fache Bedingung [9, 12].
%) Es wird auf Schnittzahlen aus den Abschnitten 2, 3 und 4.1 zuriickgegriffen.
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Zu einer Formel (4.20) gelangt man selbstverstindlich auch, wenn man von einer
Basisdarstellung (3.34) bzw. (3.35) fiir ein (M | C,) ausgeht (¢ = 1) und mit (M | C))
schneidet.
Durch Einsetzen von Basistransformationen kann man aus (4.20) weitere Schnitt-
zahlformeln herleiten, etwa

(M | C\Cy) = 2jp + Ao} ' (4.22)
mit A} = (M | C\P) — (M | C\Py,)), A= (M]|CPy), o= (M|Cl?),
0} = (M | C L.
Dic Zahlen of sind in (4.21) durch Schnitte von (M | Cy) mit effektiven, nicht aus-
ausgearteten!) Zyklen bestimmt. Die Zahlen ) sind nach (4.19) durch Schnitte mit
cffektiven Zyklen bestimmbar, allerdings fiir ausgeartete (M | Cy) nicht direkt.

Bemerkung. Bei Verwendung der Basen (M | P), (M | L) fiir ¢ = 4 und der Basen
(M | L) X2P), (M | P, W2L) fiir s = 1 ergibt sich als Schnittzahlmatrix der Basis-
clemente die Kinheitsmatrix.

4.2.3. Fir V, = M; und ¢ = 3 folgt aus Satz 1 entsprechend
(M | Cy) ~A(M | P?) + A(M | PL) + AY(M | L?). (4.23)
mit AL = 2M | C3P%) — 3(M | CoB) + (M| CLPL) = (M | CyLy,X?),
2= —B(M | C3P%) + UM | C3E) — (M | CLPLY = (M | 3P, W L)
— 3(M | G )W),
B = (M| CyP?) — (M| CoE) = (M | C3P, W?).

I

s ergibt sich eine Schnittzahlformel
(M | CyCs) = A30y + 4303 -1 2303 (4.24)
mit ol = (M| CyP?), ¢ =(M|CPL), ¢} = (M|C,lLd.
4.2.4. Fiir V, = Ny und ¢t = 4 folgt aus Satz 3 entsprechend
(N | Co) ~ MW | P) + AN | L) +23(N | 87) (4.25)
mit A= —(N|CP% — 4N | C,PL?) + 6(N | CKP)
= (N | C.L§,X?P) — 4(N’LC,1’“,L(,,W ZXL
2= (N|CPY) — 6(N | CPL2) + 5(N | C KP)
= (N | O T, W2L) — 3(N | CP )Ly W2X),
3 = (N| CPLY) — (N | CKP) = (N | CP Ly, W2X).
Dazu gehort eine Schnittzahlformel
(N | CiCy) = Xjei + Ajet + Aled (4.26)
mit el =W ICP), ei=N|CL), o= (N| Clgp)'
Aus der Basisdarstellung
(N [ Co) ~ iV | P) + vi(N | L) + 2N | PT) (4.27)
mit vl = (N | CLT X?P) = —(N | C,P%) + 2(N | C.KP), .
i = (N | CP{WEL) + 3(N | CP )Ly W2X) = (N | C(P*) — (N | C,KP)

1

') nur aus ausgearteten Kegelschnitten bestehenden
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ergibt sich die (4.26) entsprechende Schnittzahlformel

(N1 C1Cy) = viol + viel + Aoy (4.28)
mit = (N | C,P],)).
4.2.5. Fir V, = Ny und ¢t = 3 folgen aus Satz 3

(N | Cy) ~ 24N | P2) + 23N | PL) + (N | L?) + 2(N | §7P)

+ A3(N | 8EL) (4.29)

mit A= (N | G LT, X?) — 2(N | (3P )Ly, X?),

B=(N|CPEWL) — 3(N | CoPT W2 — 6(N | C3P )Ly W?)

— 3(N | C3P 4Ly, X?),

M= (N | CPT,W?) — 2(N | CyP oLy, W?),

M= (N|CPyLX?Y, A= {|CPyLy,W?
und die Formel

(N | C,C5) = \'l:,gz (4.30)

mit = (N| C,PY), 03 = (N |CPL), o} = (N|C,lL3),
o} = (N | C,8! 1Py, 0} = (N | ('281«11).
GGeht man von der Basisdarstellung

(N | Cy) ~ )N | P?) 43N | PL) + #3(N | L?) + v(N | PT.W)

(84]

+ ¥(N | LT X) @3
mit = —4(N | O3P?) + 6(N | (4E) — 6(N | (‘3LPL) 4 (V| C,82L),

vi = 3(N | CsE) + 6(N | C;LPL) — (N | C,,SPPZ) — (V| C,8ELY),

Il

2N | CsP?) — 6(N | C4E) + (N iCSPPz)

W = 6(N | C,PY) — 9N | CoF) + T(N | C,LPL) — (N | §113),

—(N | CoP%) + B(N | C4E) — (N | C,8FP?)

aus, so ergibt sich eine (4.30) entsprechende Formel

5
(N | CyC3) = Y vioh (4.32)
i=1
mit o} = g} (1 = 1,2, 3) und o} = (N | C,PT, W), 03 = (N | C,L5,X).
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