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Bemerkungen iiber Zusammenhangseigenschaften
und mengentheoretische Darstellung projektiver algebraischer
Mannigfaltigkeiten

HarTMUT ROLOFF und JURGEN STUCKRAD

Einleitung

In [6] entwickelt R. HARTSHORNE fiir noethersche topologische Raume gewisse
Zusammenhangsbedingungen. Hieraus kann er insbesondere notwendige Bedingungen
dafiir ableiten, wann eine (projektive) algebraische Mannigfaltigkeit }" < P* mengen-
theoretisch vollstindiger Durchschnitt ist, d. h. wann r = n — dim V Hyperflachen
H,, ..., H, existieren mit V = H, n--- n H, (iiber einem geeigneten — z. B. alge-
braisch abgeschlossenen — Korper). Hiermit kann er inshesondere zeigen (s. [6], 3.4.1.
und 3.4.2.), daf}
1. die Kurve C < P3, die Vereinigung der beiden Geraden xy, = #; = 0 und 2, = x4
= 0 ist (s. auch [1], Satz 7.5.2.) und
2. die irreduzible Flache F — P4, die durch die allgemeine Nullstelle (tg, i,
tola(ts — to), tohita, t3(ts — o)) gegeben ist (bei HARTSHORNE affin),
keine mengentheoretisch vollstandigen Durchschnitte sind. Hieraus ergibt sich, dall
projektive algebraische Mannigfaltigkeiten im allgemeinen keine vollsténdigen
Durchschnitte sind. Selbst wenn man sich auf irreduzible projektive Mannigfaltig-
keiten (d. h. projektive Varietiten) oder etwas allgemeiner auf zusammenhéngende
Mannigfaltigkeiten (s. Def. 1) beschrinkt, so zeigt die Flache F, dal auch diese im
allgemeinen keinc mengentheoretisch vollstindigen Durchschnitte sind, wenn nur
ihre Dimension grofler als 1 ist. (Dasselbe gilt natiirlich auch im Affinen.) Offen
bleibt somit nur noch das sogenannte mengentheoretische Kurvenproblem:

Es set C — P eine trreduzible (oder allgemeiner: eine zusammenhiingende) projektive
algebravsche Kurve. Gibt es dann stets n — 1 Hyperflichen H,, ..., H, | < P,, so daf
C=Hyn---nH, gilt?

Der erste nichttriviale Fall ergibt sich hierbei fiir » = 3 und besagt demzufolge:

Ist jede irreduzible (bzw. zusammenhiingende) algebraische Raumkurve Durchschnitt
zweter algebraischer Flichen?

In diesem Zusammenhang sei darauf hingewiesen, da8 EIseNBup und Evaxs in 3],
Cor. 2, zeigen konnten, dafl jede projektive algebraische Mannigfaltigkeit V — P,
Durchschnitt von héchstens » Hyperflichen ist. (Ein analoges Ergebnis fiir den
affinen Fall wurde erstmals von STorcH in [13] bewiesen, siche aber auch E1sENBUD
und Evaxs [3], Cor. 1.)

Bei allen uns aus der Literatur bekannten Beispielen algebraischer Kurven (sowohl
projektiv als auch affin), von denen man wei}, daB sie Durchschnitt von n — 1
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Hyperflichen sind, beobachteten wir folgenden bemerkenswerten Umstand:

i8 sei a das durch die entsprechende Kurve definierte Polynomideal. Dann kann
eine der Hyperflichen stets als Nullstellenmenge eines der Basiselemente von a
gewihlt werden. Zur Veranschaulichung wollen wir eine Reihe solcher Beispiele
zusammenstellen:

1. (PERRON, 8. [11]) Essei (' < P"die durch die allgemeine Nullstelle (¢, t5-%,, ..., t])
definierte Kurve. Das Ideal von € wird erzeugt von allen zweireihigen Determinanten
. Xy v L i . . L
der Matrix ( . " '). Es gilt ¢ =H n..-nl,,, wobei H; fir jedes
Ey e
=1, ..., n — | definiert ist durch

Lo SR
Tre il (xj= 0, falls j > n).
Lioeee Lo

H, ist demzufolge gegeben durch das Basisclement v, — a3,
1 ge g od'a 1

2. (HARTSHORNE, s. [6]) Es sei C < A? dic durch (8, ¢4, t°%) gegebene Kurve. € ist
Durchschnitt der zu a3 — afr, und af + a3 — 2x,0005 gehorenden Fliachen. Das
Ideal von C ist gegeben durch die Basisclemente wyry — 23, wony — &3, 03 — 22x,.

3. (HARTSHORNE, s. [6]) Es sei C < P? die durch das Ideal ¢ = (xgry, 2,205, 2,25)
== (€, 1) N (g, 1) 0 (g, &) gegebene projektive Kurve (€' ist zussiimmenhéngend).
Dann ist C' Durchschnitt der durch a0, = 0 und wgr, + x0y = 0 gegebenen Fliachen.

4. (FERRAND, s. [4]) Es sei F — P* die Fliche, die durch das von den zweireihigen
Lo Ty L3
Ty T, Xy
schnitt der durch wg, — 2% =0 und x,a3 + 2] — 2,050, gegebenen Hyper-
flachen.

Unterdeterminanten der Matrix ( ) erzeugte Ideal definiert ist. F ist Durch-

Nach F. S. Macavray (s. [10], S. 98) betrachten wir nun das durch die allgemeine
Nullstelle (&3, t3¢,, o3, t}) definierte Primideal

- > . 3 2 3 a2 a2 2 o[ e ,
P = (Koly — X1dy, X] — X§Xy, X5 — Xy25, Xjxg — Xo3) < Ko, ..., 24],

wobei K ein belicbiger Korper ist. C < P? sci die entsprechende irreduzible Raum-
kurve. Nach [8], 111, § 5, Ex. 5.16, ist C fiir den Fall char K > 0 ein mengentheo-
retisch vollstindiger Durchschnitt. Wir geben in dieser Arbeit eine Methodc an
(s. Abschnitt II), mit der man folgende Aussagen gewinnt:

1. Im Fall char K > 0 kann eine der beiden Flachen, deren Durchschnitt C ist, als
Nullstellengebilde von 13 — a3z, oder von x} — rx} gewihlt werden. Damit
ordnet sich C im Fall char K > 0 in die Reihe der oben erwéhnten Beispiele ein.

2. Im Fall char K = 0 seien H,, ..., H, die durch die Basisformen von p definierten
Fliachen. Dann gilt fiir jedes 7 = 1, ..., 4 und jede Fliche H c P3: H; n H == C.

LiefBe sich nun zeigen, dafl unter bestimmten Voraussetzungen bei mengentheoretisch
vollstdndigen Durchschnitten eine der beteiligten Hyperflachen als Nullstellenmenge
eines Basiselements des entsprechenden Polynomideals gewéhlt werden kann, so
wire zu hoffen, dafl im Fall char K = 0 die Raumkurve von MAacAuLAY ein Gegen-
beispiel fiir das klassische Kurvenproblem ist. Offenbar ist aber diese Vermutung
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zumindest ohne zusitzliche Voraussetzung falsch. Zum Beispiel gewinnt man durch
cine lineare Variablentransformation aus dem im 3. Beispiel erwihnten Ideal ¢ das
Ideal ¢’ = (.rorg, X2y, (& — X4) r,), fiir das deshalb gilt: Die zu ¢’ gehérende Kurve
ist Durchschnitt der Flichen (x; — xy) v, = 0 und zgv, 4 (x; — 2¢) 23 = 0. Eine
cinfache Rechnung zeigt aber, dall man hierbei mit keiner durch ein Basiselement
definierten Fliche starten kann.

Inzwischen hat sich jedoch der von HArTsHORNE in [8], Conj. 5.17, vorgeschlagene
Weg, diec Raumkurve von MAcAULAY in der Charakteristik Null als Gegenbeispiel
fiir das Kurvenproblem darzustellen (s. [8], Ex. 5.18) als nicht gangbar erwiesen.
Cowsik und Nor1 konnten in [2] nachweisen, dal HarTsHORNES diesbeziigliche Ver-
mutung (s. [8], 5.17) auch fiir die Charakteristik Null falsch ist. Fiir weitere explizite
(iegenbeispiele siche auch [9].

I. Zusammenhangseigenschaften projektiver algebraischer
Mannigfaltigkeiten

Wir geben zwei Ergebnisse iiber Zusammenhangseigenschaften projektiver alge-
hraischer Mannigfaltigkeiten. Satz 5 stellt dabei eine Verallgemeinerung eines Resul-
tats von HArRTsSHORNE dar, siche [6], Rem. 3.4.6, oder [7], Theorem 1.3. Zunéchst
sei aber an einige bekannte Definitionen erinnert:

Definition 1. Es sei X noetherscher topologischer Raum.

1. X heiBt zusammenhiingend, wenn fiir jedes Paar abgeschlossener Teilmengen
X, Xovon X mit X = X, v X, gilt: X, n X, & 4.

2. X heiit zusammenhiingend in der Kodvnension k (k = 0, ganze Zahl), wenn fiir
jede abgeschlossene Untermenge Y & X mit codim (Y, X) > &k diec Menge
X — Y zusammenhéngend ist.

Offenbar impliziert die Eigenschaft zusammenhiingend in der Kodvmension k die
Eigenschaft zusammenhiingend in der Kodimension I fiir jedes I = k. Fiir £ = dim X
ist die Eigenschaft zusammenhiingend in der Kodimension k dquivalent zu der Eigen-
schaft zusammenhdingend.

Ks sei X ein beliebiger topologischer Raum und y € X. Dann heifit der topologische
Raum X,:= (v € X | {2} 3y} (fiir 4 S X sei 4 die AbschlieBung von 4 in X)
lokaler Raum von X in y.

Definition 2. X sei noetherscher topologischer Raum. X heiflt lokal zusammen-
hiingend in der Kodimension L, wenn X, zusammenhéngend in der Kodimension &
ist fiir alle y € X.

Es sei darauf hingewiesen, dall keine der Eigenschaften zusummenhdngend in der
Kodimension k und lokal zusammenhiingend in der Kodimension k die jeweils andere
impliziert.

Nach [6], Rem. 1.3.2, gilt aber folgendes

Lemma 3. Ein noetherscher zusammenhiingender topologischer Raum, der lokal zu-
sammenhiingend in der Kodimension k ist, vt auch global zusammenhingend in der
Kodimension k.

Der niichste Satz stellt eine Anwendung von Theorem 2.2 aus [6] auf projektive
algebraische Mannigfaltigkeiten dar.

Satz 4. Es ser K unendlicher Korper und V. < P eine projektive algebraische Mannig-
faltigkeit mit dim V = 1, die durch ein homogenes Ideal a = Kz, ..., x,] definiert ses.
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A set der (durch a gegebene) lokale Ring in der Sputze des affinen Kegels iiber V. Wenn
depth 4 = 2, s0 wst V zusammenhingend.

Beweis. Es sei X der affine Kegel iiber ¥V mit der Spitze x,. Wir betrachten die
Priigarbe (X, Ox), wobei wie iiblich @y, die entsprechende Lokalisierung von
K[y, ..., x,]/a ist fiir alle z € X. X ist noetherscher zusammenhéngender topologi-
scher Raum (X ist ein Kegel). Es sei Y := {x). Da depth Oy, = depth 4 = 2
gilt, ist nach [6], Theorem 2.2, X — {xo} zusammenhingend. Damit ist 1" zusammen-
héangend, q. e. d.

Wir geben nun cine Folgerung, die — wie schon oben erwihnt — eine Verallgemci-
nerung von [6], Rem. 3.4.6, bzw. [7], Theorem 1.3, darstellt, da insbesondere voll-
stindige Durchschnitte die hier geforderten Voraussetzungen erfiillen.

Satz 5. Es seien V und a wie in Sulz 4 mut den zusitzlichen Bedingungen:

(1) a st ungemischt und

(i) fiir jede Form f € K(x,, ..., x,] mit a: f = a ist (a, f) wieder ungemischs.
Dann st 'V sowohl lokal als auch global zusammenhiingend in der Kodimension 1.

Beweis. Nach Satz 4 ist V zusammenhidngend. Nach Voraussetzung erfiillen dic
lokalen Ringe Rp/aRy fiir alle Primideale p mit'a & p < K[x,, ..., x,] =: K die Be-
dingung 8, von SERRE. Damit ist nach [6], Cor. 2.4, V lokal zusammenhéngend in
der Kodimension 1 und nach Lemma 3 dann auch global zusammenhingend in der
Kodimension 1, qg. e. d.

Satz b besitzt ein ,,lokales* Analogon, das der Vollstandigkeit halber mit angegeben
sei:
o daf fiir jeden Nicht-

Satz 5. Es sei 4 lokaler ungemischter Ring mit dim A 8¢
Spec A sowohl lokal als

=
nulltetler x € A A[xA wieder ungemischt ist. Dann ist X
auch global zusammenhingend in der Kodvmension 1.

= 2,

(A heiBt ungemischt, wenn dim 4/p = dim A fiir alle zum Nullideal von A4 asso-
ziierten Primideale p — A4 ist. Spec 4 ist die Menge aller Primideale von A4, aus-
gestattet mit der Zariski-Topologie.)

Die eingangs erwithnte Fliche #' von HARTSHORNE zeigt, dal Satz 5 nicht umkehrbar
ist. Da F irreduzibel ist, ist F somit auch zusammenhingend in der Kodimension 1.
(tdbe es nun ein Ideal a = K[z, ..., 24], das F definiert und das die Voraussetzungen
von Satz b erfiillt, so hatte man fiir den durch a gegebenen lokalen Ring 4 von F im
Nullpunkt (1, 0, 0, 0, 0): dim 4 = depth 4 = 2. Dasselbe gilt dann aber auch fiir
die Komplettierung 4 von A bezugllch des maximalen Ideals von 4, d. h., Spec 4
ist nach Satz 5’ zusammenhingend in der Kodimension 1. Das ist aber nicht moghch
da F formal im Nullpunkt (d. h. beziiglich der Komplettierung im Nullpunkt) ,,aus-
sieht* wie die Vereinigung zweier Ebenen, die sich in genau einem Punkt schneiden
(dem Nullpunkt), also nicht zusammenhéngend in der Kodimension 1 sind (s. [6],
Ex. 3.4.2).

Offen bleibt damit nur noch die Frage nach der Umkehrbarkeit von Satz 4. Wir
geben daher folgendes Problem, das offenbar eine Verallgemeinerung des Kurven-
problems (fiir eindimensionale Mannigfaltigkeiten) darstellt.

Problem. Es sei V <= P% (K unendlicher Kirper) eine projektive algebraische Mannig-
faltigkeit. Dann vst V genau dann zusammenhingend, wenn V durch ein homogenes
Ideal a = K|[x,, ..., x,] definiert werden kann mit folgender Eigenschaft: Fiir den
durch a gegebenen lokalen Ring A in der Spitze des affinen Kegels iiber V qilt depth 4 = 2,
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d. h., es qibt zwei nicht konstante Formen f, g € K|x,, ..., x,] mit

a:f=a und (a,f):g=(q,f).

[m Fall von Kurven besagt das gerade:
Eine projektive algebraische Kurve C — P ist genaw dann zusammenhiingend, wenn C
durch ein perfektes Ideal a = K|x,, ..., x,] definiert werden kann (Perfektheit s. etwa
(5], 144.3).
Die Fliche F von HARTSHORNE ordnet sich hier ein. Die Rechnungen aus [12], Kor. 7,
zeigen, dall man fiir a das durch F definierte Primideal wihlen kann und z. B.
= Iy, § = X + x, setzt. Die Raumkurve C' von MACAULAY zeigt aber, daB a nicht
immer das durch C bestimmte Primideal sein kann. Dieses ist hierbei namlich nicht
perfekt (s. [5], 144.10). Im Fall char K > 0 kann C aber durch ein Hauptklassen-
ideal (das natiirlich perfekt ist) definiert werden, siehe hierzu Einleitung und Ab-
schnitt 11 dieser Arbeit. Fiir die Charakteristik Null ist das Problem aber noch offen.

IL. Uber die mengentheoretische Darstellung der Raumkurve von Macaulay

Jetzt sei K ein beliebiger Korper und R := K[x,, ,, %, 23] der homogene Polynom-
ring in den Unbestimmten x,, 2,, ,, 5. Es sei C < P% die durch die allgemeine Null-
stelle (fg, (3t, tof}, t}) gegebene irreduzible Raumkurve mit dem zugehorigen
Primideal

P = (Xoky — Ty, &} — A3X,, 23 — 2125, 2jx; — 2¥3) R R

(Raumkurve von Macavray, s. [10], S.98). f,, ..., f, bezeichne die Basisformen
von g in dieser Reihenfolge.

Fiir irgendein homogenes Ideal a — R bezeichnen wir mit }a das Radikal von a,
d. h. das Ideal {r € R|r" € a fiir ein » € N}. Offenbar ist C genau dann mengen-
theoretisch vollstandiger Durchschnitt, wenn zwei Formen f, g € p existieren mit

=Yg E.

Es scien yo, y;, y, weitere Unbestimmte, 8:= K[y, ¥, y,] und ¢;: R — 8 fiir
1 =1, 2, 4 K-Homomorphismen, die durch

P1(Zo, T1, Tay T3) = (Yol Y3 Yo¥1s 1) (d. h. @1(%) = Yowa ...),
Pa(%o, 21, Ta, T3) = (Y1, Yi¥ar Y3 40)
Pa(Zo T1, Ty, T3) = (Y1Y2 YoY1s YoYor ¥3)
definiert sind. Dann gilt fiir 7 = 1, 2, 4:
filR = Ker ¢;.

Bezeichnen wir mit R; den Ring Im ¢; = S, so gilt fiir ¢ = 1, 2, 4: B/f,R ~ R;, also

RIf,R ~ K[yoy., y%, YoY1s Y1Y2] usw.
Wir haben nun:

Lemma 1. Fiir jede Form g € p gilt

Vo R +yp wnd Y9 R=+p.
Beweis. Wegen f2 = —fofy + 2,2f2 ist 9 = V(f1, fo» fs) B. Angenommen, es gibt

9 Beitriige zur Algebra 8
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ein g € p mit J(f;, 9) B = p = V(f1, /», f;) R. Dann folgt:
V(er) 8) = V(gr(ho), ¢r(fa) § = V(vs — wouiys vout — viyd 8
= V(f — y) & By — D ) S = (v — w3y S,

d. h., bis auf Konstanten gilt ¢,(g) = (y§ — yoy:)*, wobei k = 1 eine natiirliche Zahl
ist. Da aber fiir jedes k (y3y,)* = yo¥y* ¢ R, gilt, folgt ¢,(9) 4 R,. Die Annahme war
also falsch, d. h. J(f,, g) R # p fiiralle g € p.

Nehmen wir nun an, dal ein g € p existiert mit }/(/4, = p, so liefern die ent-
sprechenden Uberlegungen y(¢. ) (¥ — vy Sn (y,, y.) 8. Links steht aber

das Radikal eines Hauptideals und rechts ein gemischtes Ideal. Das ist unméglich,
und auch diese Annahme ist damit falsch, q. e. d.

Vertauscht man x, mit x; und z, mit ,, so geht dabei das Primideal p in sich iiber,
wobei aber die Basisformen f, und f, miteinander vertauscht werden. Deshalb braucht
das nachfolgende Lemma nur fiir die Basisform f, bewiesen zu werden.

Lemma 2. (i) Ist char K = 0, so qult fiir jede Form g€ p

Vi R +p und V{fng) R +p.

(i) Ist char K =:p > Ound sind n = 1, r, s = O natiirliche Zahlen mit p" = 3r + 2s,
so qilt mit g = (2§ — xexd) 7" + 3x";xlz"'2‘r""(:v'.t"x"" x87+3%) bzw.
g = (2} — xdxs) P + 3B xi™ 2313:1:5(:::”":1:113 — zir+ds)

V(fo ) R=1p bzw. V f»9) B=0p.

Beweis. (i) Angenommen, es gibt ein g € p mit ]/fz, g) R = p — (/1, f2 I3) R. Die
Uberlegungen im Beweis zu Lemma 1 liefern dann V((,p2 )S — vy S, d. h,,
bis auf Konstanten gilt g,(9) = (y4 — yoy1)¥, wobei k = 1.

Hierbei tritt der Summand kyy,y3* " auf. Da aber 13y, 3%~V ¢ R, = K[43, 9}v., 43, v),
liegt wegen k == 0in K (char K = 0) g,(g) nicht in R,. Dieser Widerspruch beweist (i).

(i) Man sieht sofort, daB gy(f{*" + 2§7°g) = 0, d. h. fi*" € (f», g) R, also f, € V(fo, 9) B
gilt. Hieraus folgt: z}f; = —a3fy — 2a(%e2s + 1123) f1 € V(/zy g) B. Nun sei q ein zu
(f2» g) R assoziiertes Primideal. Wire x, € g, so folgt x,x; € q wegen f, € q. Da ent-
weder » > 0 oder 8 > 0 und g € q, liefert das sofort x; € q. Damit wire (x,, x,, 2,%3)
c q, d. h. ht ¢ = 3. Das ist aber unméglich, da (f,, g) B ungemischt ist und somit

ht g = ht (f,, 9) R = 2. Also ist z, ¢ q, und damit folgt sofort: f; € ]/(fz, g) R. Dies
liefert p = V(f1, fo» fs) R S V(f2» 9) R S 9, also Y(fo, ) R =, q. e. d.

Anmerkung. Eine Analyse des Beweises von (i) zeigt, daB (y3 — y3y:)* genau dann
in R, liegt, wenn char K >0 und char K und 3 Teiler von k sind, z. B.
k = 3p" (p = char K). Auf diese Weise kommt man zur oben angegebenen Gestalt
von g. Es liBt sich auflerdem zeigen, daB 7S n R, = rR, fiir jedes r € R, gilt, wenn
nur 74§ (43, Yiye) Ry, = %&((xo’ z;) R) Hiermit kann man (ii) beweisen, ohne die
spezielle Gestalt von g zu kennen.

AbschlieBend fassen wir Lemma 1 und 2 zusammen in folgendem
Satz 3. (i) Es set char K = 0. Dann qilt fiir jedes © = 1, ..., 4 und jede Form g € p
Vit 9) B + ».

(ii) I8t char K > 0, so gibt es Formen g,, go 1n p mit Y (fo, 1) B = pund Y (fs, 9:) R=p
(s. [8], Ex. 5.16).
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