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Der Cohensche Eliminationssatz in positiver Charakteristik

Taprusz Mostowskl und (GZERHARD PFISTER

1. Einleitung

In diesem Artikel wollen wir den Cohenschen Eliminationssatz (vgl. [1]) fiir hensel-
sche diskrete Bewertungsringe beliebiger Charakteristik beweisen. Der Beweis folgt
der Idee von P.J.CoHnEN, der das entsprechende Resultat in Charakteristik 0
bewiesen hat.

Fiir analoge Betrachtungen im n-dimensionalen Fall verweisen wir auf [4] und [5].
Es sei I ein exzellenter henselscher diskreter Bewertungsring mit perfektem Rest-
klassenkorper &, K der Quotientenkérper von I. Mit » wollen wir die Bewertung von
I bezeichnen und mit p ein fest gewihltes Primelement (d. h. »(p) =: 1) aus I. Es sei
weiterhin R, = I/p*.

Wenn K die Charakteristik ¢ > 0 hat, ist I ein endlicher 7'-Modul, da I exzellent ist
und k perfekt (vgl. [6]). In diesem Fall ist [ = k[[p]] und 1, p, ..., p*-! eine Basis
von { iiber I'. Damit ist auch 1, p, ..., p*-! cine Basis von I iiber I* und eine Basis
von K iiber K'.

Um den Satz von CoHEN formulieren zu kénnen, miissen wir auch einige Bezeich-
nungen aus der mathematischen Logik einfiithren: Wir fithren unsere Untersuchungen
in K, R, und Z (dem Ring der ganzen Zahlen), deshalb fiihren wir K-Variable ein,
die wir gewchnlich mit x, y, ..., w, v, ... bezeichnen und stets als Elemente von K
interpretieren; wir fithren analog R;-Variable ein (mit den gleichen Bezeichnungen)
und Z-Variable, die wir gewohnlich mit n, m, ... bezeichnen. Wir werden nun die
atomaren Formeln beschreiben, aus denen sich unter Benutzung der logischen
Operationen &, v, ~, = und der Quantifikatoren \/, 3 die uns interessierenden
Elementarformeln zusammensetzen lassen.

r+y=z2, x-y== fiir K-Variable oder R,-Variable z, y, z
n4+m==%k, n<m fir Z-Variable n, m, k

() =n fiir eine K-Variable oder eine R;-Variable x und
eine Z-Variable n

(Einer derartigen Formel wird stets eine Formel vorangestellt sein, aus der hervor-
geht, daB x & 0 ist.)

[k =y fiir eine K-Variable oder eine R;-Variable z und
eine R,-Variable y

[zl = 0 fiir eine K-Variable oder eine R;-Variable  und
eine Z-Variable &

S*
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(hierbei bezeichnet [z], die Klasse von x in R,; Formeln dieser Art wird stets einc
Formel vorangestellt sein, aus der hervorgeht, daBl im Fall einer K-Variablen .
stets x € I ist.)

Bi(u) = u; falls Char (K) = ¢ > 0 ist
1=0,..,¢t—1 fiir K-Variable u, u,, ..., u,_;, wobei
t—1
u = Y u;ip', u; € K ist.
ico

Wir wollen mit C die Klasse der elementaren Formeln bezeichnen, die wir durch
Zusammensetzen dieser atomaren Formeln unter Benutzung der logischen Opera-
tionen &, v, ~, = und der Quantifikatoren \/, J erhalten.

Unter einer gebundenen Variablen wollen wir im folgenden wie iiblich solche Variable
verstehen, die unter einem Quantifikator vorkommen: die iibrigen nennen wir freie
Variable.

1.1. Satz von CoHEN. Jede Formel ® aus C ist iquivalent zu einer Formel ¥ aus C.
80 daf$ in ¥ nur solche Z- und K-Variable vorkommen wie auch in @ und alle gebun-
denen Variablen von ¥ R,-Variable sind.

Mit Hilfe dieses Satzes kann jede elementare Aussage iiber K zu Aussagen iiber
(endlich viele) Ringe 2, reduziert werden.

Beispiel. Es sei F(U) = ay + «,U + -+ 4 a,, U™ ein Polynom aus I[U], dessen
Diskriminannte o nicht verschwindet; es sei 1 = - «,, und r = »(:1). Dann folgt
aus dem Newtonschen Lemma (vgl. [3]), dall Ju F(u) = 0 & v(u) = 0 aquivalent
zur Formel

3 w, [”0]2Nl + ["l!znl WA - + [”m]2rr| wn =
ist, wobei u eine K'-Variable ist und w ecine R,,,,-Variable.
Fiir Polynome in mehreren Variablen kann man dieses Verfahren nicht so ohne
weiteres anwenden. Wenn ndmlich die Kocffizienten der obigen Gleichung von
Parametern abhingen, hingt é von Parametern ab, und wir wiirden als dquivalente
Formel unendlich viele Bedingungen erhalten.

2. Beweis des Satzes von Cohen

2.1. Definition. Es sei f(z,, ..., x,) eine Funktion (wobei die Variablen x; K-, R,-
bzw. Z-Variable sein konnen, die Werte von f in K, R, oder Z liegen koénnen).
f heiBt effektiv, wenn ein Algorithmus existiert, der jeder Formel ®(, y,, ..., 1,
eine Formel ¥(x,, ..., z,, y;. ..., ¥s) zuordnet, so daf}

(1) (D(f(.i:,, RN ) N T Y- y,) S Wy, ..o, Xy Y1y oo UYs)
ist und
(2) ¥ dieselben freien K-Variablen und Z-Variablen hat wie @.

Ein Beispiel soll den Begriff der effektiven Funktion veranschaulichen: Wenn wir
iiber dem Korper der reellen Zahlen die Klasse der Formeln betrachten, die man aus
den ersten beiden der zuvor angegebenen Atomformeln erhilt, so ist die Funktion
flx) = ]/—:5 nicht in dieser Klasse. Aussagen iiber f(x) konnen jedoch auf elementare
Aussagen zuriickgefiihrt werden (z. B. ist « = }/:r genau dann erfiillt, wenn ¢ > 0
und a? = x ist).

Ein wichtiges Beispiel fiir effektive Funktionen sind die Nullstellen eines gegebenen
Polynoms als Funktion der Koeffizienten. Wir werden spiiter darauf eingehen.
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Ein weiterer wichtiger Begriff fiir die folgenden Untersuchungen ist der der Uber-
deckung von K durch Zellen:

2.2. Definition

(n Eine unendliche Zelle ist cine Teilmenge von K der Form {x, v(x) < o} fiir
einn € Z.
(2) Eine endliche Zelle ist eine Teilmenge von K der Form

o, 2 =y + u, v(u) = o}

fiir ein x € Z und ein x, € K.

(3) Die Daten einer Zelle sind die Zahl « und ein ausgewiihltes Element 2,
(das natiirlich nicht eindeutig bestimmt ist).

(4) Eine Uberdeckung von K ist eine endliche Zahl von Zellen, unter denen
genau eine unendliche Zelle ist und deren Vereinigung K ist.

() Es sei € eine Uberdeckung von K, C € € eine Zelle. Wir sagen, x € C gehort

echt zu C, wenn x ¢ (' ist fiir alle von C verschiedenen Zellen (' € €.

Wir wollen nun fiir ein gegebenes Polynom eine spezielle Uberdeckung von K kon-
struieren und sie als ,,Graphen‘ bezeichnen.

2.3. Definition. Es sei f(X) =aq + ;X + -+ + @, X" € K[X]. Ein Graph von f
ist cine Uberdeckung € von K mit folgenden Eigenschaften:
() Ist {x, v(x) < «) die unendliche Zelle von €, dann ist
na + v(a,) < ix 4 v(a;) firi<n
und somit 17(/(;17)) = v(u,x*) fiir alle  aus dieser Zelle.
(2) Wenn {x, x = 2y + u, v(u) = B} eine endliche Zelle aus € ist, dann tritt
stets einer der beiden folgenden Fille ein:
a) 1,‘(/(;1:)) < cfiir ein ¢ € Z und alle z, die zu dieser Zellc gehoren.
b) Es sei g(u) = f(xg + u) = by + byu + --- + b,u”*, dann existieren eine
natiirliche Zahl 7 und ein y € Z,80dall firrallej == undallesmit § < s <y
o) + i < viby) 48

ist; die Elemente x, 4+ u mit v(u) = y gehoren nicht echt zu dieser Zelle.
Es gilt also fiir Elemente x = x + u, die echt zur Zelle gchoren,

o(f(x) = v(bui).

Der Sinn einer solchen Uberdeckung besteht darin, die Funktion »(f(x)) leicht
beschreiben zu kénnen. Wie wir gesehen haben, ist diese Funktion in den cinzelnen
Zellen beschriankt bzw. linear in v(x — x,).

Die Daten eines Graphen bestehen aus

(1) der Anzahl der Zellen in der Uberdeckung, den Daten dieser Zellen und der
Zuordnung a) oder b) zu jeder endlichen Zelle (je nachdem, welcher Fall
eintritt);

(2) der Zahl ¢ im Falle a);

(3) dem Element z, und den Zahlen 7, y und »(b;) im Falle b).

Die Ordnung eines Graphen ist das Maximum aus der Anzahl der Zellen und der
Zahlen c.
Zum Beweis des Satzes von COHEN benétigen wir das folgende

2.4. Lemma. Zu jedem Polynom [(X) = ag + ;X + -+ + a,X" € K[X)] existiert ein
Graph, dessen Daten effektive Funktionen von a, ..., a, sind. Die Ordnung des Graphen
st durch eine Funktion beschrinkt, die nur von n und den v(a;) abhingt.
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Beweis. Wir beweisen das Lemma durch Induktion nach n. Der Fall n = 0 ist

trivial. Wir wollen nun zuniichst voraussetzen, daB f separabel ist.

Nach Induktionsvoraussetzung hat f'(X) einen Graphen mit den im Lemma geforder-
'n Eigensc N

ten Eigenschaften. ;) — v(a;)

Nun betrachten wir die ganzen Teile der Zahlen fiir 7 #= j und ordnen sie

der Gir6le nach an (gleiche Zahlen werden nur einmal aufgefithrt): ~, < ay, < ---
< oy Damit gilt fiir alle x mit v(x) = «;, ¢ = 1, ..., s, stets v(ajaf) = v(02%) fiir k.
Wir konstruieren nun den Graphen fiir f wie folgt: Als unendliche Zelle wiihlen wir
{2, v(z) = ay — 1}. Esist klar, daB diese Zelle beziiglich f die Eigenschaft (1) hat. Nun
sei C; = (r, v(x) = «;} und D; = {(x, v(x) = a; 4 1}. Dann gilt, wie man sofort nach-
rechnet, fiir © < s in D; — Cyyy stets o(f(x)) = v(qx*) fiir ein k = k(z), d. h., der
Fall b) tritt auf. In D, tritt der Fall a) ein mit ¢ = v(ay), falls a4 == 0 ist, ansonsten
der Fall b).

Damit haben wir eine Uberdeckung von K gefunden ({x, v(x) < &, — 1}, Y, ..., C,),
die im wesentlichen schon die Eigenschaften eines (fraphen von f hat. Wir miissen
jetzt noch das Verhalten von f auf €'; — D; untersuchen und dabei die eben kon-
struierte Uberdeckung gegebenenfalls verfeinern.

Nun kann man zuniichst eine Uberdeckung von K finden, so daBl die Elemente von
jedem C; — Dy echt zu einer Zelle dieser Uberdeckung gehéren: Es sei x, = ™,
x; = p**1 dann ist

(/',' =k 1), = {.l', ?7(17) = a,-}
= {0, xr =2y +u, v(u) = o) — {6, =2, + w, v(u) = «; + 1).

Damit konnen wir annehmen, wir hiitten eine Uberdeckung {<1;} von K gefunden,
so dal diese bis auf {v € K, »(x) = «;} die Eigenschaft eines (iraphen hat. Die x
mit v(x) = «; gehoren echt gewissen Zellen an.

Es sei nun {I7} ein Graph fiir f, dann ist {4; n I'});; eine Uberdeckung von K. Wir
wollen jetzt zeigen, daB dies ein Graph fiir f ist. Dazu geniigt es jetzt, f in I'; n {x, v(x)
= «a;} zu untersuchen. Es sei I'} = {x, v(x) < f} die unendliche Zelle von {I';}. Wenn
a; = B ist fiir ein 7, d. h. {&, v(x) = «;} = I}, dann gilt fiir x € I'; und »(x) = «;

‘v(f'(x)) = v(hap) + (h — 1) a; < ©

(wobei & < n dic groBite Zahl ist, die nicht durch ¢ = Char (K) teilbar ist, fiir die
ar F 0 ist; eine solche Zahl existiert, da f separabel ist).

Es sei nun ¢ = max {— min {v(a;), a; == 0}, 0}, dann hat f(X) = p2f(X) Koeffizienten
aus I, f'(X) = pef(X) und f und / haben dieselben Nullstellen.

Jetzt ist f € I[X], v(i'(.z:)) = v(har) + (h — 1) x; + o:= 2 fiir x € I, und () = «;.
Falls nun v(/(.r)) =22 +1 ist fiir ein solches x, folgt aus dem Newtonschen Lemma,
daB eine Nullstelle ¢ € 7 von f existiert mit »(& — x) > 2.

Damit ist die Frage nach der Existenz einer Nullstelle von f(X) in {z, v(r) = «;)
reduziert auf eine Frage iiber das Verschwinden einer Bewertung in R,,,,.

Fiir jede Nullstelle & betrachten wir ihre Zelle

g,z =& 4w, v(u) = 1 4 1}.
Es gibt hochstens n solcher Zellen. AuBicrhalb dieser Zellen in {x, v(r) = &;} ist f(z)
beschrankt:

flry <22 41—p

(wire namlich f(x) = 22 4+ 1 — o, d. h. f(x) = 24 + 1, so wiirde nach den obigen
Uberlegungen folgen, daB x in einer der ,,Nullstellenzellen® liegen wiirde). Es tritt
also hier der Fall a) ein.
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In den Zellen {x, xr = & + w, v(x) = 4 + 1) haben wir folgende Situation:

[ =0, off(®)=24—0, o(f(x)) =22 —0+1
fur alle x aus dieser Zelle. Es sei x = & + u aus dieser Zelle, f(& + u) = g(u)
=du’ + - 4 dyun, r =1 und d, # 0; off () = v(g'(u) = 4 — o. Es sei f(& + u)
=du o+ dyut, dj€ 1. Ist v(u) > max {o(d,)/(j —r),j > r}, so ist 1.1(/(:::))
= o(du), also v(f(x)) = o(d,u7). In den Zellen

{.r, £ro=¢& + u, v(u) > max fo(d)|(G — r)} -+ l}
j>r

tritt der Fall b) ein. Aulerhalb dieser Zellen in Iy tritt der Fall a) ein. v(d,) laBt
sich mittels der Eliminationstheorie aus den Koeffizienten von f berechnen.

Die bisherigen Untersuchungen mit der unendlichen Zelle von {17} sind typisch. Wir
wollen uns deshalb kurz fassen.

Wir untersuchen nun, wie sich f im Durchschnitt einer endlichen Zelle aus dem
Graphen von f mit {x, v(x) = a;} verhidlt. Es sei I" eine solche endliche Zelle von f'.
Wir wollen zunidchst annehmen, dal} a) beziiglich f' in I' gilt. Es sei

I' = |x,x = vy + u, v(u) = «}

und o(f'(x)) < ¢ fiir alle x, die echt zu I" gehoren. Analog zum vorigen Fall wihlen
wir g, so daB f(x) = pef(xr) ganze Kocffizienten hat. Dann ist of'(x)) < ¢ + ¢ fiir
echt zu I' gehorige x. Nun wiederholen wir den vorigen Sehluff, den wir bei der
Untersuchung der unendlichen Zelle verwendet haben.

Nchmen wir jetzt an, b) gelte beziiglich f' in I. Es sei g(u) = f'(xy 4+ »). Dann
kénnen wir (analog zur Konstruktion der C;) I" durch endliche Zellen iiberdecken,
so daf} in diesen Zellen fiir g(u) stets der Fall a) gilt, auller fiir endlich viele Mengen

der Form {u, v(u) = B} (deren Zahl % (n 4 1) nicht iibersteigt). Auf diese endlich

vielen Mengen wenden wir wieder die obige Schlulweise an.

Wir haben somit im Fall cines separablen Polynoms f induktiv mit Hilfe von f’
einen Graphen von f konstruiert. Die Konstruktion ergab, daf} in die Ordnung dieses
Giraphen nur n und die v(a;) eingehen, d. h., man erhélt induktiv, dal seine Ordnung
in der angegebenen Weise beschrankt ist.

In die Daten des Graphen gingen neben den Daten des Graphen von ' nur die Null-
stellen von f, die Zahlen «;, p ein. Diese Zahlen sind offensichtlich effektive Funk-
tionen der Koeffizienten von f. Um zu zeigen, daBl der von uns konstruierte Graph
von f als Daten effektive Funktionen von «,, ..., a, hat, geniigt es zu zeigen, daf} die
Nullstellen von f effektive Funktionen der Koeffizienten sind. Genauer gesagt, es
geniigt, folgendes zu heweisen:

Is sei f(X) = ag + @, X + .-+ 4+ a,X" € I[X] gegeben, und fiir ein z, sei

v(f(x0)) = 2% + 1 und v(f'(xo)) <A

Dann ist die durch v(¢ — x,) > 2 eindeutig bestimmte Nullstelle £ von f eine effektive
Funktion.

Wir kénnen dazu o. B. d. A. ; = 0 annehmen. Um die Effektivitidt nachzuweisen,
miissen wir zeigen (vgl. Definition 2.1), wie

1. v(g(.f)) fiir ein beliebiges Polynom ¢ zu berechnen ist,
2. [g(&)]x zu bestimmen ist, falls g(&) € I ist,
3. [Bi{g(£))]x und v(Bi(g(£))) zu berechnen ist fiir alle 1.

Unter Benutzung des Euklidischen Algorithmus konnen wir uns darauf beschrinken,
daB deg (9) < deg(f) ist. Damit hat g einen effektiven Graphen, d. h. einen Graphen
mit effektiven Daten. Es geniigt daher zu zeigen, wie v(§ — a) fiir alle a € K berech-
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net werden kann, weil die Funktion v(g(E)) entweder linear oder beschriankt in einer
Zelle ist. Ahnliches gilt fiir [¢(£)); in R;. Da & — a eine Nullstelle von k(x) = f(x + «)
ist, konnen wir 0. B. d. A. « = 0 setzen. Nun ist

f(2) = f0) + F(0) & + e + -+ + aga®

und damit

—f(0) = f(0) & 4 ap & 4 -+ + a,i".
Weiterhin ist nach Voraussetzung

o(f(0) =24 41, o(f(0) =2, (@) > A
Daraus folgt

i 3 (/(0))_

@
Die Berechnung der Klasse von & in R, nimmt man iterativ mit Hilfe des Verfahrens
vor, das im Beweis des Newtonschen Lemmas verwendet wird (vgl. [3]).
SchlieBlich miissen wir noch zeigen, wie im Fall der Charakteristik ¢ > 0 die Bi(g(¢))
zu berechnen sind. Zunéchst kann man mit Hilfe der Eliminationstheorie (vgl. [7])
Co» .-+ ¢ € K finden, so daB ¢, + eg(&) + -+ + cg(&)* = 0 ist. Dann ist nach
Definition der B;
-1 t-1
ci = Y Biled pl,  g(&) = X Bjg(®) pi.

j=o j=0
Damit erhalten wir Gleichungen fiir die Bi(g(£)) und kénnen damit »(B;(g(£))) und
[Bi(g(f))],, ermitteln, da im Fall positiver Charakteristik [ = k[[p]] ist (vgl. S. 115).
Wir setzen nun voraus, dall f ein inseparables Polynom ist. Es sei f(X) = g(X"),
t = Charakteristik von K. Nach Induktionsvoraussetzung hat ¢ einen Graphen %,
mit effektiven Daten. Es sei C € €, eine Zelle, ¢ =: {x,z € K, 2! ¢ C}. Dann ist
{C", C € 6,} ein Graph fiir f. Dazu miissen wir zeigen:

(1) C' ist eine Zelle, wenn C' nicht leer ist,

(2) Ue =K,
CeE,

(3) wenn z echt zu C' gehort, gehort 2! echt zu C,

(4) ist »(g(z)) < ¢ fiir echt zu C gehérige z, so ist v(f(z)) = ¢ fiir echt zu ¢’
gehdrige z,

(5) wenn fiir C € €, beziiglich g der Fall b) gilt, dann existiert eine Uber-

deckung der Zelle C", so daB fiir die Elemente dieser Uberdeckung beziiglich
/ entweder der Fall a) oder der Fall b) gilt,
(6) ist C = |, v(x) £ a} die unendliche Zelle von %, so ist

C = {.r,, v(r) < [%]} die unendliche Zelle von {C’, C € €,).

Sind (1)—(6) bewiesen, so haben wir einen Graphen von f konstruiert, dessen Daten
effektive Funktionen der Koeffizienten von f sind. (3), (4) und (6) sind trivial.

Zu (1): C = (xg+ u,v(u) = «x} sei eine endliche Zelle von %, und es sei
C'=(x,at =2y +u,vw)=al+0. Nun ist in R, [2'], = [%). und damit

C = (2} + u, v(u) = «] fiir ein x;, € C". Damit ist C' = Ju, + u, v(u) = [%]}

Zu (2): Fiir jedes x € K existiert ein C € €, mit z' € C,d. h. x € C'".
Zu (5): Durch eine Uberdeckung der Zelle C mit Zellen C*) kénnen wir erreichen,
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daB fiir g(x) auf C) entweder Fall a) eintritt und damit fiir f(x) auf C¥, oder g(X)
auf C¥ eine effektive Nullstelle & besitzt, so daB g(.X) -:._:_,/" di(X — &)iist, d, + 0,
r=1und CV = {x, x =& + u, v(u) = max {v(d,)/(j — r)l ;}'A 1)} ist. Mit Hilfe der
Operation B, konnen wir effektiv entschei:iz'rl, ob J/& aus K ist oder nicht. st i/E €K,

so liegt in C"' der Fall b) fiir f(x) vor. Ist i/E ¢ K, dann tritt der Fall a) fiir f(x) in
CYY ein (es ist v(/(r)) = v(& — By(8)) + v(d,) fiir alle x, die echt zur Zelle Ct’ gehoren).
Damit ist das Lemma bewiesen.

Wir wollen nun aus dem Lemma CoHENS Satz folgern. Der Beweis verlauft analog
zu COHENS Arbeit [1].

Es sei @(u) eine Formel, die auller # eventuell noch andere Variable enthilt, wobei
u entweder eine K-Variable oder eine Z-Variable ist. Wir miissen nun ein ¥ konstru-
icren, das u nicht enthélt und hochstens diejenigen K- und Z-Variablen hat, die auch
@ enthilt, so dafl Ju P(u) & VP gilt.

1. Fall: u ist eine K-Variable.
Nun kann « in @(u) enthalten sein durch

(i) die Bewertung von einigen p;(%), p; Polynome in u, deren Koeffizienten
Polynome in anderen K-Variablen iiber Z bzw. dem Primkérper von K
sind, die noch in @ vorkommen (insbesondere kann p;(u) = 0 vorkommen),

(i1) die Bewertung von einigen p,(B;(u)) (p; wie in (i),

(i11) die Klassen von p;(u) bzw. p,(Bi(u)) in R, (k; eine feste ganze Zahl oder
eine Z-Variable, p; wie in (i)).

Zu (i): Fiir jedes Polynom p; betrachten wir seinen (iraphen %; mit effektiven
Daten. Ist C € €; eine Zelle und gehért » echt zu €, dann ist v(p,(u)) eine lineare
Funktion von v(u — ,E‘f’), wobei &) ein geeignetes Element von C ist, oder v(p,(u))
ist beschriinkt in C. Wir konnen nun fiir jedes j diejenigen Zellen C; , € %; auswiahlen
(s =1,...,¢), in denen v(p;(u)) die in @ geforderten Bedingungen erfiillt. Damit
mul} jedes u, das @D(u) erfiillt, in den C; , liegen fiir ein 8; < ¢;, Wenn wir aus @
also die Variable u eliminieren wollen, so miissen wir iiber die Graphen %; Bedingun-
gen hinzunehmen, die garantieren, daf

€3

O Ule,R + 7]

j 8=
ist. Da die %; effektive Daten haben, ist eine solche Bedingung dquivalent zu einer
Formel ¥ in den anderen K- und Z-Variablen von @.
Zu (ii): Wenn B,(z) durch Bewertungen von Polynomen ¢;(B,(x)) (mit analogen
Eigenschaften wie in (i)) in @ vorkommt, betrachten wir effektive Graphen fiir die
Polynome ¢;(W'). Analog zu (i) konnen wir geeignete Durchschnitte K, ..., K, von
Zellen dieser Graphen konstruieren, daBl die Existenz eines w, so daB wt die an
B, (u) gestellten Bedingungen erfiillt, dquivalent dazu ist, daBl U K; & 9 ist.

1
Zusammen mit den in (i) gefundenen Bedingungen erhalten wir: Die Existenz eines
u € K, das die Bedingungen beziiglich der Bewertung v der Formel & erfiillt, ist
e
dquivalent zur Bedingung Z=NUC;,+ 0 und {B,(z),z€Z}nU K+ 2.
ey :

j 8= i

Wegen der Effektivitiat der K; und C; ; 1i8t sich diese Bedingung wieder durch eine
Formel ¥, die nicht von u abhingt, ausdriicken.

Analog verfiahrt man bei (iii).
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2. Fall: u ust eine Z-Variable.
Nun kann « in @(u) enthalten sein durch

(1) Ausdriicke, die nur durch die Atomformeln n 4 m = k, n < L zusammen-
gesetzt sind und eventuell noch andere in @ vorkommende Z-Variablen
enthalten,

(i) Bewertungen endlich vieler Elemente der Form Q(w ™, ..., wmrtw),

wobei Q und w,, ..., w, Polynome in den in @ enthaltenen K-Variablen iiber
dem Primkorper von K sind und m,(u), ..., m,(u) Funktionen, die durch
Formeln aus (i) definiert werden (d. h., n = m;(u) ist dquivalent zu einer
Formel, wie sie in (i) charakterisiert wurde),

(ii1) Gleichungen der Art [w], = 0 und Ungleichungen der Art [w], % 0, wobei
w ¢in Polynom in den in @ enthaltenen K-Variablen iiber dem Primkorper
von K ist.

Um u aus @ zu eliminieren, iiberlegen wir uns, daf} die in (i) und (ii) vorkommenden
Funktionen in « stiickweise linear sind mit effektiven Daten, d. h. die Zerlegung des
Primkorpers von K in endlich viele Intervalle, in denen die f; und /; jeweils lincar
sind und die Werte dieser Funktionen an den Endpunkten dieser Intervalle sind
cffektive Funktionen. In (i) ist das trivial: in (ii) mufl man zeigen, daf} v(Q(wl""“",
w™ ™)) eine stiickweise lincare Funktion ist. Das ist nicht schwierig (wir verweisen
auf [1]), wir wollen es hier nicht ausfiihren. Wir konnen also fiir (i) und (ii) annehmen,
daB} die Variable u in @(u) durch die Gleichungen und Ungleichungen der Form

fi(w) =0, hi(w) =0
vorkommt, wobei die f; und k; stiickweise lineare Funktionen mit Werten in Z und

effektiven Daten sind.
Jetzt konnen wir analog zum crsten Fall schlieBen. (iii) eliminiert man wie folgt:

1\

Ju[w], = 0 [w]w) =0,
VvV uw]l, =02w=>0

und analog die entsprechenden Ungleichungen.
Damit ist der Satz von CoHEN bewiesen.

2.5. Bemerkung. Es sci eine Formelder Gestalt 3 [, (1 = 0& D, u, v, )) gegeben,
wobei ! eine Z-Variable ist. Dann ist die Funktion, die den Variablen u, v, ... das
kleinste I zuordnet, so dafl die obige Formel erfiillt ist, eine effektive Funktion in
U, ...

Diese Bemerkung folgt sofort aus dem Satz von CoHEN.

3. Eine Anwendung

Wir wollen jetzt als Anwendung einen anderen Beweis fiir den Greenbergschen
Approximationssatz (vgl. [2]) geben:

Satz. Es set I ewn exzellenter henselscher diskreter Bewertungsring mit perfektem
Resthlassenkorper; p set ein Primelement von 1. Weiterhin seien F,, ..., F,, € I[Y,, ...,
Y v] gegeben. Wenn das Gleichungssystem F(Y) = 0 fiir alle 7 eine formale Lésung
Y= T Un) i€ I hat, dann existieren fiir alle natiirlichen Zahlen ¢ solche Yic€ 1,
daf y;.. = ¥; mod p° ist und Fi(yy,c, ---. Yx.c) = 0.

Beweis. Nach Conkns Satz (angewendet auf Q([)) ist die Formel 3 Gis ooos Yy
Fi(7) =0& ... & F,(¥) = 0 & [§;]. = w; dquivalent zu einer Formel ¥ aus %, so
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daB in ¥ nur E;-Variable als gebundene Variable vorkommen. Da I/p* = I/p* ist
und wir davon ausgehen konnen, da@ iiber I die Formel

Jyuenyy Fi() =0& ... & Fo(y) = 0 & [yi]c = w;

auch dquivalent zu ¥ ist (vgl. Beweis des Satzes von CoHEN), folgt sofort die Behaup-
tung.
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