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Die Homologiegruppen singularitiitenfreier algebraischer Hyperflichen

(YUNTHER SCHIEMANN

0. Im komplexen projektiven Raum P,,, sei 17, eine singularititenfreic projektive
algebraische Hyperfliche der Ordnung ». Wir fragen nach den Homologiegruppen
von V mit ganzzahligen Koeffizienten.

Dies wird auf anschauliche Weise beantwortet, wenn V

— eine ebene Kurve ist, z. B. [10], oder

- ein projektiver Raum, vgl. [12], oder

— eine Quadrik, etwa [13], oder

— eine kubische Fliache im Py, z. B. [4].
Fiir beliebige n und r fillt in [3] und [2] die Antwort ab beim Einsatz von Methoden,
die mehr liefern, als wir wissen wollen, und die tiefer liegen, als das fiir unseren
Zweck notwendig ist.
Wir wollen im folgenden die Gruppen H,(V) mit vergleichsweise einfachen homologie-
theoretischen Hilfsmitteln berechnen.

1. Wir definieren fiir jedes Indexpaar n, r mit n = 0, r = 1 die Zahl

r firn =0,
by, =b,(V') =3 (r—1)(r — 2) firn=1,
bus + (r — 2) (by-y + by — 1) sonst
und behaupten:
PZ fird=mn,?)
Hy(V) ~ % (1)
H,(P,) sonst.

Fiir r = 1 ist (1) richtig, vgl. [12]. Wir setzen das voraus, beschrinken uns auf r = 2
und fithren den Beweis durch vollstindige Induktion nach n.

Induktionsanfang. Fiir n = 0 und » = 1 ist (1) richtig.
Induktionsvoraussetzung. (1) sei richtig fiir ein ny = 1.

Der Induktionsschritt erfolgt in den Abschnitten 2 bis 5.

2. Wir betrachten n, als Dimension eines singularititenfreien Schnittes W:= V n P,
mit, einer geeigneten Hyperebene P,, setzen n, = n — 1 und beweisen (1) fiir n, die
Dimension von V.

1y Z ist der Ring der ganzen Zahlen.
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Aus ZweckmaiBigkeitsgriinden und o. B. d. A. wiihlen wir

— als V die Hyperfliche 0 = af + --- + 2],,,
— als W und W’ die Schnitte von ¥ mit den Hyvperebenen P, (r,,, = 0) bzw.
P, (z, = 0).

W und W’ und U := W n W’ sind singularititenfrei. Diese spezielle Wahl ermoglicht
zusammen mit der Induktionsvoraussetzung die Beschreibung bequemer Reprasen-
tanten fiir Erzcugende der Gruppen Hy (W), wenn d == 2n — 2 gilt, und Hy(U), wenn
d =+ 2n — 4 gilt, sowie die Berechnung der Gruppen H (W, U7) fiir alle d.

2.1. Wir beschreiben zunichst Reprisentanten fiir Erzeugende von Hy(W). (Diese
heiBen kiinftig kiirzer d-Repriasentanten von W.)

Fiir alle geraden d € {0,..., n — 2, n,..., 2n — 2} ist Hy(W)~ Z, wir brauchen also
jeweils nur einen d-Reprisentanten. Als solchen wihlen wir — vgl. [8] — einen Py,
wenn d < n — 1, oder einen ebenen Schnitt Sy, 1= W n P, 4. mit Py < Py, wenn
d > n—1ist.

Uber (n — 1)-Reprisentanten von W wissen wir fast nichts. Ist » — 1 gerade, lilit
sich wenigstens so viel sagen: Ein beliebiger ebener Schnitt S,_1)a:= W 0 Pueyye
mit Py < P, ist (n — 1)-Reprisentant von W. Das schen wir so:

Ist a:= (ay, ..., a,,) irgendein (n — 1)-Reprisentantensystem von W, so gibt cs
mit eindeutig bestimmten ganzen Zahlen m; eine Relation

S~ may + -+ my_ap, -

Ein P, ), = W, der den schnitterzeugenden P,,.,);, in genau einem Punkte trifft,
hat mit S die Schnittzahl 1. Mit «; habe er die Schnittzahl g;. Aus dem Homologie-
prinzip — vgl. [5] — folgt dann

1= mg + A + "Lb,.—lg"n—l'

Wir ergénzen das Koeffizientensystem (m;, ...) zu einer b,_,-reihigen quadratischen
Matrix 9 derart, daB fiir die zu m; gehorende Unterdeterminante M; von I gilt:
M; = g;. Damit ist M eine unimodulare Matrix und Ma ein System von erzeugenden
Homologieklassen, dessen eine durch S reprisentiert werden kann.

Durch im wesentlichen dieselbe Uberlegung finden wir: Ein beliebiger P,_,,, = W
ist auch ein (n — 1)-Représentant von W. (Dal} dieser und der vorher betrachtetc
Schnitt S ein und demselben Reprisentantensystem angehéren koénnen, wird
nicht behauptet, jedoch vermutet.)

2.2. Analoge Aussagen wie im vorigen Abschnitt konnen wir iiber Reprisentanten
von U machen. Insbesondere sehen wir, daB es fiir jedes gerade d € {0, ..., 2n — 4}
eine erzeugende Klasse von Hy(W) und eine erzeugende Klasse von Hy(U) gibt,
die — nach der Inklusion ¢: U — W — durch ein und denselben P,, = U (falls
d < n — 2) bzw. ebenen Schnitt Sy, — U (falls d = n — 1) représentiert werden
konnen.

2.3. Wir finden nun

y A fird = 2n — 2
Hd(W’ U) ~ bn_]@ﬂ_'_l Z fird =n— 1, (2)
0 sonst.

Schreiben wir ndémlich die exakte Homologiesequenz des Paares W, U auf und setzen
ein, was wir dank der Induktionsvoraussetzung iiber die Gruppen H;(W) und H4(U)
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wissen, so erkennen wir einige exakte Teilsequenzen:

0— Z 2oy H,, (W, U)—> 0, (2.1)
fiir alle geraden d € {0, ..., n — 3, n, ..., 2n — 4]

0— Hyp (W, Uy—> Z 22y Z— Hy(W,U) >0, (2.2)
fiir gerades n - 1
0— H (W, U)—> Z S0y »69 Z—H, (W,U) —>b@ Z—»0, (2.3)
fiirr ungerades n — 1
0——>',@Z—+11,,_,(W, 11)—+b@z e y Z—> H, ,(W,U)—> 0. (2.4)

Die Exaktheit von (2.1) liefert H,,_ (W, U) &~ Z. Unter Beachtung von 2.1 und 2.2
ist 7, in (2.2) ein Isomorphismus, in (2.3) ein Epimorphismus auf einen der b,_,
direkten Summanden, in (2.4) ebenfalls ein Epimorphismus. Daraus und aus der
ixaktheit der Folgen (2.2) bis (2.4) folgt der Rest der Behauptung (2).

3. Wir konstruieren in V eine abgeschlossene Punktmenge @ der (topologischen)
Dimension 2n — 1 derart, daB sich fiir d == 2n, 2n — 1 ergibt: Hy(V) ~ H4(Q).
Dazu verabreden wir die folgenden Bezceichnungen:

— I:=10, 1], ,7€l, r+1r=1,

— L:={0,...,r — 1}, o= e?inlr, p:= élr,

3.1. Es sei Y: = (9o, -, ¥a, 0) ein allgemeiner Punkt von W. Wir definicren r stetige
Abbildungen F': W X I — V, 1 € L, durch

FUY, 1) 3= (Yor +o+2 Yu-1: YaTs Yu0'T') -

Eine partielle Abbildung mit konstantem v bezeichnen wir mit F.. Der Definition
von F! entnchmen wir:

— F(W)y=Ww, Fyw)y=w’ fiiralle I € L.

— FW XI)n Fi(WxI)=WuW fiir 1 <= 7.

— F(UxI)=U firallel € L.

Nunmehr definieren wir

Q:=UF((WxD."
leL
Wir kénnen W — als algebraische Mannigfaltigkeit — zu einem endlichen, orien-
tierten, nicht-augmentierten Zellenkomplex unterteilen. Diese Eigenschaft iibertrigt
sich durch die ,,Prismenkonstruktion* — vgl. [6] — auf W x I und von dort auf die
FY(W x I) und auf Q. Wir kénnen also auch auf @ Homologiegruppen definieren.

3.2. Wir wollen zeigen, daB ¥V — @ in r paarweise disjunkte offene Teilmengen zer-
fallt, jede von einfachem Zusammenhang.

1) Zur Veranschaulichung betrachte man V als die Gesamtheit der Schnitte, die die Hyper-
ebenen des Biischels mit dem Trager z,,, = z, = 0 auf V erzeugen. Als Biischelparameter
diene ein allgemeiner Punkt (0, ..., 0, ¢, ¢,) der zu dem Biischeltriger windschiefen ,,Kante*
T des ,,Koordinatensimplexes von P,.,. Dann ist @ gerade die Vereinigung jener — simt-
lich zu W homéomorpher — Schnitte, deren Parameterpunkt £,: ¢, auf einem der r ,,Meri-
diane‘* von T liegt, die durch je eines der Punktetripel 1:0, 1:0!, 0:1 bestimmt sind, ! € L.
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Wir projizieren V aus (0, ..., 0, 1) auf P, vgl. Abschnitt 2. Die Projektion bezeichnen
wir mit p. P, wird durch p(V) r-fach iiberlagert. Das Verzweigungsgebilde der Uber-
lagerung ist W.

Jeder Weg w < V' — W zwischen zwei beliebigen verschiedenen Punkten 4 und B,
von denen wir nur p(4) = p(B) verlangen, wird auf einen geschlossenen Weg p(w)
projiziert. In P, — W ist p(w) nicht nullhomotop.

Wir nehmen das Gegenteil an: p(w) sei homotop zu dem ,,Punktweg** p(4). Dann
gibt es — vgl. [9], Hochhcben von Homotopien — einen Weg w’ < I — W mit
p(w’) = p(A). Das ist aber ein Widerspruch: Das vollstandige Urbild von p(4) ist
ein r-Tupel diskreter Punkte und enthilt keinen Weg von 4 nach B.

Die Projektion von V impliziert die von Q:

7)(Q) = (?/0’ coos Yn-1y YnT, 0) =: (t)”‘

" enthiilt inshesondere W und den durch x,,, = x, = 0 definierten £, ,. Dieser ist
Deformationsretrakt von Q.
P, — Q" ist einfach zusammenhingend.
Wir konnen, um dies zu zeigen, mit affinen Koordinaten (zgy «- .y xy_y) rechnen, denn
P, — Q" liegt in dem affinen Raum P, — P, ,. Durch O := (0, ...,0) und einen
belicbigen Punkt X € P, — Q"", X + 0, X := (v, ..., v,_,), wird eindeutig eine affine
Gerade OX < P, — P,_; bestimmt. Wir denken OX als reelle euklidische Ebenc
mit O als Ursprung. Thre Metrik werde durch die o. B. d. A. euklidisch voraus-
gesetzte Metrik von P, — P, , induziert. || X|| := J|vg|2 + -+ + [1,_,|? ist dann die
Linge der Strecke OX.
Die Gerade OX schneidet Q"'
— nicht, wenn vj) 4+ -+ 4 of_; = 0;
— sonst in r Strahlen s, I € L, die zentralsymmetrisch beziiglich O licgen; s, habe

den Anfangspunkt X,;: = (go‘/i/z'(, + e 1';,_,) X mit beliebig fixiertem Wurzel-

1
wert und — X als ,,allgemeinem Punkt‘!), 0 < r < 1.
T

Also ist P, — Q"' die Punktmenge eines Biischels komplexer affiner Geraden durch O,
die ,,fast alle" — ndmlich bis auf jene, die Q"' nicht treffen — durch Wegnahme der
Strahlen s, aufgeschlitzt sind. P, — Q" ist bogenweise zusammenhingend, denn
jeder Punkt X € P, — Q" kann — z. B. in OX durch dic Strecke 0X — mit O ver-
bunden werden. Zwei beliebige Punkte von P, — Q"' bestimmen bereits die Homo-
topieklasse ihrer Verbindungswege, denn jeder Weg w von A nach B ist homotop zu

A_()) + 0—1)3 Man betrachte hierzu den Verbindungskegel Ow, d. h. die Vereinigung
aller Strecken OX mit X € w.
Damit ist der einfache Zusammenhang von P, — Q" gezeigt.
In P, — Q" ist also jeder geschlossene Weg nullhomotop. Dann gibt es, wie wir
gesehen haben, in V — @ keinen Weg, der zwei Punkte 4 und B mit p(4) = p(B)
verbindet. Alsozerfillt V' — @ inr paarweise disjunkte offene Teilmengen p; Y(P, — Q"),
l € L, deren jede zu jedem Punkt 4 € P, — Q" genau ein Urbild 4, := p;(4) ent-
hilt. Damit ist jedes p;! eine eineindeutige Abbildung.
Da weiter jedes p;! und seine Umkehrung p stetig sind — das Urbild jeder offenen
Menge ist offen —, ist jedes p; ! eine topologische Abbildung.
Daher ist ¥ — @ homdomorph zur ,topologischen Summe* — vgl. [9] — aus
Exemplaren P, — Q", bezeichnet durch } (P, — Q).

T

!) Bei einem nicht-algebraischen Gebilde von ,allgemeinem Punkt* zu sprechen ist nicht
iiblich, hier aber nicht zu mifideuten.
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3.3. Wir zeigen jetzt Hy(V) ~ Hy(Q) fiir d += 2n, 2n — 1. Weil P,_; Deformations-
retrakt von Q"' ist, sind die exakten Homologiefolgen der Paare P,, Q" und P,, P,_,
isomorph, vgl. [9]. Insbesondere ist Hy(P,, Q') ~ Hy(P,, Pn_,). Bei der Inklusion
{2 P,y — P, kann fiir jedes d 3= 2n ein d-Repriisentant von P, ; mit einem solchen
von P, identifiziert werden, vgl. [12]. Daher ist in der Homologiefolge des Paares
Py, P,_, der von ! induzierte Homomorphismus 7, ein lsomorphismus. Wegen
Hy(P,) ~ Hy(P,_,) ~ 0 fiir alle ungeraden d lifit sich dann aus der Homologiefolge
ablesen:

Z fiird = 2n,

}Id(I)m ‘Pn—l) x I-{d(Pm Q”) ~
0 sonst.

Nach einem Satz aus [1] induziert ein relativer Homéomorphismus zweier Raum-
paare einen Isomorphismus ihrer relativen Homologiegruppen.

Die Raumpaare V, Q und }' P,, 3’ Q" sind relativ homéomorph, vgl. Abschnitt 3.2.
Daher gilt 4 r

Hy(V,Q) ~ Hy(} Pn, } Q")
oder, vgl. [9],
~ @ Hy(Pn, Q")
oder, s. o., '
@Z fird=2n,
h {0 sonst .

In der exakten Homologiefolge des Paares V, @ kennen wir nunmehr
— alle Hy(V, Q),
— H,,(V) ~ Z, denn V ist eine geschlossene orientierbare Mannigfaltigkeit, vgl. [6],
und
— Hpp (@) ~ @ Z,denndier — 1 Zyklen F{W x 1) — FO(W x I),l€ {1,...,r— 1},
r—1

bilden ein System von (2n — 1)-Représentanten von Q.

Setzen wir dies in die Folge von V, @ ein, so erhalten wir die exakten Teilfolgen

0—Z L3 Z2y@Z -2y Hy (V) —> 0

r—1
und fiir alle d &= 2n, 2n — 1
0 — Hy(Q) 2t Hy(V)—> 0.

Wegen der Exaktheit der Folge kann H,, (V) keinen freien Summanden haben,
und als orientierbare topologische Mannigfaltigkeit hat V in der Dimension 2r» — 1
keine Torsion, vgl. [10]. Also ist

H,, (V) ~ 0.
Fiir die Dimensionen d 5= 2n, 2n — 1 folgt zunéchst nur
Hy(Q) ~ Hy(V). (3)

Wir kommen darauf zuriick.

4. Wir berechnen jetzt die Gruppen Hy(Q, W).
Bezeichnen wir mit M das in der FuBnote 8. 93 beschriebene Meridian-r-Tupel von
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T und mit N den ,,Nordpol* von 7', so ist

@ — W homoomorph zu (W — U)X (M — N) = WxM — (WxNuUxM).

Mit anderen Worten:

Q, W ist relativ homéomorph zu Wx M, Wx NuvU XM =:(W,U)x (M, N),
vgl. [11).

Nach dem bereits benutzten Satz aus [1] gilt dann zunichst

Hy(Q, W) ~ I],,((W, U)x (M, N)).
Auf die rechte Scite wenden wir die Kiinneth-Formel an, vgl. [11], und erhalten

HyQ, W) ~ , @? d(H,,(W, U) & Hy (M, N)).
5.

Vonden Hy(M, N) ist nur H,(M, N) ~ @ Z nicht trivial. Die Hy(W, U) kennen wir
aus (2). Damit erhalten wir r=1

Pz fird = 2n — 1,
r-1
HyQ, W) ~ @ Z fird =n,

(T=1(bp-yt byg—1)
0 sonst.

5. Wir kommen jetzt zu den Hy(V).

Die Homologiefolge des Paares @, W zerfillt unter Benutzung der Induktions-
voraussetzung und des Ergebnisses von Abschnitt 4 in exakte Teilfolgen. Zunédchst
gilt

00— Hop i(Q) L2 @Z 22y Z 22y H,, ,(Q)—> 0.

r—1

Hierin kennen wir bereits H,,_,(Q) ~ @ Z aus 3.3. Die Exaktheit liefert dann
r—1

Hzn—z(Q) ~ Z,

mit (3) also auch H,, ,(V)~ Z. Fiir alle d€{0,....,n — 2,n + 1, ...,2n — 3}
erhalten wir

0 — Hy(W) 22 H (Q)—> 0
und daraus

Z fiir gerades d,
Hy(W) ~ Hy(Q) ~ Hy(V) ~

0 fiir ungerades d.

Es ist noch d = n — 1, » zu erledigen. Fiir gerades » — 1 erhalten wir

0 —H,(Q) L= ) Z2 @z H, ,(Q —> 0.

(r—=1D0p+bya—1) bpy

Wir stellen fest:

— H,(Q) ist torsionsfrei wegen der Exaktheit der Folge.
— Dann ist H,(V) torsionsfrei wegen (3) und H,_,(V) torsionsfrei wegen des Poinca-
réschen Dualititssatzes (PDS).
— Die Bettizahl von H,_ (V) ist die von H,,,(V), vgl. PDS, also = 1.
— Das bedeutet H,_,(}) ~ Z und wegen (3) auch H, ,(Q) ~ Z.
— Die Exaktheit der Folge und (3) liefern schlieBlich
H,(Q ~ Hy(V) ~ DZ.
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Fiir ungerades » — 1 heilit die Teilfolge

0 — Z—» H,(Q) 12 ® Z2y@®Z- s H, (Q)— 0.
(r—Ibp_yt by y-1) b,

Wie soeben benutzen wir deren Exaktheit und den PDS und erhalten

Hn—l(Q) x lln—l(ll) x 0
und

HyQ) ~ H,(V) ~ ® Z.
b

Damit ist der Satz (1) bewiesen.
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