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Seitenstruktur

WOLFGANG SCHONE

1. Einleitung

Unter einem d-Polytop versteht man eine kompakte und konvexe Punktmenge
cines euklidischen Raumes R® (n = d) mit endlich vielen Extremalpunkten, deren
affine Hiille die Dimension d hat. Der Durchschnitt einer Stiitzhyperebene des
Polytops mit diesem wird als (eigentliche) Seite des Polytops bezeichnet. Man unter-
scheitet Seiten der Dimension 0, die Eckpunkte des Polytops, Seiten der Dimension 1,
die Kanten des Polytops, Seiten der Dimension 2, die 2-Seiten usw. bis zu den Seiten
der Dimension d — 1, auch (d — 1)-Seiten genannt. Zu diesen eigentlichen Seiten
kommen noch die leere Menge und das Polytop selbst als zwei uneigentliche Seiten
der Dimension —1 und d hinzu. Die eigentlichen und uneigentlichen Seiten eines
d-Polytops P bilden beziiglich der mengentheoretischen Inklusion einen Verband,
den Seitenverband & (P) des d-Polytops P. Ein d-Polytop heiBt simplizial, wenn
seine (d — 1)-Seiten sédmtlich (d — 1)-Simplexe sind. Es heiBt einfach, wenn jeder
seiner Eckpunkte mit genau d Seiten der Dimension d — 1 inzidiert. Die Eckpunkt-
menge eines d-Polytops P werde mit vert P bezeichnet. Sie stimmt iiberein mit der
Menge der Extremalpunkte von P. Zwei d-Polytope P, P’ heilen zueinander kombi-
natorisch dquivalent, wenn es eine eineindeutige Abbildung ¢ der Seiten von P auf
die Seiten von P’ gibt, derart, daB aus ¥y, F, € Z(P) und F, S F, stets ¢(F,),
p(F;) € F(P') und @(F,) S @(F,) folgt. Zwei d-Polytope sind genau dann kombi-
natorisch équivalent, wenn ihre Seitenverbinde isomorph sind. Zwei d-Polytope
P, P' — R® heiBlen affin, dquivalent, wenn es eine affine Abbildung des R? auf sich
gibt, die das Polytop P auf das Polytop P’ abbildet. Ein d-Polytop wird auch als
konvexes Polytop der Dimension d bezeichnet.

Ein euklidischer Komplex & ist eine nichtleere, hochstens abzihlbare Menge von
konvexen Polytopen, den sogenannten Zellen, in einem euklidischen Raum beliebiger,
endlicher Dimension mit folgenden Eigenschaften:

a) Ist z eine Zelle aus & und 2’ eine Seite von z, so gehért 2’ zu K.
b) Der Durchschnitt zweier Zellen von § ist leer oder eine gemeinsame Seite beider
Zellen.

¢) Jeder Punkt einer Zelle aus & besitzt eine Umgebung, die mit nur endlich vielen
Zellen von § Punkte gemeinsam hat.

Das Maximum der Dimensionszahlen aller Zellen eines Komplexes ® heiBt die
Dimension von f. Eine Zelle eines Komplexes { heiit eine Grundzelle, wenn sie
nicht echte Seite irgendeiner Zelle aus { ist. Ein euklidischer Komplex heift endlich,
wenn er nur endlich viele Zellen enthélt. Er heit simplizial, wenn alle seine Zellen
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Simplexe sind. Fiir endliche Komplexe ist die Bedingung c¢) iiberfliissig (vgl. [6],
S. 313). Ein simplizialer Komplex & der Dimension n wird rein genannt, wenn jedes
I-Simplex von & (I < n) mit mindestens einem n-Simplex von &t inzidiert. Im folgen-
den werden Pseudomannigfaltigkeiten im Sinn des Lehrbuches von SEIFERT-THRELL-
FALL ([9], S. 88) betrachtet. Eine geschlossene Pseudomannigfaltigkeit der Dimen-
sion n ist ein reiner, endlicher, n-dimensionaler, simplizialer Komplex (» = 1) mit
den beiden folgenden Eigenschaften. Jedes (n — 1)-Simplex ist mit genau zwei
n-Simplexen inzident (Unverzweigtheitsbedingung). Je zwei n-Simplexe lassen sich
durch eine Reihe von abwechselnd #- und (r — 1)-Simplexen verbinden, deren jedes
mit dem folgenden inzident ist (Verbindbarkeitsbedingung).

Das System der Seiten eines d-Polytops P stellt cinen (d — 1)-dimensionalen cukli-
dischen Komplex dar, den man als Randkomplex bd(P) des d-Polytops P bezeichnet.
Der Randkomplex bd(£) eines simplizialen d-Polytops P ist eine geschlossene (¢ — 1)-
dimensionale Pseudomannigfaltigkeit. .

Das System der Eckpunkte und Kanten eines d-Polytops einschliefilich ihrer Inzi-
denzbeziehungen heifit der Graph oder das 1-Skelett des d-Polytops. Wie B. GrRUN-
BAUM bemerkt (vgl. [1], S. 1134, 1136), ist die Frage der Charakterisicrung der Gra-
phen der d-Polytope allgemein noch nicht gelost und wahrscheinlich sehr schwierig.
Fiir d = 3 wird diese Frage durch den Satz von StEINITZ ([2], S. 235) beantwortet.
Dieser besagt, dal} ein schlichter, ungerichteter, zusammenhingender Graph genau
dann zum 1-Skelett eines 3-Polytops isomorph ist, wenn er planar und 3fach zu-
sammenhingend ist. Wegen der graphentheoretischen Begriffe vergleiche man den
Abschnitt 2 dieser Arbeit. Im Jahre 1961 zeigte M. L. BaLinskt (vgl. [1], S. 1134)
fiir den Fall d == 3, daB3 der Graph eines d-Polytops stets d-fach zusammenhiangend
ist. Diese Bedingung ist aber nicht hinreichend. Fiir den Sonderfall der einfachen
d-Polytope konnte der Verfasser hinreichende und notwendige Bedingungen ableiten
(vgl. [8], S. 169—178). Dieses Ergebnis wird im Abschnitt 2 dieser Arbeit ohne
Beweis dargestellt. Im Zusammenhang damit wird in der Arbeit die Aufgabe behan-
delt, hinreichende und notwendige Bedingungen dafiir anzugeben, dal} eine vor-
gelegte (d — 1)-dimensionale, geschlossene Pseudomannigfaltigkeit 9¢¢-1 zum Rand-
komplex bd(F) eines simplizialen d-Polytops P isomorph ist. Um solche Bedingungen
zu finden, ist es notwendig, zundchst die Theorie der Gale-Transformierten (vgl. [1],
S. 1166, und [2], S. 85) zu behandeln. Mit Hilfe dieser Theorie gelingt es, einen Satz
zu beweisen, der besagt, daB es zu jedem d-Polytop mit n Eckpunkten ein kombi-
natorisch #dquivalentes, ja sogar affin dquivalentes gibt, das durch Orthogonal-
projektion eines reguliren (n — 1)-Simplexes S,_; — R"~! in cinen geeigneten Unter-
raum RY — R*! entsteht. Dies lehrt, dal3 man sich beim Existenznachweis eines
simplizialen d-Polytops, dessen Seitenstruktur durch eine geschlossene Pseudo-
mannigfaltigkeit der Dimension d — 1 gegeben ist, auf die Betrachtung von d-Poly-
topen, die durch Orthogonalprojektion reguldrer Simplexe entstehen, beschrinken
kann. Polytope dieser Art wurden auch schon in [3] untersucht. Mit Hilfe dieses
Satzes 1aBt sich dann ein weiterer Satz beweisen, der notwendige und hinreichende
Bedingungen dafiir liefert, dafl eine gegebene geschlossene (d — 1)-dimensionale
Pseudomannigfaltigkeit 9MM4-1 isomorph zum Randkomplex bd(P) eines simplizialen
d-Polytops P ist. Die Voraussetzungen dieses Satzes sind zwar im allgemeinen schwer
iiberpriifbar, doch gibt es Sonderfille, in denen diese Uberpriifung leichter méglich
ist. Ein solcher Sonderfall, der auf eine bestimmte Klasse von simplizialen bzw. ein-
fachen d-Polytopen fiihrt, wird im Abschnitt 7 behandelt. AuBlerdem besteht die
Aussicht, dafi man durch den Satz zu rein kombinatorischen Bedingungen gelangt,
dic das gleiche wie die im Satz geforderten Voraussetzungen leisten. Damit wire
auch im allgemeinen Fall eine Charakterisierung der Graphen einfacher und simpli-
zialer d-Polytope maglich.
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SchlieBlich wird gezeigt, dafl die Voraussetzungen des zuletzt erwihnten Satzes
gleichwertig damit sind, dall ein bestimmtes System von Gleichungen und Unglei-
chungen nach Wahl gewisser Parameter eindeutig losbar ist, und dafl es noch ein
zweites derartiges System mit der gleichen Eigenschaft gibt. Hicraus folgt sofort,
daB dic Existenz ¢ines simplizialen d-Polytops die Lésbarkeit gewisser, ziemlich um-
fangreicher Systeme von Gleichungen und Ungleichungen nach sich zicht, was fiir die
Theorie der Ungleichungssysteme von Nutzen sein kann.

Aullerdem ist der gefundene Satz von Interesse fiir den Fall, dafl man eine lineare
Optimierungsaufgabe durch Polarisicren lésen mochte.

Die Frage der Isomorphie einer geschlossenen Pseudomannigfaltigkeit zum Rand-
komplex eines simplizialen Polytops hidngt eng mit einem berithmten, bisher unge-
lésten Homdomorphieproblem der kombinatorischen Topologie zusammen. Es han-
delt sich dabei um die Frage, wann ein Komplex, zum Beispiel eine geschlossene
Pseudomannigfaltigkeit der Dimension n, homdomorph zu einer n-Sphiire ist.

Von H. PoiNcarE wurde die Vermutung ausgesprochen, dall eine geschlossene
Pseudomannigfaltigkeit der Dimension 3, deren Fundamentalgruppe aus dem Eins-
clement besteht, stets homéomorph zu einer 3-Sphére ist (vgl. [9], S. 157). Diese
Vermutung ist bis heute noch unbewiesen. Jedoch konnte die sogenannte verall-
gemeinerte Poincarésche Vermutung fiir die Dimensionen n = 5 inzwischen bewiesen
werden (vgl. [10], S. 373).

Ist nun eine geschlossene (d — 1)-dimensionale Pseudomannigfaltigkeit isomorph
zum Randkomplex eines simplizialen d-Polytops, so ist sie homéomorph zu einer
(d — 1)-Sphire, weil es der Rand des d-Polytops auch ist. Die Arbeit stellt somit
cinen Beitrag zu dem erwdahnten Homgomorphieproblem dar, und da der vorhin
genannte Satz fiir alle Dimensionen d mit 2 < d gilt, ist nicht auszuschlieBen, daf
man mit seiner Hilfe auch noch zu Ergebnissen iiber die Poincarésche Vermutung
gelangt.

SchlieBlich mochte der Verfasser dieser Arbeit es nicht versiumen, Herrn Professor
KeLLER fiir zahlreiche Hinweise und Anregungen zu danken. Dadurch wurde die
Arbeit wesentlich gefordert.

2. Graphen und konvexe Polytope

Da im Zusammenhang mit d-Polytopen auch ungerichtete Graphen von Bedeutung
sind, werden zunichst einige grundlegende Begriffe aus der (iraphentheorie ange-
fiihrt (vgl. [7)).

Ein ungerichteter Graph G ist ein Paar (X, U) von zwei Mengen X und U mit
folgenden Eigenschaften. Die Elemente von X heiBen die Knotenpunkte, die Ele-
mente von U die Kanten des Graphen G. Beide Mengen haben kein gemeinsames
Element. Es gibt eine auf U erklirte Funktion, die Inzidenzfunktion, die jedem
u € U eindeutig ein ungeordnetes Paar (x, y) nicht notwendig verschiedener Ele-
mente x,y von X zuordnet. Man sagt, die Kante u verbindet die Knotenpunkte
X, ¥, oder u indiziert mit x und mit y, wobei man x und y als Endknotenpunkte der
Kante u bezeichnet. Ist speziell x = y, so nennt man u eine Schlinge. Zwei durch
cine Kante verbundene Knotenpunkte heiflen adjazent. Ebenso heifien zwei Kanten,
die mit demselben Knotenpunkt inzidieren, adjazent. Zwei oder mehr Kanten, die
dieselben zwei Knotenpunkte verbinden, heien Parallelkanten. Ein Graph, der
weder Parallelkanten noch Schlingen besitzt, wird schlicht genannt. Wenn bei
einem Graphen G = (X, U) die Knotenpunktmenge X und die Kantenmenge U
endlich sind, so heilt G ein endlicher Graph. Sind x, y zwei Knotenpunkte eines un-
gerichteten Graphen, so nennt man eine alternierende Folge von Knotenpunkten
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und Kanten x, u;, x;, Uy, Xy, ..., Up_y, Xy, U, y des Graphen einen die Knoten-
punkte x und y verbindenden Weg, wenn alle in der Folge auftretenden Knoten-
punkte und Kanten verschieden sind und jede Kante mit den zwei Knotenpunkten
inzidiert, von denen der eine in der Folge unmittelbar vor, der andere unmittelbar
nach ihr steht. Der Knotenpunkt x heiBt der Anfangspunkt, y der Endpunkt des
Weges. Ein Weg, bei dem der Anfangspunkt mit dem Endpunkt zusammenfillt,
withrend alle iibrigen Knotenpunkte und Kanten verschicden sind, heifit ein Kreis.
Die Anzahl der Kanten cines Weges bzw. Kreises heifit die Linge des Weges bzw.
Kreises. Ein ungerichteter Graph heiBt zusammenhingend, wenn je zwei verschiedene
Knotenpunkte durch einen Weg im Giraphen verbunden sind. Ein zusammenhéngen-
der, ungerichteter (iraph heif3t d-fach zusammenhidngend, wenn je zwei seiner
Knotenpunkte durch d Wege im Graphen verbunden sind, die auBer Anfangs- und
Endpunkt keine Knotenpunkte gemeinsam haben. Wenn im folgenden Graphen
erwiahnt werden, so handelt es sich, wenn nicht ausdriicklich anders vermerkt, stets
um ungerichtete, schlichte, endliche und zusammenhingende Graphen.

Ein Graph G’ = (X', U’) heit Untergraph eines Graphen G — (X, U), wenn
X' cXund U C U gilt.

Ein Graph G’ wird isomorph zu einem (iraphen G genannt, wenn es eine eineindeutige
Abbildung gibt, die jedem Knotenpunkt von G’ einen Knotenpunkt von G, jeder
Kante von G’ eine Kante von G zuordnet, so daB jedem inzidenten Paar Knoten-
punkt — Kante von G’ eineindeutig ein inzidentes Paar Knotenpunkt — Kante
von G entspricht. Die Anzahl der mit einem Knotenpunkt inzidierenden Kanten,
wobei die Schlingen doppelt gezihlt werden, heifit der lokale Grad oder die Valenz
des Knotenpunktes. Ein Graph heiBt regulir vom Grad d, wenn jeder seiner Knoten-
punkte die Valenz d hat. Ein regulirer Graph vom Grad 3 wird auch als kubischer
Graph bezeichnet. Ein ungerichterer (iraph mit » Knotenpunkten heiBt ein voll-
stindiger Graph der Ordnung n, wenn jeder seiner Knotenpunkte mit jedem anderen
durch genau einc Kante verbunden ist.

Man kann einen Graphen durch eine Zeichnung veranschaulichen, indem man die
Knotenpunkte durch Punkte und die Kanten durch Kurvenbigen oder geradlinige
Strecken darstellt und einen Kurvenbogen genau dann in einen der Punkte ein-
laufen 1aBt, wenn der Punkt einen Knotenpunkt und der Kurvenbogen eine Kante
darstellen, die miteinander inzidieren. Man sagt, daB sich bei einer solchen anschau-
lichen Darstellung eines Graphen zwei Kanten iiberschneiden, wenn sich die den
Kanten entsprechenden Kurvenbégen in einem Punkt schneiden, der keinen Knoten-
punkt darstellt. Ein Graph, der sich ohne Uberschneidungen von Kanten auf eine
euklidische Ebene bzw. auf die Oberfliche einer dreidimensionalen Kugel zeichnen
1aBt, heift planar.

Die Frage, wann ein gegebener Graph der Graph eines d-Polytops ist oder, anders
ausgedriickt, wann ein Graph isomorph zum Graph eines d-Polytops ist, 1Bt sich
fiir d > 3, wie schon bemerkt wurde, nicht allgemein beantworten. Sicher ist nur,
daB ein solcher Graph schlicht, ungerichtet, zusammenhingend und endlich ist und
daB er die von BarINskI angegebene Bedingung des d-fachen Zusammenhangs
erfiillt. Beschrinkt man sich auf einfache d-Polytope, so kann man fiir d > 3 den
folgenden Satz aufstellen (vgl. [8], S. 169—178).

Ein endlicher Graph ist genau dann isomorph zum Graphen eines einfachen d-
Polytops, wenn gilt:

1. G st schlicht, zusammenhiingend und reguliir vom Grad d.

2. In G existiert ein spezielles System von Kreisen (reguliires Basiskreissystem),
das vier mit a), b), c), d) bezeichnete Eigenschaften besitzt.

3. Zum dualen Graphen G' von G existiert eine passende Gale-Transformierte.
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Dabei wird unter einem speziellen System von Kreisen in einem reguliren Graphen
vom Grad d ein System K von Kreisen verstanden, das folgende vier Bedingungen
erfiillt.

a) Je zwei mit einem Knotenpunkt von G inzidierende Kanten gehéren beide
zu genau einem Kreis des Systems K.
b) Zwei verschiedene Kreise von K haben hochstens zwei Knotenpunkte

gemeinsam, und wenn dies der Fall ist, sind beide Knotenpunkte adjazent,
und die sie verbindende Kante gehort beiden Kreisen an.

Ist A, (3 < r <d) ein Untergraph von G, der aus einem Knotenpunkt und r mit
ihm inzidierenden Kanten sowie deren Endknotenpunkten besteht, so lafit sich ein
AbschlieBungsprozell definieren. Dazu erweitert man den Untergraphen A, durch
schrittweises Hinzufiigen von geeigneten Knotenpunkten und Kanten von G und
erhilt eine Folge von Untergraphen A, = A?, Al A% .., Al AR, ... A* des
Graphen G, von denen jeder alle seine Vorginger als Untergraphen enthilt. Fiir
1=0,1,2,...,k — 1 entsteht der Untergraph A!*! aus A/, indem man zwei mit
demselben Knotenpunkt inzidierende Kanten von Al betrachtet, die wegen a)
beide zu einem eindeutig bestimmten Kreis & des Systems K gehoren, und indem
man alle Knotenpunkte und Kanten dieses Kreises & zu A} hinzufiigt, die noch
nicht in A! enthalten sind. Gehort der Kreis k& jedoch schon zu Al, so mufl man zu
zwei anderen adjazenten Kanten von A/ iibergehen und den Proze ausgehend von
diesen beiden Kanten fortsetzen. Nach k Schritten erhdlt man einen Untergraphen
A* von G mit der Eigenschaft, daB je zwei seiner Kanten, die mit dem gleichen
Knotenpunkt inzidieren, einem Kreis von K angehoren, der bereits in A¥ enthalten
ist. Dann bricht der Abschliefungsprozel} ab, und der Untergraph A¥ wird mit G,
bezeichnet. Der Untergraph G, ist stets zusammenhédngend und reguldr von einem
Grad ¢ = r. Dann lauten die Bedingungen c¢) und d):

¢) Mit 3 < r < d sei fiir jeden Untergraphen A, der nach dem AbschlieBungs-
prozell aus A, entstandene Untergraph G, reguldr vom Grad r.
d) Der Durchschnitt zweier durch den AbschlieBungsproze3 entstandener

reguldrer Untergraphen sei leer oder zusammenhéngend.

Dabei wird unter dem Durchschnitt G; n G; der Untergraphen G;, G; von G der
groBte Untergraph von G verstanden, dessen Knotenpunkte und Kanten sowohl
zu G; als auch zu G; gehéren. Der Untergraph G; n G; ist wieder regulir von einem
Grad j < Min (¢, I). Fiir die Untergraphen A,, A,, A, sind die Bedingungen c), d)
trivialerweise erfiillt.

Ein spezielles System von Kreisen in einem regulidren Graphen, das nur die Bedin-
gungen a) und b) erfiillt, soll im folgenden auch als Basiskreissystem bezeichnet
werden. Von D. HausTEIN (vgl. [2a]) wurde gezeigt, daB ein reguldrer Graph, der
ein Basiskreissystem enthélt, wenn er reguldr vom Grad d ist, stets d-fach zusammen-
héangend ist. ,

Ein Basiskreissystem werde regulir genannt, wenn es auch noch den Bedingungen
c) und d) geniigt.

Die Kreise eines Basiskreissystems sind sehnenlos, d. h., jede Kante, die zwei Knoten-
punkte eines Kreises des Systems verbindet, gehort zum Kreis. Enthélt ein reguldrer
Graph ein Basiskreissystem, so gehort jeder Kreis der Linge 3 des Graphen zum
System.

Um die Voraussetzung 3 des zitierten Satzes verstehen zu konnen, lese man den
Abschnitt 4 dieser Arbeit ,,Uber Gale-Transformierte* nach. Die Voraussetzung 3
des Satzes kann auch durch die einfachere Voraussetzung 3’ ,,Der zum Graphen G
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duale Graph G’ ist isomorph zum Graphen eines simplizialen d-Polytops mit ei-
nem durch G’ gegebenen Randkomplex** ersetzt werden.

Dies ist auch der Grund, warum in dieser Arbeit die Frage untersucht wird, wann
ein gegebener Graph isomorph zum Graphen eines simplizialen d-Polytops ist.
Erfiillt ein reguldrer Graph G vom Grad d (d > 3) die Bedingungen des erwiithnten
Satzes, so kann man ihm immer einen dualen Graphen G’ zuordnen. Es sei
R = {GY)i-12...s das durch den AbschlieBungsprozel gefundene System von regu-
laren Untergraphen vom Grad & des Graphen G. Dabei kann £ =0,1,2,...,d — 1
sein. Jedem Untergraphen G}, € {G_,}i-1... 7., von G ordnet man cinen Knoten-

!
*1
x! x!
2 3
1 1
X5 X4
!
Xg
G G'
Abb. 1 Abb. 2

G Abb. 3

punkt x; von G’ zu. Zwei Knotenpunkte x;, x; von G’ sind genau dann adjazent,
wenn der Durchschnitt G)_; n Gj_, nicht leer ist. Der Durchschnitt G},_, n Gj_, ist,
wenn er nicht leer ist, ein reguldrer Untergraph vom Grad d — 2 des Systems
{Gl-ohi=12...7.,- Jedem reguliren Untergraphen G, (¢ = 0,1, 2,...,d — 1) aus dem
System R, des Graphen G entspricht eineindeutig ein vollstindiger Untergraph
Vi der Ordnung d — k von G’. Fiir den dualen Graphen G’ ist besonders das System
V2 = {V liz12...s, von vollstindigen Untergraphen der Ordnung d von Bedeutung.
Jedem vollstindigen Untergraph V,; € V¢ entspricht eineindeutig ein Knotenpunkt
x; von G, wenn man Xx; als reguliren Untergraphen G{ vom Grad 0 auffaBt. In Abb. 1
ist ein regulidrer Graph vom Grad 4 dargestellt, der ein regulidres Basiskreissystem
enthdlt, das aus 14 Kreisen besteht. Es sind 8 Dreiecke und 6 als konvexe Vierecke
gezeichnete Kreise der Lange 4. Abb. 2 zeigt den zugehérigen dualen Graphen. Er
enthilt ein System von 8 vollsténdigen Untergraphen der Ordnung 4, die durch die
Eckpunktmengen {x}, }, a3, ), {}, o5, 5, 4}, (2}, 25, ), %), (2}, 2%, 2%, 25}
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und die aus diesen entstehenden vier Eckpunktmengen gegeben sind, wenn man af
durch g ersetzt. Abb. 3 zeigt einen Graphen, der regulir vom Grad 4 ist und ein
Kreissystem enthilt, das b) nicht erfillt. Jede Kante des Graphen ist mit drei
Nummern versehen, und die Kanten eines Kreises des Systems haben ein und die-
selbe Nummer gemeinsam. SchlieB8lich werde noch folgendes vereinbart. Ist A4
eine Menge, so werde mit card A die Kardinalzahl von A4 bezeichnet. Falls A endlich
ist, so ist card A gleich der Anzahl der Elemente von 4.

3. Pseudomannigfaltigkeiten mit einer speziellen Eigenschaft

Es sei G" = (X', U’) der duale Graph cines reguliren Graphen G, der ein reguliires
Basiskreissystem enthélt. Der Graph G’ habe » Knotenpunkte, und das in G’ ent-
haltene System V¢ bestehe aus m vollstindigen Untergraphen V,; (1 = 1,2, ..., m)
der Ordnung d.

Bettet man G’ in den Randkomplex bdS,_, eines reguldren (n — 1)-Simplexes
Su-1 < R*1 derart ein, daBl die Knotenpunkte von G’ mit den Eckpunkten von
N,y libereinstimmen und die Kanten von G’ zugleich Kanten von S, sind, so erhilt
man eine geschlossene (d — 1)-dimensionale Pseudomannigfaltigkeit 94-1 im Rand-
komplex bdS,_,. Diese besteht aus m Randsimplexen S;,; (i = 1,2,...,m) der
Dimension d — 1 von §,_,. Die Eckpunkte und Kanten des Simplexes S,_, ; ent-
sprechen den Knotenpunkten und Kanten des Untergraphen V. Aulierdem gehéren
zu 4! noch alle Randsimplexe der Simplexe Sy_; ;.

Die Giiltigkeit der Unverzweigtheitsbedingung folgt daraus, daBl den (d — 1)-
Simplexen von M¢-1 im Graphen G die Knotenpunkte entsprechen, und da in G
jeder Knotenpunkt mit genau d anderen durch eine Kante verbunden ist, hat jedes
(d — 1)-Simplex von IM¢-! mit genau d anderen (d — 1)-Simplexen von IN?-! ein
(d — 2)-Simplex gemeinsam. Daraus folgt aber, dafl jedes (d — 2)-Simplex von
M-t zu genau zwei (d — 1)-Simplexen von M1 gehort. Die Verbindbarkeits-
bedingung ist deswegen erfiillt, weil G zusammenhiingend ist. AuBerdem besitzt
Wi4-1 jedoch noch eine zusitzliche Eigenschaft, die nicht jede Pseudomannigfaltigkeit
hat. Ist S;_; ein beliebiges, festes (d — 3)-Simplex von 94! und besteht M aus der
Menge aller (d — 1)-Simplexe S,;,; von M1, die S, ; als Randsimplex enthalten,
so lassen sich die (d — 1)-Simplexe von M so zu einem Zyklus ordnen, daB aufein-
anderfolgende Simplexe des Zyklus ein (d — 2)-Simplex gemeinsam haben. Diese
Eigenschaft von 941 soll als Zykleneigenschaft bezeichnet werden. DaB IR4-! die
Zykleneigenschaft besitzt, folgt daraus, dal IM4! durch die Einbettung des zu G
dualen Graphen G’ in den Randkomplex bdS,_, entstanden ist. Dem Simplex S,_,
entspricht in G’ ein vollstdndiger Untergraph der Ordnung d — 2, und diesem wird
in G ein regulirer Untergraph G,, also ein Kreis & des Systems K zugeordnet. Den
(d — 1)-Simplexen von M entsprechen in G die Knotenpunkte von k. Da die Knoten-
punkte von k einen Zyklus bilden und aufeinanderfolgende Knotenpunkte des
Kreises durch eine Kante des Kreises verbunden sind, ordnen sich auch die (d — 1)-
Simplexe von M zu einem Zyklus, und aufeinanderfolgende (d — 1)-Simplexe des
Zyklus haben ein (d — 2)-Simplex von JR%-! gemeinsam. Pseudomannigfaltigkeiten,
die die Zykleneigenschaft nicht besitzen, sind nicht isomorph zum Randkomplex
eines simplizialen d-Polytops. In dieser Arbeit sind daher gerade Pseudomannig-
faltigkeiten, die die Zykleneigenschaft haben, von Interesse, weil die Frage der Iso-
morphie einer (d — 1)-dimensionalen geschlossenen Pseudomannigfaltigkeit zum
Randkomplex eines simplizialen d-Polytops im Mittelpunkt steht.

Im folgenden wird eine (d — 1)-dimensionale Pseudomannigfaltigkeit, die die
Zykleneigenschaft besitzt, immer mit 94! bezeichnet. Man ordnet nun die Eck-
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punkte von §,_, in irgendeiner Reihenfolge an, bezeichnet ihre Ortsvektoren mit
i, wobei der Index & der Reihenfolge entsprechend die Zahlen 1, 2, ..., n durchliuft.
Desgleichen werden auch die (d — 1)-Simplexe Sy_,,; von M4-1 in einer Reihenfolge
geordnet, so dal der Index 7 die Zahlen 1, 2, ..., m durchlduft. Dann lassen sich die
Eigenschaften von 9)t?-! durch die Eigenschaften gewisser Indexmengen D; be-
schreiben. Es sei N = (1,2, ...,7n} und D = (D;: ¢ = 1, 2, ..., m} ein System von m
Teilmengen der Indexmenge N mit folgenden Eigenschaften:

(1 Jede Menge D; € D besteht aus genau d verschicdenen Elementen 1, 7, ...,
tg € N, und zwar sind 7,1, ..., 3y die Indizes der d Eckpunkte 2f von
S,-1, die das Randsimplex Sy_, ; aufspannen.

(2) Zu jeder Menge D; € D mit D; = {4, 1, ..., iy} existieren genau d andere
Mengen D;,, D;,, ..., D; aus D, wobei j,, j,, ..., jgaus der Menge (1, 2, ..., m}
sind und Dj, = (D;\ {§}) v {}} mit i, € N\D; fir k= 1,2,...,d gilt
und die Indizes jy, j,, ..., js alle voncinander verschieden sind.

(3) Je zwei Mengen D;, D; € D mit card (D; n D;) < d — 1 konnen durch eine
Kette von Mengen D;,D;,...,D; aus D verbunden werden, so daf}
card (Din D)) =d — 1, card (D;, n D;,,) =d — 1 fiir k =1,2,...,7r — 1
und card (D; n D;) == d — 1 gilt, wobei %, 1,,...,%,1%,j aus der Menge
{1, 2, ..., m} sind.

(4) Es sei D’ das System aller Teilmengen von Mengen aus D, die d — 1 Ele-

mente enthalten, und D" das System aller Teilmengen von Mengen aus D,
die d — 2 Elemente enthalten.
Ist DY e D" (1= 1,2,...,m") und sind Dy, D,, ..., D; alle Mengen aus
D, die Dy enthalten, so gibt es eine Permutation ky, ks, ..., k, der Indizes
l, b, ...,1, so daB D, _ nDy = Dy, fir v=2,3,...,r und Dy n D,
= Dj,; Dg,,Dy, aus D' mit qy, gy, ..., q, € {1, 2, ..., m’'} erfiillt sind.

Aus den Eigenschaften (1) und (2) folgt die Unverzweigtheitsbedingung und aus (3)
die Verbindbarkeitsbedingung. Durch (4) wird die Zykleneigenschaft gesichert.

Man kann alle Eigenschaften einer Pseudomannigfaltigkeit 9R4-1 in einer m X n-
Matrix L = (;)[.,.,speichern. Die Matrix L stellt eine Art von Inzidenzmatrix dar.
DaB dies moglich ist, folgt daraus, daB dic Simplexe S, ; die Grundzellen von ¢4-1
sind und daB ein simplizialer Komplex durch seine Grundzellen véllig bestimmt ist
(vgl. [6], S. 314). Die Zeilen der Matrix L entsprechen den (d — 1)-Simplexen S,_, ;
von M4-1, die Spalten den Eckpunkten von S,_; bzw. den 0-Simplexen von 1.
Fiir die Elemente [;; von L setzen wir

lik=0 le'IIE.D,,
ly>0 firke N\D;,, i=12..m.

Die positiven Elemente /;, der Matrix L sind zundchst unbekannt. Jedoch fordern
wir, falls sie bestimmt werden kénnen, daf3

n
2l=1, 1=1,2,...,m
gilt. k=1

4. Gale-Transformierte

Es sei X = (ay, a3, ..., x,) ein n-Tupel von diskreten, nicht notwendig verschiedenen
Punkten eines RY. Die affine Hiille von X werde mit aff X bezeichnet, und es gelte
aff X = R?. Der Punkt z; soll fiir 7 =1, 2, ..., » mit seinem Ortsvektor, der als
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d-dimensionaler Zeilenvektor geschrieben wird, identifiziert werden. Dabei wird
vorausgesetzt, dal im R? ein orthogonales oder affines Koordinatensystem gewihlt
wurde, auf das die Vektoren «x; bezogen sind. Ordnet man die n Zeilenvektoren x;
untereinander an und fiigt zu der entstehenden Matrix eine Spalte aus lauter Einsen
hinzu, so erhilt man eine » X (d + 1)-Matrix A,, die man auch durch ihre d 4 1
Spaltenvektoren r,, Lo, ..., L4 darstellen kann. Es ist

o1
P |

A4, = 112 : = (X1 Lo+ Lan1)-
x, 1

Da dim aff X = d gilt, ist der Rang von A, gleich d 4- 1. Folglich gibt esn — d — 1
linear unabhiingige, n-dimensionale Spaltenvektoren I; (+=1,2,...,n —d — 1),
die zu den d + 1 Spaltenvektoren von A, orthogonal sind. Fiigt man diesen — d — 1
Spaltenvektoren T; in der Reihenfolge ihrer Indizes zu den Spaltenvektoren der
Matrix A, hinzu, so erhilt man eine n X n-Matrix A. Es ist

‘1T

- = - z, 1 =z

A= (5% Ear1 E1 L2 Tnog-1) = 2 :
z, 1 =,

Dabei sind die GroBen Z,, T, ..., T, Zeilenvektoren der Dimension n — d — 1, die
durch Zusammenfassung der Elemente jeweils einer Zeile aus den letztenn — d — 1
Spalten von A entstanden sind. Die Matrix A ist nicht singuldr. Faft man die n
Zeilenvektoren F; als Ortsvektoren von n Punkten eines R"-4-! auf und identifiziert
man jeden Ortsvektor Z; mit dem durch ihn dargestellten Punkt, so heifit das n-
Tupel X = (%, %o, ..., T,) eine Gale-Transformierte von X. Dabei sind die Vektoren
%; alle auf ein festes orthogonales oder affines Koordinatensystem im R"<4-! bezogen.
Die Punkte Z; konnen, aber miissen nicht verschieden sein. Infolge der Indizierung
entspricht fiir 7 = 1, 2, ..., n dem Punkt z; € X eincindeutig der Punkt Z; € X, und
einem Teilsystem X; — X wird das Teilsystem X, — X zugeordnet, das durch
X, = (%;: %; € X und z; € X,) erklirt wird. Weil die Spaltenvektoren Ty, T, - -» Tn-a-1
linear unabhingig sind, folgt aus aff X = R? stets aff X = R*4-1. Ist n > d + 1, so
gibt es zu jedem n-Tupel X = (x,, z,, ..., z,) des R? mit aff X = R? unendlich viele
Gale-Transformierte. Ist B eine quadratische, nicht singulire Matrix der Ordnung
n—d— 1lund X = (%, %y, ..., T,) eine Gale-Transformierte von X = (z;, %y, ..., ¥»),
so ist X' = (%}, %, ..., T,) mit ¥; = Z;B ebenfalls eine Gale-Transformierte von X.
Ist dagegen n = d + 1 und X = (2, 2y, ..., z,) ein n-Tupel des R¢ mit aff X = R4,
so wird das aus n Nullen bestehende n-Tupel X = (0,0, ..., 0) als Gale-Trans-
formierte des n-Tupels X erklirt. Wegen n = d + 1 ist der Raum R"*-4-1 ein R?, und
X besteht aus dem n-fach gezihlten Ursprung und einzigen Punkt dieses Raumes.
Weil die (d + 1)-te Spalte von A lauter Einsen enthilt und die letzten n — d — 1
Spalten von A auch zu dieser orthogonal sind, folgt sofort

n
3% =0.
i=1

Der Ursprung 0 des R*4-1 ist stets Schwerpunkt der Punkte einer Gale-Transfor-
mierten. Aus dem gleichen Grund ist die Gale-Transformierte X = (%,, %, ..., %)
von X = (x,, @y, ..., ;) auch Gale-Transformierte von X' = (2}, 25, ..., }), wo
x; = x; 4+ a --- und a ein beliebiger, fester d-dimensionaler Vektor ist.
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Bildet man das n-Tupel X durch eine Affinitiat des R? auf sich in ein anderes »-Tupel
X’ ab und ist X cine Gale-Transformierte von X, so ist X auch Gale-Transformierte
von X'. Hicraus ergibt sich leicht, daB dic Eigenschaft eines n-Tupels X des Rn-4-1,
Gale-Transformierte eines n-Tupels X des R? zu sein, von der Wahl des Koordinaten-
systems im R4 unabhiingig ist. Wenn man die Einschrinkung macht, daB der Ur-
sprung des Koordinatensystems im R"-4-! stets der Schwerpunkt des n-Tupels X
gein soll, ist die erwihnte Eigenschaft auch von der Wahl des Koordinatensystenis
im R*-4-1 unabhingig.

Mit Hilfe der Gale-Transformierten X eciner diskreten Punktmenge X in cinem 72
lagsen sich nun Aussagen iiber Eigenschaften von X gewinnen. Die folgenden Siitze
iiber Gale-Transformierte sind der Arbeit [1], S. 1166, bzw. dem Buch [2], S. 85,
von B. GrirNBAUM entnommen und sollen hier ohne Beweis angefiihrt werden. Die
Kenntnis dieser Siitze ist notwendig fiir das Verstindnis der Abschnitte 5 und 6
dieser Arbeit.

Satz L. Kin n-Tupel von Punkten X = (v, 2y, ..., x,) mit aff X = R4 ist genau dann
die Eckpunktmenge cines d-Polytops P, wenn die Gale-Transformicrte X entweder aus
lauter Nullen besteht (P ist dann ein d-Simplex) oder wenn jeder offene Halbrawm
H < RV it 0 € bd H (wo bd H den Rand von H bedeutet) die Eigenschaft hat, daf3
card {v:%; € H} = 2 2st.

Ist A cine Punktmenge des /4, so wird ihre abgeschlossene, konvexe Hiille mit
conv A bezeichnet. FaBlt man eine abgeschlossene konvexe Menge K des R? als
Teilmenge ihrer affinen Hiille auf, so ist die Menge aff K ein linearer Unterraum des
R4, sofern sie nicht mit R? iibereinstimmt, und zwar ist aff & der lineare Unterraum
niedrigster Dimension von R4, der K enthilt. Beziiglich dieses Unterraumes besitzt
K innere Punkte. Die Menge aller solchen beziiglich aff A inneren Punkte von A
bildet das relativ Innere von K und wird mit relint K gekennzeichnet. Demnach ist
relint conv A4 das relativ Innere der konvexen Hiille von A. Es besteht aus allen
beziiglich aff (conv 4) = aff 4 inneren Punkten von conv 4, sofern aff 4 — R¢
gilt. Ist jedoch aff 4 = R4, so ist relint conv 4 = int conv A, wobei mit int conv A4
die Menge der inneren Punkte von conv 4 bezeichnet wird.

Satz 2. Es sei X die Eckpunktmenge eines d-Polytops P — R, und X sei eine Gale-
Transformierte von X. Es gelte X = X, u Xy, wo X; =0, X, =0 und X, 0 X, =0
ist. Mit X, werde die Teillmenge von X bezeichnct, die aus den. Punkten von X besteht,
die den Elementen von X, entsprechen. Dann ist conv X, genau dann eine ewgentliche
Seile von P, wenn 0 € relint conv X, gilt.

Satz 3. Es seien R?, R"%1 zwei orthogonale Unterriiume durch den Ursprung 0 des
R, und es sev S,-y etn regulires (n — 1)-Simplex mit dem Maittelpunkt 0. Falls X
die Orthogonalprojektion von vert S,_, in den R% und X die Orthogonalprojektion von
vert S,y in den R"-4-1 ist, so ust X cine Gale-Transformierte von X und X einc solche
von X.

Definition. Zwei (Gale-Transformierte ¥V, V' von zwei Mengen V = (vy, v, ..., 2,).
V' = (), thy ..., v},) des R4 werden isomorph genannt, falls es eine Permutation
der Indizes 1, 2, ..., n gibt, so daB fiir jede Indexmenge I — {1, 2, ..., n} die Bedin-
gung O € relint conv V(I) #quivalent zu O € relint conv V’(z?(])) ist, wo (/)
= (#(j):j€ I} und V(I) = (7;:7; € V A j € I} ist.

Satz 4. Zwei d-Polytope P und P’ sind genau dann kombinatorisch dquivalent, falls
dve Gale-Transformierten threr Eckpunktmengen isomorph sind.
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Man kann auch Gale-Transformierte von Punktmengen X < R? mit dim (aff X) < d
cinfithren (vgl. [2], S. 85). In dieser Arbeit werden aber nur Gale-Transformierte von
solchen n-Tupeln X benotigt, fiir die aff X == R4 und demnach aff X = Rn-4-1 jst,
AuBlerdem ist immer n > d + 1. Daher wird noch folgendes definiert.

Definition. Eine Gale-Transformierte X = (%,, %, ..., ¥,) mit aff X = R*-4-1 und
n > d - | heiBBe nicht trennbar, wenn jede Hyperebene deq R7-4-1durch den Ursprung
0 zwei offene Halbriume bestimmt, die jeder mindestens zwei Punkte von X ent-
halten. Andernfalls heiBle X trennbar. Dann gilt:

Satz 1'. Die Punktmenge X = {x, 2y, ..., x,) mit aff X = R¢ 1st genau dann die
Eckpunktmenge eines d-Polytops, wenn cine Gale-Transformierte von X = (%, Ty, ..., Tp)
von X nicht trennbar ist. Daber ist n > d - 1.

Der Beweis folgt aus Satz 1. Ist eine Gale-Transformierte eines n-Tupels nicht trenn-
bar, so sind auch alle anderen (iale-Transformierten von X nicht trennbar. Gibe es
zu dem n-Tupel X € R? zweiGale-Transformierte X und X’ im R#4-1 von d(,nen die
erste nicht trennbar, die zweite trennbar wire, so existierte ein Element % , € X,
das durch eine Hyperebene h des R"-9-1, dic durch O geht, von den Punktvn dor
Menge X \{,} getrennt wiirde. Dann liegt der Punkt z;, € X, wie sich leicht zeigen
laBt, im Innern der konvexen Hiille von X\ {x;,}, was einen Widerspruch darstellt,
weil wegen der Nichttrennbarkeit von X aus Satz 1 folgt, daB X die Eckpunktmenge
cines d-Polytops ist.

Satz 5. Eine Gale-Transformierte X = (%, Tgy ..., Tp) < R4 mit n > d + 1 und
aff X = Jen-d-1 4t qenau dann nicht trennbar, wenn die Bedingung 0 € relint conv
(X N\A®)) fiir i = 1,2, ..., n erfiillt ist.

Beweis. Es sei X nicht trennbar, und es werde angenommen, daf} 0 ¢ relint conv
(X \ {x;,)) fiir ein bestimmtes 1, gilt. Dann liegt 0 entweder auf dem Rand (bzw. rela-
tiven Rand) oder auBerhalb von conv (X\ {Z4,}). In jedem Fall gibt es eine Hyper-
ebene h durch 0, so dal X \ {7, } ganz in einem der beiden abgeschlossenen Halbraume
liegt, die durch & begrenzt werden. Dann kannZ;, nicht in demselben Halbraum liegen,
weil 0 der Schwerpunkt des n- Tupclﬂ X ist. Daher wird #;, durch % von den iibrigen
Punkten des n-Tupels X getrennt, im Widerspruch dazu, daB X als nicht trennbar
vorausgesetzt wurde. Also gilt 0 € relint conv (X\{f,-,]).

Gilt umgekehrt 0 € relint conv (X\\{%;})) fir alle ¢ und wire X trennbar, dann
existierten ein Punkt 7; ¢ X und eine Hyperebenc I des Rm-4-1 durch 0, so dal} Z;,
von den iibrigen Punkten des n-Tupels X getrennt wird. Da 0 auf % liegt, folgt
0 ¢ relint conv (X \{Z;,}) im Widerspruch zur Voraussetzung. Folglich ist .X nicht
trennbar.

Satz 6. Sind P, P’ d-Polytope im R* mit (vy, v, ..., v,) = vert P und (v}, v5, ..., v},)
= vert P’, dann sind P und P’ genau dann affin (iquivulent (d. k., es existiert eine
affine Transformation A des K auf sich, so dafp v; = Av; fir 1= 1,2, ...,n 1st),
wenn es evne nicht singuliire Lineare Transformation B des R™%1 quf mch gtbt 8o daf
v, = By, firi = 1,2, ..., nist. Dabei ist V = (,, Ty, ..., U,) cine Gale- -T'ransformierte
von (vy, Vg, ..., V) und V = (99, ..., U},) eine solche von (5’1, corny Dig)s

Im Zusammenhang mit dem im Abschnitt 2 zitierten Satz sei noch die folgende
Definition erwihnt.

Definition. Es sei G’ = (X’, U’) der duale Graph eines reguliren Graphen G
vom Grad d, der ein spezielles Kreissystem (regulires Basiskreissystem) enthilt und
Vé = (V) das System der vollstandigen Untergraphen der Ordnung d von G'.
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Ferner sei X' = {x{, X3, ..., X,;} die Knotenpunktmenge von G’, n > d + 1, und
X; die Knotenpunktmenge des Untergraphen V,;. Kann man den Knotenpunkten
von G’ die Punkte einer nichttrennbaren (iale-Transformierten X = (Tyy Tay - -+ Tn)
mit aff X = R"4-1 eineindeutig zuordnen und gilt fiir jede Teilmenge X, — X mit
card Xy = d die Bedingung 0 ¢ relint conv (X \ X,) genau dann, wenn X, = X,;
(t=1,2,...,m) mit Xy = (%; € X:x; € X/;) ist, so heiBe X einc zu G’ passende
Gale-Tmn&/ormierte.

5. Orthogonalprojektion eines reguliren (n — 1)-Simplexes
in einen d-dimensionalen Unterraum

Wir betrachten die Eckpunktmenge X° = {af, 23, ..., 2%} = vert S,_, eines regu-
liren (n — 1)-Simplexes S, — R*'. Es sei 2 <d <n — 2. Mit R4 und R"d-!
werden zwei zueinander orthogona.le und komplementéare Unterrdume des R"-!
durch den Mittelpunkt 0 von 8,_; bezeichnet. Der Unterraum R¢ werde durch die
(n — 1)-dimensionalen Vektoren ay, ay, ..., a;, der Unterraum R"4-1 durch die
Vektoren by, by, ..., by_y-y der gleichen Dimension aufgespannt. Die Vektorsysteme
(a;) und (b;) seien orthonormiert. Dann gilt

a; - a; = 05, bi - by = Ou, ai-be =0

fire,j=1,2,...,d; k&,l=1,2,..,n —d — 1.

Hierbei bedeutet ;; das Kroneckersche Symbol und «; - a; das skalare Produkt der
Vektoren a;, a;. Die Vektoren a, ..., a4, by, b, ..., b,_4_; bilden eine orthonormierte
Basis des R"!. Projiziert man jeden Eckpunkt 2¥ von 8,_, orthogonal in den R4
bzw. in den R"%-1, so erhilt man die Punkte x; bzw. ¥;. Aus dem Satz 3 des Ab-
schnitts 4 folgt, dal} die Menge X = (%), Ty, ..., T,) eine Gale-Transformierte von
X = (z,, 2y, ..., ¥,) ist. Mit Hilfe der Theorie der Gale-Transformierten ergibt sich
der folgende

Satz 7. Zu jedem d-Polytop P mit n Eckpunkten (n >d + 1, 2<d <n — 2)
existiert ein affin dquivalentes d-Polytop P’', das durch Orthogonalprojektion eines
reguliren (n — 1)-Simplexes S,_, tn einen geeigneten Unterraum H? — R"*! durch den
Mittelpunkt O von S,_; < R"! entsteht.

Beweis. Es sei vertt P=Y = {y,, ¥, ..., Yn) = B und Y = (7, ..., §,) < Rr-4-1
eine Gale-Transformierte von Y. Die Punkte y;, ; sollen mit ihren Ortsvektoren
identifiziert werden. Die in R4 bzw. R*4-1 gewiihlten Koordinatensysteme, auf die y;
und 7; bezogen sind, seien orthogonal. Es ist aff ¥ = R4 und aff Y = Rn-4-1. AuBer-
dem ist ¥ nicht trennbar. FaBt man y;, 7; als Zeilenvektoren auf, so sind in der
n X n-Matrix

A = . . .
Yo 1 7n
die letzten = — d — 1 Spalten orthogonal zu den ersten d + 1 Spalten. Sind

Uy, Uy, ..., Uy_gq linear unabhiingige Vektoren des B*-4-1, so stellen die Vektoren

iw) = (Gi- Uy, Ti» gy eoes i * Up_gq)s 1=1,2,..,n, (1)
ebenfalls eine Gale-Transformierte von ¥ dar. Sie werde mit ¥ (u) bezeichnet. Wir
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betten ¥ (u) in den Unterraum Rn-4-1 ein, indem wir schreiben

n—d—1
Ti(u) = _: (yi - w) by, == 1,2 iuey M (2)

=1
Die Punkte F;(x) bilden wieder eine Gale-Transformierte X (u). Das n-Tupel X(u)
ist kongruent zum n-Tupel ¥ (u). Bringt man den Unterraum En-4-1 mit, dem Unter-
raum R"-4-1 zur Deckung, so dal das in E"-4-! gewihlte orthogonale Koordinaten-
system mit dem durch die Vektoren b; bestimmten Koordinatensystem iiberein-
stimmt, so entsteht X (u) durch eine lineare Transformation aus Y.
Man kann nun die Vektoren u; so wiihlen, daf} jeder Punkt Z;(u) firt=1,2,...,n
die Orthogonalprojektion des Eckpunktes 2 von §,_; ist. Dazu miissen die Glei-
chungen

n—d-—-1
( X (yi.u,)b,—x‘,?)-b‘:o, k=12,...n—d—1, 2=12,...,n,
i=1 (3)
und

n—d—1

( > @i w) b,)-a, =0, j=12,...,d, 1=12,..,mn, 4)

=1
erfiillt sein. Das System (4) ist wegen b; - a; = 0 stets erfiillt. Aus (3) folgt wegen
by - by = Ou

(Fi - w) = 22 - by, 1=1,2..,n, k=12,..,n—d— 1. (5)

Aus (5) ergibt sich fiir jedes k ein lineares, inhomogenes System fiir die Unbekannten
WUkyy Ugs - - - Ug,ng-1- Bin solches System ist genau dann lgsbar, wenn seine rechte
Seite orthogonal zu allen ([4], S. 123) Losungen des adjungierten homogenen Systems
ist. Dieses lautet

=

TGavi=0, 1=1,2..,n—d—1, (8)
=1

und hat die d + 1 linear unabhéngigen L65ungssysteme o) = v 1 =12,...,4d,
und ¥ =1, = 1,2,...,n. Die Gleichungen (5) sind also genau dann erfiillt,
wenn gilt

s

4"., (2 b)) yis =0,

i-

I
-

n
2a)-b=0, j=12..,d k=12..,n—d—1. (7
i=1
n
Das zweite System ist wegen )’ 2 = 0 immer erfiillt, Das erste geht mit
n i=1
wy = 3y in
wj-b,=0, j=12..,d, k=12,...,n—d—1, (8)

iiber. Fiir festes k stellt (8) ein homogenes lineares System von d Gleichungen dar,
welches mindestens n — d — 1 linear unabhingige Losungen b} (r=1,2,...,
n — d — 1) hat. Wir wihlen fiir jedes k eine Losung aus, indem wir b, = bf setzen
(wobei iiber £ nicht summiert wird), und erhalten so n — d — 1 linear unabhiingige
Vektoren b,, b,, ..., b,_4_,, die einen Unterraum H"-41 — R"! aufspannen. Zu diesem
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existiert ein anderer Unterraum H¢ < R"-!, der zu H"-4-! orthogonal und beziiglich
R*-' komplementér ist und den Punkt O enthilt. Demnach sind die Systeme (5),
wenn die Vektoren b, in der beschriecbenen Weise gewihlt werden, immer losbar.
s gibt also ein System von » — d — | Vektoren u, der Dimension n — d — 1. Man
kann leicht zeigen, dal} die u, linear unabhéingig sind. Das mit diesen wu; bestimmte
n-Tupel X (u) ist dann die Orthogonalprojcktion der Eckpunktmenge von S,_, inden
Unterraum 741, Aus dem Satz 3 folgt, daBl X(u) eine Gale-Transformierte der
Orthogonalprojektion X = (&, ..., 2,} von vert S, in den Unterraum f9 ist. Da
X(u) aus Y durch eine lincare Transformation entsteht, ergibt sich aus Satz 6, da3
X die Eckpunktmenge eines d-Polytops P’ ist, das zu P affin dquivalent ist. Damit
ist der Beweis von Satz 7 erbracht.

lis werden nun noch zwei Hilfssitze behandelt, die im ndchsten Abschnitt gebraucht
werden.

Hilfssatz 1. Ks gelte 2 < d == n — 2. Sind R, R zwel zucinander orthogonale
und komplementire Unterriiume eines R, die durch den Mittelpunkt O eines reguliiren
(n — 1)-Stmplexes S,_y < R*1 gehen, und sind X bzw. X die Orthogonalprojektionen
von X0 = vert S,_; in den K*4-1bzw. R, so wst X als Gule-Transformierte von X genau
dann nicht trennbar, wenn R o relint conv (XON {af)) = @ fiirv = 1,2, ..., ngilt.

Beweis. Es sei X nicht trennbar. Dann folgt die Bedingung 0 € relint conv (X \ {x;})
firt = 1, 2, ..., n aus Satz 5. Die Menge relint conv (X \ {T;}) entsteht durch Ortho-
gonalprojektion aus relint conv (X \ {2f}). Der Punkt 0 kann aufgefafit werden
als Schnitt des projizierenden Unterraums R4 mit dem Unterraum R"-4-1. Da 0 in
relint conv (X \ {¥;}) liegt, muBl es Punkte in relint conv (X° \ {x?}) geben, deren
Orthogonalprojektion auf 0 fillt. Das kénnen aber nur solche Punkte sein, die zu R?
gehoren. Daher gilt

R nrelint conv (X0 N\ (&) 0 fir 1=1,2,..., n.

Gilt andererseits R* n relint conv (X°\ {«9}) & @ fiir i = 1, 2, ..., n, dann gibt es
mindestens einen Punkt P mit P € relint conv (X° \ {x?}) und P € R%. Durch die
Orthogonalprojektion von §,_, in den R"-%-1 geht P in 0 und relint conv (X° \ {?})
in relint conv (X \ {¥;}) iiber. Da bei Orthogonalprojektion Inzidenzen erhalten
bleiben, folgt 0 € relint conv (X \ {¥;}), und X ist nach Satz 5 eine nicht trennbare
Gale-Transformierte.

Hilfssatz 2. Es sev P ein d-Polytop mit vert P = X und X = |z, 2y, ..., L},
n>d-+ 1, das durch Orthogonalprojektion eines reguliiren (n — 1)-Svmplexes
S,.1 < R*' in den Unterraum R® — R"! entsteht, der den Mittelpunkt O von S,_, ent-
hilt. Ferner set X, = X, X; + 0 und X = X° wo X9 aus genau den Eckpunkten
von S,y besteht, dic bei der Orthogonalprojektion in Punkte von X, iibergehen. Dann ist
conv X, genau dann eine ewgentliche Seite von P, wenn gilt

R4 n relint conv (X° \ X9) & 0.

Beweis. Nach Satz 3 erhilt man durch Orthogonalprojektion von X° in den zu R¢
orthogonalen und komplementaren Unterraum R"¢-! durch den Mittelpunkt 0 von
8,1 eine Gale-Transformierte X der Menge X, die durch Orthogonalprojektion von X°
in den R4 entsteht. Da X = vert P, ist X nach Satz 1’ nicht trennbar. Ist conv X,
eine Seite von P, so folgt wegen Satz 2 die Bedingung 0 € relint conv (X \ X,) mit
X, = {%; € X: 2;€ X;}. Daher gibt es einen Punkt @ mit @ € R4 n relint conv (X°\ X?9).
Denn relint conv (X \ X,) ergibt sich durch Orthogonalprojektion von

relint conv (X°\ XJ) in den R"-4-1 und nur die Punkte von R¢ werden nach 0
abgebildet.
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Umgekehrt folgt aus R? n relint conv (X°\ X9) 4 0 wegen der Inzidenztreue der
Orthogonalprojektion 0 € relint conv (X \ X,), und conv X, ist nach Satz 2 eigent-
liche Seite von P.

6. Existenz eines simplizialen d-Polytops mit vorgeschriebener Seitenstruktur

Es sei M4-1 eine geschlossene Pseudomannigfaltigkeit der Dimension d — 1 mit =
Simplexen der Dimension 0 und m Simplexen der Dimension d — 1, die in den Rand-
komplex eines reguliren (n — 1)-SimplexesS,_, des R"*-! derart eingebettet ist, dal} die
0-Simplexe von IM4-! die Kckpunkte von §,_;, die 1-Simplexe von 4! zugleich
Kanten von §,,_, und die (d — 1)-Simplexe von 941 mit gewissen (d — 1)-Simplexen
Sa.1,i (0= 1,2,..., m) des Randes von §,_,; iibereinstimmen. 4! moge die im Ab-
schnitt 3 erwahnte 7ykleneigens(-haft besitzen. Aulerdem bestehe zwischen d und »
die Beziehung 2 < d < n — 2. Bezeichnet man die Eckpunktmenge von S,_, mit
vert S, ; = X° = (a9, 23, ..., 29} und identifiziert jeden Eckpunkt z! mit seinem
Ortsvektor, wobei man diesen als Zeilenvektor auffafit, so kann mandien X (n — 1)-
Matrix

=] ®l=0 . &)

bilden, wo g} der j-te Spaltenvektor von X° ist. Die Matrix X° entsteht aus einer
orthogormlen n X n-Matrix XY, deren n-te Spalte lauter untereinander gleiche

Elemente der GrofBe 1/ ]/n enthilt, durch Weglassen dieser n-ten Spalte. Es gilt daher

0
Z; i

1
c2) =0, — — by = 1512 s s
x 6|f n ’ 1, 7 l’ ’ n
Die topologische Struktur von 9M4-! sei durch die Inzidenzmatrix L = (l;)" 2.,
festgelegt. Dabei gilt fir ©=1,2,...,m entweder [, =0, k € D;, oder l;; > 0,

k€ N\ D;, und L lix = 1. Die Indexmengen D; sind durch D; = {j: z% € vert 8,_, ;)

gegeben. Zu ]edem (d — 1)-Simplex Sy_,,; (= 1,2,...,m) von M- existiert ein
eindeutig bestimmtes Co-Simplex §,_,_,,; der Dlmensmn n — d — 1, das durch genau
die n — d Eckpunkte von S,_, aufgespannt wird, die nicht zu S;_;,; gehoren. Es er-
hebt sich nun die Frage, unter welchen Bedingungen 94! isomorph zum Rand-
komplex eines simplizialen d-Polytops ist. Der folgende Satz gibt dariiber Auskunft.

Satz 8. Eine in den Randkomplex bd S,_, eines reguliren (n — 1)-Stmplexes S,_, = R"1
in der beschriebenen Weise eingebettete, geschlossene (d — 1)-dimensionale Pseudo-
mannigfaltigheit M1 15t dann und nur dann i8omorph, zum Randkomplex eines sim-
plizvalen d-Polytops P, wenn es einen Unterraum R — R"! durch den Mittelpunkt 0
von 8,_, gibt, der mit jedem Co-Simplex Sy 4.,; (v = 1,2, ..., m) genau einen Punkt
des relativ Inneren von S,_4_1,; gemeinsam hat. Das Polytop P ergibt sich durch Ortho-
gonalprojektion von S,_; in den R9.

Beweis. Es sei R? ein derartiger Unterraum. Mit B*-4-! werde der zu R?# orthogonale
und komplementire Unterraum des R"-! bezeichnet, der ebenfalls den Mittelpunkt 0
von 8,_, enthilt. Das n-Tupel X = (%,, @, ..., %,), das durch Orthogonalprojektion
der Eckpunktmenge X°von §,_; in den R"—"-1 entsteht, ist nach Satz 3 eine Gale-

6 Beitriige zur Algebra 8
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Transformierte des n-Tupels X = (x,, x, ..., x,), das sich durch Orthogonalprojek-
tion von X° in den R ergibt. Nach Voraussetzung existieren Punkte P;, so daf fiir
1= 1,2,...,,m die Bedingung P; € R? n relint (S,_4.,,;) erfiillt ist. Dabei ist P; der
einzige Punkt, der zugleich in R? und im relativ Inneren von S,_;_, ; liegt. Dann
lassen sich die Ortsvektoren p; der Punkte P; in der Form

"])i = A‘J li,‘.l"} nlit [,’ > 0 f(lr } € 1\' \ ]),
und

ly=0 fir jeD,;, sowie

i
schreiben. Die Vektoren p; sind die Zeilenvektoren der Matrix LX° deren Rang
héchstens gleich d ist, weil die Punkte P; simtlich in R? liegen. Um nachzuweisen,
daB X nicht trennbar ist, wendet man den Hilfssatz 1 an und zeigt, daBl R? n relint
conv (X0 N\ {2?}) &= P fiir ¢ = 1, 2, ..., n gilt.
Man kann aus der Matrix L eine n x n-Matrix L* gewinnen, in deren Hauptdiagonale
lauter Nullen stehen, wihrend alle anderen Elemente streng positiv sind. Es sei
Ly = O fiir k£ € D;und l;, = 0 mit 3, € Dy, %, == k. Dann gibt es, weil das System D der
Indexmengen D; die Eigenschaften (1)—(4) besitzt, wegen (2) eine Indexmenge

D;, = (Di\ () v (g}, 7€ N\ D;.

n

v
o
=1

Addiert man die j,-te Zeile von L zur i-ten Zeile, so erhédlt man eine neue Zeile
U= ..o liy) mit I =10,=0 und Ij;, =1; +1; > 0. Indem man auf [
wieder dasselbe Verfahren anwendet, kann man so nach und nach alle verschwinden-
den Elemente mit Ausnahme von /;; in der k-ten Spalte durch positive Elemente er-
setzen. Hat man dies erreicht, so multipliziert man die geénderte i-te Zeile von L
mit einem geeigneten positiven Faktor, so dafl die Summe der Elemente dieser Zeile
gleich Eins wird. Man verwendet die so erhaltene Zeile als k-te Zeile mit der Matrix L*.
Dann gilt fiir den k-ten Zeilenvektor von L*

l: — (l‘l' . [;ﬂ), l;k = lik = O:

l;,- >0 fir j=1,2,..,k—Lk+4+1,..,n
und

n
=1
j=1

Da k die Werte 1, 2, ..., n annehmen kann, erhilt man eine n X n-Matrix L* der
gewiinschten Art. Siémtliche Zeilen von L* sind Linearkombinationen der Zeilen-
vektoren von L. Daher sind auch die Zeilenvektoren von L*X° Linearkombinationen
der Zeilenvektoren der Matrix LX° Geometrisch bedeutet das, dall die Zeilenvekto-
ren von L*X° die Ortsvektoren von n Punkten @; (j = 1,2, ..., n) des R mit der
Eigenschaft @; € relint conv (X°\ (7)) fiir j=1,2,...,n sind. Folglich gilt
R3 n relint conv (X°\ {x"?}) + 0 firj=1,2,...,n. Nun folgt aus 2 <d <n — 2
sofort » > d + 1, und wegen Hilfssatz 1 ist dann die Gale-Transformierte X nicht
trennbar, und X ist die Eckpunktmenge eines d-Polytops P. Weil der Unterraum R¢
nach Voraussetzung mit jedem Co-Simplex S, ;,; (= 1,2,...,m) genau einen
Punkt P; des relativ Inneren von S,_;_;,; gemeinsam hat, gilt

Rénrelint 8,44, + 9, t=12,...,m.

Daher ergibt die Orthogonalprojektion jedes (d — 1)-Simplexes S;_;,; von ¢! in
den R¢ nach Hilfssatz 2 eine Seite F; von P.
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Wire dim F; < d — 1, so wire }; kein Simplex, denn die Eckpunkte von S, ;
gehen bei der Orthogonalprojektion in Eckpunkte von F; iiber. Da P als d-Polytop
(d — 1)-Seiten hat, mull F; Seite einer Seite ¥ von P mit dim F > dim F; sein.
F ist Orthogonalprojektion eines gewissen Randsimplexes 8, von 8, mit £ > d — 1,
das S4_,,; als Seite enthilt. Daher ist auch das Co-Simplex 8,_4-, von S Seite des
Co-Simplexes S,_q4_;.;. Wegen Hilfssatz 2 liegt in relint 8,.,_, ein Punkt P € R4,
Andererseits gibt es einen Punkt P; € relint 8,_4,,; fiir alle 7. Da S,_;_, ein Rand-
simplex von S,_4_,,; ist, liegen alle Punkte der offenen Strecke (£, P;) im relativ
Inneren von 8,_4;; und in R4 im Widerspruch zur Voraussetzung. Daher ist die
Annahme dim F; < d — 1 falsch. Es gilt vielmehr dim F; = d — 1. Die Seiten F,
(=1, 2,..., m) sind also simtlich Simplexe der Dimension d — 1. Die Menge aller
Simplexe F; einschlieBlich ihrer Randsimplexe niedrigerer Dimension bildet im R4
eine geschlossene, (d — 1)-dimensionale Pseudomannigfaltigkeit M1, die zu M4~
isomorph ist. Hiatte P noch andere (d — 1)-Seiten, so miifite eine solche mit einem
Simplex F;, genau d — 1 Eckpunkte gemeinsam haben. Das kann aber wegen der
in 9N4-1 giiltigen Unverzweigtheitsbedingung nicht der Fall sein. Somit stellen die
Simplexe F; (¢ = 1, 2, ..., m) simtliche (d — 1)-Seiten von P dar. Das d-Polytop P
ist daher simplizial, und sein Randkomplex ist isomorph zur Pseudomannigfaltig-
keit -1,

Ist umgekehrt die Pseudomannigfaltigkeit M?-! isomorph zum Randkomplex eines
simplizialen d-Polytops P, so gibt es nach Satz 7 ein zu P affin dquivalentes d-Poly-
top P’, das durch Orthogonalprojektion von §,_, < R"! in einen geeigneten Unter-
raum R¢ < R durch den Mittelpunkt O von §,_, entsteht. Den (d — 1)-Seiten von
P’ entspricht im Randkomplex von §,_; eine Menge von (d — 1)-Simplexen 8y, ;
(¢=1,2,...,m). Nach Hilfssatz 2 hat R? mit jedem Co-Simplex S, 4;,; Punkte
gemein, die im relativ Inneren von S,_4,,; liegen. Es kann aber im relativ Inneren
von S,_y_; ; nicht mehr als ein Punkt des B¢ liegen, weil sonst R auch mit einem ge-
wissen Randsimplex von 8,_4.,,; einen Punkt von dessen relativ Inneren gemein
hiitte, woraus wieder nach Hilfssatz 2 folgte, dafl 2’ noch andere Seiten hitte, die
mehr als d Eckpunkte besifen. Das steht im Widerspruch zur Voraussetzung, wo-
nach P und auch P’ simplizial sind. Es hat daher der Unterraum R¢ mit jedem Co-
Simplex S,_q4_;,; nur genau einen Punkt des relativ Inneren von 8,_4_;,; gemein, und
der Unterraum R¢ erfiillt die Voraussetzungen des Satzes.

Es sei noch bemerkt, daB bei diesem Beweis die Zykleneigenschaft von It¢-! nicht
benutzt wurde.

7. Eine Anwendung des gefundenen Satzes

Es sei P, ein simpliziales d,-Polytop mit n; Eckpunkten, m, Seiten der Dimension
d; — 1 und P, ein simpliziales d,-Polytop mit n, Eckpunkten und m, Seiten der
Dimension d, — 1. Mit 41, M1 werden die durch die Randkomplexe von
P,, P, bestimmten geschlossenen Pseudomannigfaltigkeiten bezeichnet. Wir setzen
d, +dy=d, n, +ny, =mn, my + my =m und betten M4, M4 derart in den
Randkomplex eines reguliren (n — 1)-Simplexes §,; — R*! ein, daB die 0-Sim-
plexe von M#-1 mit den n, Eckpunkten eines (n, — 1)-Simplexes S, _; des Randes
von S,_; und die 0-Simplexe von M1 mit den n, Eckpunkten des zu 8,,_, komple-
mentdren Randsimplex S,,.; von 8, ; iibereinstimmen. Die héherdimensionalen
Simplexe von M4 bzw. M1 gehen in gewisse Randsimplexe von S, _; bzw. S,,_,
iiber. Es ist aff §,,_; = R™! und aff S,,_, = R™!, Rm1 n B! = J. Ferner seien
Rm-1, Rn1 die zu R™! bzw. R™! parallelen Unterrdiume durch 0. Es gilt
Rm-1 q Rt — (0}, und Rm-1, B! gind orthogonal zueinander und komplementiir

6*
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beziiglich einer gewissen Hyperebene des R"! durch 0. Mit Sy_,,; (1 = 1, 2, ..., my)
bzw. S41,j 1 = 1,2, ..., m,) werden die den Simplexen der Dimension d, — 1 von
Md-1 bzw. d, — 1 von IM4-1 entsprechenden Randsimplexe von 8,_; bezeichnet.
Sp,-a,-1.; 8ei das zu Sy, ; gehorige, beziiglich S,,_, gebildete Co-Simplex. Analog be-
zeichne 8, 4,-1,; das zu S, _,; gehorige Co-Simplex in bezug auf S,,_,. Nach Satz 8
gibt es einen Unterraum R% — R™-! durch den Mittelpunkt 0, von S, _, und einen
Unterraum R4 — R™-! durch den Mittelpunkt 0, von 8, _,, derart, dafl R% und das
relativ Innere jedes Co-Simplexes S, _4,_,,; fiirt = 1, 2, ..., m, genau einen Punkt P}
und ebenso R? und das relativ Innere jedes Co-Simplexes S, 4, _;.;fiirj = 1,2, ..., m,
genau einen Punkt P% gemeinsam haben. Die Ortsvektoren der Punkte P}, bezogen
auf 0,, seien pt, die der Punkte P2 bezogen auf 0,, mégen mit pj beze mhmt werden.
Ferner seien ¢,, ¢, die auf 0 bezogenen Ortsvektoren der Punkte 0,, 0,. Dic konvexe
Hiille zweier Simplexe 8y,_,,; und 8y, _, ; ist ein (d — 1)-Simplex S;_, ; ; des Randes
von §,_,, das diese beiden Simplexe als komplementire Randsimplexe enthélt. Das
zu Sy.,,;,; gehorige, beziiglich 8,,_, gebildete Co-Simplex S,_,_, ; ; ergibt sich durch

Sp-a-1,i.j = conv (Sp,_4,-1,i U Sn,-g,-1,5)

— ‘[Pr QJ H P € Sn.—d,—l.h Q € Sn.—d.—l.i)'

Hierbei ist [P, Q] die Menge aller Punkte der Strecke PQ mit den Endpunkten P
und Q. Jeder Punkt 4 von S, 4, ;; gehort zu genau einer solchen Strecke, sofern er
nicht in S, _4_ ,, oder S,, 4,-1,; liegt. Andernfalls wiirden zwei A4 enthaltende
Strecken P,Q,, P,Q, mit Py, P, € Sy _41,; und @, Q; € S,,_4,-1,; eine Ebene auf-
spannen, die die beiden 7uemander parallelen Geraden ¢, = P,P, und ¢, = Q,Q,
mit g, € B™-! und g, € RB"! enthilt. Dann giibe es durch 0 eine zu g, und g, parallele
Gerade §, die sowohl zu B! als auch zu R™-! gehorte, im Widerspruch zur Voraus-
setzung, dafl Bm-1 o Rm-1 = (0} ist. Die auf 0 bezogenen Ortsvektoren p!, pj der
Punkte P}, P’} haben die Darstellung
i3

Py = X aua; + ¢,
K1

2

dy
p; = Y biby + ¢,
=1
i=12,..,m, j=12,...,my, ay,bj reell

Die im Punkt 0, angetragenen Vektoren a, bzw. in 0, angetragenen Vektoren b,
spannen den Unterraum R% bzw. R% auf. Mit 0 < r;; < 1 wihlen wir einen Punkt
P;; € [P}, P}], der wegen P} € relint S, _4,;,; und P} € relint S,, 4, ;,; im relativ
Inneren von 8,_4,,;,; liegt. Fur den auf 0 bezogenen drtsvektor p;j erhilt man

d, ds
pij = (L_Z apa + 61) i + (‘2; bjby + 02) (L — 7).

Die Punkte 0,, 0,, O liegen auf einer Geraden, die zu R™~! und R"+! senkrecht steht.
AuBerdem sind 0,, 0,, 0 die Schwerpunkte der Simplexe S, _;, Sy,-1, Sy-1. Daher ist

myc; + mycp = 0. Setzt manry; = , so ergibt sich

m
my + My

d, dy
Pii = my ‘\‘ Wi A + Nig _L bi‘b' -

1
my + my =1 =1
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Das heilit, die so bestimmten Punkte P;; liegen in einem Unterraum R¢, der 0 enthélt
und der durch die in 0 angetragenen Vektoren a,, as, ..., ag,, by, by, ..., by, aufgespannt
wird. Der Unterraum R4 hat mit dem relativ Inneren jedes Co-Simplexes S,_4,i,5
genau einen Punkt, niamlich P;;, gemein. Gibe es noch andere Punkte P., + Py
mit Pj; € Ri nrelint 8,4, so wire P, ¢ [P}, P?] mit P! ¢ relint Sp_g1.0
P; ¢ relint Spp-dpr,j und P! & P! oder P} + P Wegen Py; € R 4 folgt P} ¢ R#
und P,2 € R% im \Vlderspruch dazu daB 1” bzw. P} die einzigen Punkte von
R% nrelint 8,,_4_,,; bzw. Rds nrelint 8,,_4,.,,; sind. Man iiberlegt sich leicht, dafl
die Simplexe S;_, ;; eine geschlossene Pseudomannigfaltigkeit M9-1 bilden, die in
bd S,_, eingebettet ist. Nach Satz 8 ergibt die Orthogonalprojektion von S, in
den R? ein simpliziales d-Polytop P’ mit den (d — 1)-Seiten Fy_, ; 5, die durch Ortho-
gonalprOJektnon der Simplexe Sy, (1=1,2,...,m; j=1,2,..., my) entstehen.
Es sei R4 (¢ =1,2) der zu R% parallele, 0 enthaltende Unterraum von R%. Das
Polytop P; (¢ = 1, 2) findet man durch Orthogonalprojektion von 8,,_, in den
Unterraum R% und anschliefende Translation des projizierten Polytops nach R4,
so daB der Schwerpunkt von P} nach 0 fillt. Dann ist P’ dic konvexe Hiille von P;
und 7%;. Der Graph G’ von P’ entsteht aus dem Graphen G} von P} und dem Gra,-
phen G; von P}, indem man jeden Knotenpunkt von G’ mit jedem Knotenpunkt
von Gj durch eine Kante verbindet. Wegen 2 < d; < n; — 2 ist dieses Ergebnis fiir
d; = 2 und n; = 4 gesichert. Durch zusdtzliche Betrachtungen kann man auch noch
dle Fille d; = 1 und n; = 1, 2, 3 einordnen. Bildet man P; (¢ = 1, 2) durch eine
Polarverwandtschaft bezugllch einer Hyperkugel des % um 0 in das zu P} duale
Polytop P; ab, so stellt die Minkowskische Summe der einfachen Polytope P, und P,
ein einfacheﬂ d-Polytop P — R? dar, das zu dem simplizialen d-Polytop P’ dual ist.
P ist cin einfaches zweistufiges Zylinderpolytop der Dimension d. Der Graph G
von P wird durch eine Produktbildung aus dem Graphen G, von P; und G, von P,
erhalten. Dazu ersetzt man in G, jeden Knotenpunkt durch einen zu G, isomorphen
Untergraphen und verbindet zwei sich zufolge der Isomorphie entsprechende Knoten-
punkte zweier Untergraphen genau dann durch eine Kante, wenn die durch die
Untergraphen ersetzten Knotenpunkte in G, adjazent waren. Man kann auf diese
Weise die Klasse der Graphen der mehrstufigen Zylinderpolytope charakterisieren.
Polytope dieser Art wurden auch in der Arbeit [2b] betrachtet.

8. Die Existenz eines geeigneten Unterraumes R¢

Man kann Satz 8 auch in einer graphentheoretischen Form aussprechen:

Satz 8'. Es sei G’ der duale Graph eines schlichten zusammenhingenden Graphen G,
der reguldr vom Grad d (d = 3) ist. G enthalte ein reguliires Basiskreissystem. G’ habe
n Knotenpunkte, und das System V¢ bestehe aus m vollstindigen Untergraphen der
Ordnung d. Der Graph G' ist genau dann tsomorph zum Graphen eines simplizialen
d-Polytops P’ mit einem zu V¢ tsomorphen Rand, wenn es nach Einbettung von G’
in ein regulires (n — 1)-Simplex S,_; = R™1, wobet die Knotenpunkte von G’ den Eck-
punkten von S,_, entsprechen und die Kanten von G’ zugleich Kanten von S,_, sind,
etnen Unterraum R® von R™! durch den Mittelpunkt O von S,_, gibt, der mit dem
relativ Inneren jedes Co-Simplexes S, 4, (1= 1,2,...,m) genaw einen Punkt P;
gemeinsam hat. Dabet ist S,_4,,; das zu dem (d — 1)-Stmplex S,_,,; gehorige Co-Sim-
plex, und S;_,,; wird von genau den Eckpunkten von S,_, aufgespannt, die dem Unter-
graphen Vg4; entsprechen.

Offensichtlich kann man auf die Regularltat von 8,_, verzichten, da jedes (n — 1)-
Simplex durch eine geeignete Affinitit in ein regulires iibergefiihrt werden kann.
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Im Fall d = 3 braucht man die Existenz des Unterraumes R¢ nicht explizit zu for-
dern. Hier geniigt es, wenn man verlangt, da3 diec Anzahl f; = f, der Knotenpunkte,
dic Anzahl f; = f, der Kanten und die Anzahl f;, = f, der vollstindigen Untergraphen
Vs des Systems V? von G’ die Bedingung f; — f; + fi = 2, die bekannte Euler-
sche Formel, erfiillt. Diese Bedingung ist zusammen mit der Forderung, dal G’ der
duale Graph eines kubischen Giraphen mit einem Basiskreissystem ist, notwendig
und hinreichend dafiir, dal G’ bzw. die durch ihn gegebene Pseudomannigfaltig-
keit % isomorph zum Graphen eines simplizialen 3-Polytops ist.

Auf Grund desSatzes von STEINITZ kann man natiirlich auch sagen, daB ein Graph G’
genau dann isomorph zum Graphen eines simplizialen 3-Polytops ist, wenn er der
duale Graph eines kubischen Graphen G ist, der planar und dreifach zusammen-
hiingend ist. G ist dann isomorph zum Graphen eines einfachen 3-Polytops.

Es sei nun d > 3 und G’ ¢in Graph, der dieselben Eigenschaften wie der (iraph G’
im Satz 8" hat. Bettet man G’ so, wie im Satz 8 beschrieben, in den Randkomplex
eines reguliren (n — 1)-Simplexes 8,_, ein, so erhilt man durch die Simplexe S,_, ;
in bd 8,_, eine geschlossene, (d — 1)-dimensionale Pseudomannigfaltigkeit Md-1.
Notwendig fiir die Existenz eines geeigneten Unterraumes R4 ist, daBl 94! die

Zykleneigenschaft hat. DaB dies zusammen mit der Forderung der Giiltigkeit
d-1
der Eulerschen Gleichung 3’ (—1)*f, = 1 — (—1)? nicht hinreichend ist, wie im

Py
1

k=
fall d = 3, ist bekannt. Die durch die Einbettung von G’ entstehende Pseudo-
mannigfaltigkeit M?-1 hesitzt aber stets die Zykleneigenschaft. Weitere notwendige
Bedingungen fiir die Existenz von R4 bzw. dafiir, daB 91 isomorph zum Rand-
komplex eines simplizialen d-Polytops ist, lassen sich mit Hilfe der Homologie-
gruppen von 41 gewinnen (vgl. [9], S. 68—69). Die topologische Struktur von 9é-!
wird durch die Inzidenzmatrix L = ({;)",2 , mit I > 0 fiir k€ N\ D; und

n
lig = 0 fiir k€ D; und } Il = 1 bestimmt. Dabei sind, wie bereits bemerkt, die
k=1
positiven Elemente /;, unbekannt. Die Matrix L wird in der Weise normiert, daB ein
beliebiges (d — 1)-Simplex S, ; von M4-! mit der Nummer 7 = d versehen wird,
withrend d — 1 der d an dieses in einem (d — 2)-Simplex grenzenden Simplexe S,_; ;
die Nummern ¢t = 1,2,...,d — 1 und eines die Nummern ¢ = d + 1 erhalt. Die
restlichen m — d — 1-Simplexe S, ,; bekommen die Nummer 7 =d + 2,d + 3,
..,m. Die Eckpunkte von 8, , werden so numeriert, daB S, , s die Eckpunkte
af, 28, ..., 2% hat, wihrend fir :=1,2,...,d — 1 das Simplex S;_, ; den Eck-
punkt a? nicht und 8;_, 4., den Eckpunkt 9 nicht enthélt. Eine solche Numerierung
der Eckpunkte und (d — 1)-Simplexe ist immer méglich. Dann hat die Matrix L
folgendes Aussehen:

Iy 0 ....0 0 ligy ...0hL,
0 1,0...0 0 by ... by
. . « eee ld—l.d-l 0 ld—l,d+l PP ld—l,n
L= 0 . . ...O 0 ld.d+1 ...Id" (l)
0 . ... 0 lisia lar,aer - - - lasan
Bisil o = nue . R
bt o e e . R .

Ist I eine m X n-Matrix, deren Elemente simtlich den Wert 1] haben, so kann man
die m X n-Matrix L = L — (1/n) I betrachten. Die Matrix LX? hat in der n-ten
Spalte lauter Nullen, wihrend ihre ersten n — 1 Spalten mit den » — 1 Spalten der
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Matrix LX?° iibereinstimmen. Folglich ist Rang (LX%) = Rang (LX°). Da X9 eine
orthogonale Matrix ist, ergibt sich Rang L = Rang (LX?) = Rang (LX?").

Ja mehr noch. Das durch die Zeilenvektoren von L gebildcte Vektorbiindel im
n-dimensionalen Raum ist kongruent zu dem von den Zeilenvektoren der Matrix
LX! aufgepannten Vektorbiindel und zu dem Vektorbiindel, das durch die Zeilen-
vektoren von LX° gebildet wird. Dabei wird vorausgesetzt, daB alle drei Vektor-
biindel auf orthogonale Koordinatensysteme mit gleichen Einheiten bezogen sind
und alle Vektoren als Ortsvektoren aufgefalit werden.

Durch die spezielle Numerierung der Eckpunkte und (d — 1)-Simplexe S;_;,; hat man
erreicht, daBl bei beliebig gewihlten positiven Elementen I (k € N \\ D,) der ersten
d Zeilen von L die aus den ersten d Zeilen von L gebildete Teilmatrix L, stets den
Rang d hat. Daher haben auch die aus den ersten d Zeilen von LX? und LX° gebil-
deten Teilmatrizen L, X% und L,X° den Rang d. Damit auch L und LX? bzw.
LX° den Rang d haben, miissen dic letzten m — d Zeilen der Matrix L von den ersten
d Zeilen linear abhidngen. Das heillt, es gibt fiir r = d 4 1,d 4 2, ..., m Zahlen u,,

so daf}
d

Ml =1,, r=d+ 1,d +2,...,m,

i—1
erfiillt ist. Hierbei bedeuten I; den s-ten und I,den r-ten Zeilenvektor von L. Analoge
(ileichungen gelten fiir die entsprechenden Zeilenvektoren der Matrizen LX? und
LX° Da Iy = Il — 1/n ist, folgt

d
N, (li,, — -l) =l — i, k=1,2,...,n, r=d+1,d+2,....,m.
i=1 n n

Nun ist aber I, = O fiir £ € D, und I, >> O fiir £ € N \ D,. Daher geht das obige
System, wenn man noch im zweiten Fall k£ durch j ersetzt, in m — r Teilsysteme
(e,) fir r=d + 1,d + 2,...,m iiber. Jedes dieser m — r Teilsysteme zerfillt
seinerseits wieder in zwei Teilsysteme (a!) und (a?). Es ist

A N
) ik n Uir TL— ’ r T
; 1 ] (),
(= 2)ww+ 5 >0, FeNND, (@)
1 n n

7’:d+1,d+2,...,m.

In jedem der m — r Teilsysteme («,) kommen von den Elementen [;; der Matrix L
nur die Elemente [;, der ersten d Zeilen von L vor. Es gilt nun der

Satz 9. Genau dann, wenn sich die positiven Elemente 1y, der ersten d Zeilen von L
s0 wihlen lassen, daf} die m — d Systeme (a,) fiir jedes r =d + 1,d + 2, ..., m eine
etndeutige Losung yr, Uy, .. ., gy haben, existiert zu der durch die Matrixz L bestimmten
Pseudomannigfaltigkeit N1 tm Randkomplex eines reguliren (n — 1)-Simplexes
S,_; = R*! ein Unterraum R? — R"™, der die Voraussetzungen des vm Satz 8 bzw.
8’ erwihnten Unterraumes R¢ erfiillt. Das heif3t, M4 ist 1somorph zum Randkomplex
etnes simplizialen d-Polytops.

Beweis. Es habe jedes System (a,) fir r =d + 1,d + 2, ..., » nach Wahl der
positiven Elemente ly,l;; (1 =1,2,...,d; k,j € N\ D;) eine eindeutige Lésung
Uyry Ugyy + -y Ugy Dann haben die Matrizen L,, L, X? und L, X° den Rang d. Setzt man

d 1 1
o=l — =) wr +—,  k=1,2..,m,
3 n n

i=1
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so ergibt sich I,, > 0 fiir £ ¢ N \ D, und [, = 0 fiir £ € D,. Demnach ist die r-te

Zeile von L von den ersten d Zeilen der Matrix L linear abhiingig. Das gleiche gilt
auch fiir die entsprechenden Zeilen der Matrizen LXY und LX°. Das heiBt aber, dal
auch L, EX‘,’, und LX° den Rang d haben. Die Zeilenvektoren von LX° sind Orts-
vektoren von Punkten P; (z = 1,2,..., m) eines R*! mit der Eigenschaft, dal}
P; € relint S,,_4_, ; fiir alle P; gilt. Da Rang LX° = d ist, bestimmen die Punkte P;
zusammen mit dem Mlttolpunkt 0 von §,_, einen Unterraum R¢ — R*1, Der Unter-
raum R4 hat mit dem relativ Inneren jedes Co-Simplexes S, 4, ; nur den Punkt P;
und keinen anderen gemein. Gdbe es noch einen zweiten Punkt P; == P; mit
P’ € relint (S,, d-1.1) n R4, so lieBe sich im Fall 7 = r > d dessen ()rtqvoktor in der

Form p, = 2, lxdmit i, = 0 fiir k € D, und [, > Ofiir k€ N\ D, und ‘ =1
k=1
schreiben. Da P; € R, lieBen sich p; bzw. (I;; — (1/n), ..., [, — (1/n)) lmea.r aus

den ersten d 7ellen von LX° bzw. L kombinieren, was der vora.usgesetzten eindeutigen
Losbarkeit von («,) fiir » = d + 1 widersprache. Im Fall + = r < d ist das System
(a,) stets emdeutlg losbar. Man erhilt die Losung Ujp = d;, (j=1,2,...,d), woraus
folgt, daB fiir ¢ = r < d der Zeilenvektor I/ = I, und damit I = I, bzw. wegen
i =r der Punkt P; = P; ist im \Vlderqpruch zur Annahme. M]thm erfiillt der
Unterraum R¢ die Vomussetzungen des Satzes 8, und MM~ ist isomorph zum Rand-
komplex eines simplizialen d-Polytops.

Es sei umgekehrt 947! eine geschlossene (d — 1)-dimensionale Pseudomannigfaltig-
keit, die isomorph zum Randkomplex eines simplizialen d-Polytops ist. Nach Ein-
bettung von M4-! in den Randkomplex eines reguldren (n — 1)-Simplexes §,_, < R-!
existiert nach Satz 8 ein Unterraum R¢ < R"!, der die Voraussetzungen des in Satz 8
genannten Unterranmes gleicher Dimension erfiillt. Dabei wird angenommen, das
Md-1 aus m Simplexen der Dimension d — 1 und ihren Randsimplexen, insbesondere
aus n Simplexen der Dimension 0 besteht. Wegen der Existenz von R¢ gibt es Punkte
P, mit {P,} = R* nrelint (S,_4_,,,) fir r = 1,2, ..., m. Thre Ortsvektoren p, haben
die Gestalt p, = Y 1,2 mit §,, = Ofiirk € D,und l;, > Ofirk e N\ D,, 3 [, = 1.
Die Matrix der Elemente [/, kann als Inzidenzmatrix von 94! aufgefalt werden.
Die Numerierung der n Simplexe der Dimension 0 und der m Simplexe der Dimension
d — 1 von M1 kann so gewihlt werden, daB L = (I)/;, ,, , die gleiche Gestalt wie
in (1) hat. Dannist der Rang der Teilmatrix L, von L = L — (1/r) I gleich d. Nun
hat die Matrix LX° ebenfalls den Rang d, weil die Punkte P, alle in R liegen, ihre
Ortsvektoren die Zeilenvektoren von LXP° sind und die Teilmatrix L, X° den Rang d
hat. Damit hat aber auch L den Rang d. Die letzten m — d Zeilenvektoren von L
hiingen linear von den ersten d Zeilenvektoren von L ab. Daher sind die Systeme (a,)
firr=d+ 1,d + 2, ..., m 16sbar. Sie konnen aber auch nur eindeutig losbar sein,
weil es sonst zu einem Punkt P, (r > d + 1) noch einen zweiten Punkt P, 5 P,
mit P, € R4 n relint (S,_4_,.,) gibe, was aber der Voraussetzung, dafl %! isomorph
zum Randkomplex eines simplizialen d-Polytops ist, widerspricht. Denn in diesem
Fall darf Rd fiir r = 1, 2, ..., m mit relint (8,_4-,,,) nur genau einen Punkt gemeinsam
haben.

Es laBt sich noch ein zweites System von Gleichungen und Ungleichungen mit Hilfe
der Matrizen L, bzw. L, bilden, das ebenfalls in m — r Teilsysteme (b,) zerlegt werden
kann, wobei jedes Teilsystem in zwei Teilsysteme (b!) und (b?) zerfillt. Das System
(b!) besteht seinerseits wieder aus n — d Teilsystemen. Die Systeme (b,) lauten

1 1
r (l;k— —)z«,,,: lj——, i=12..d, je N\D, (b)
k(D,- n “n (b').
2v; <1, jeNND, (b)
keD
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r=d+ 1,d + 2, ..., m. Esgilt der leicht zu beweisende

Satz 10. Lassen sich die positiven Elemente ly, (v = 1,2, ...,d; k € N\ D)) der aus
den ersten d Zcilen von L bestchenden Teilmatriz Ly so wiiklen, daf} jedes der m — r
Systeme (b,) fiir r =d + 1,d + 2,..., m eine evndeutige Liosung vy; besitzt, so hat
jedes System (a,) fiir r=d + 1,d + 2, ..., m eine eindeutige Lisung wu, und um-
gekehrt.

Beweis. Wir bezeichnen mit .1, die Unterdeterminante d-ter Ordnung, die aus
denjenigen Spalten von L, gebildet wird, deren Indizes zur Menge D, gehoren. Ist
(b,) nach Wahl der Elemente l;;, eindeutig losbar, so verschwindet die Determinante
A, jedes der sich fiir j € N\ D, ergebenden Teilsysteme (b!) nicht, und daher ist
auch (a}) eindeutig losbar. Dic Losungen sind u,,, sy, ..., %4, Multipliziert man die
i-te Gleichung des j-ten Teilsystems von (b!) mit u;, und summiert iiber? = 1,2,...,d,
so folgt wegen («}) und (b?) und j € N \ D, das System (a?).

Ist umgekehrt (a,) fiir r =d 4 1,d + 2, ..., m nach Wahl der positiven Elemente
ly von L, eindeutig losbar, so ist die Determinante A, wieder nicht Null und daher
jedes der n — d Teilsysteme von (b}) eindeutig 16sbar. Die Losungen sind v};. Multi-
plikation der k-ten Gleichung von (a;) mit v}; und anschliefende Summation iiber
alle k € D, ergibt wegen (a?) und (b}) schlieBlich (b?).

Damit ist die %quiva]enz der Systeme (¢,),r = d + 1,d + 2, ..., m, mit denSystemen
(b,) beziiglich der Existenz eines simplizialen d-Polytops mit vorgeschriebener
Seitenstruktur nachgewiesen.
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