D
[-A elt

Werk

Titel: Typisierung und Angabe eines Baukastens fur Tetraeder in Raumen konstanter Krimmu...
Autor: BOHM, J.

Jahr: 1978

PURL: https://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?301416052_0007 | log9

Kontakt/Contact

Digizeitschriften e.V.
SUB Géttingen

Platz der Gottinger Sieben 1
37073 Gottingen

& info@digizeitschriften.de


http://www.digizeitschriften.de
mailto:info@digizeitschriften.de

Beitréige zur Algebra und Geometrie
7 (1978), 2638

Typisierung und Angabe eines Baukastens fiir Tetraeder in Riéiumen
konstanter Kriimmung

JOHANNES BOHM

1. Einleitung

Die Frage, ob sich ein Simplex in einem r-dimensionalen euklidischen, hyperbolischen
oder elliptischen Raum mit der normierten Kriimmung » = 0, —1 bzw. +1 (kurz
euklidisches, hyperbolisches bzw. elliptisches Stmplex genannt) elementar-geometrisch
in Orthoscheme zerlegen ldBt, ist ein altes, fiir den allgemeinen Fall noch nicht gelostes
Problem (vgl. H. Hapwiger [3]). Es besteht die Moglichkeit, jedes elliptische
Simplex, das im Innern einer geeigneten Hyperkugel des elliptischen Raumes ein-
gebettet werden kann und wegen dieser Eigenschaft ein ,,zuldssiges” Simplex ge-
nannt wird, derart elementar-geometrisch zu zerlegen, daB die Teilsimplexe zuldssige
Simplexe mit nichtstumpfen Kanten sind (vgl. [2]). Darum reicht es aus, lediglich
Simplexe in einem Riemannschen Raum konstanter Kriimmung x (= 41 oder 0)
zu untersuchen, in deren (dreieckigen) Winden je Wand hdchstens ein stumpfer
Dreieckswinkel vorkommt. Dabei muB fiir den elliptischen Fall (x = +-1) stets die
Einschrinkung gemacht werden, daB keine Simplexkante stumpf ist. Die Menge
dieser euklidischen, hyperbolischen und elliptischen r-dimensionalen Simplexe sei
Rr+1),

H.-CHRr. LENHARD [4] konnte zeigen, daB im dreidimensionalen euklidischen Fall
die Menge der Orthoscheme einen Baukasten fiir simtliche Simplexe des dreidimen-
sionalen euklidischen Raumes darstellt. Hier sollen jetzt die dreidimensionalen
Simplexe (Tetraeder) aus B hinsichtlich ihrer Zerlegung in Bausteine eines
»groberen“ Tetraederbaukastens betrachtet werden. Dazu gehért auch die Angabe
der Minimalanzahl der Bausteine, in die ein jedes Tetraeder zerlegt werden kann.
Nach einer Typisierung dieser Tetraeder in bezug auf die Lage ihrer stumpfen Drei-
eckswinkel — es gibt insgesamt 14 verschiedene zu betrachtende Tetraedertypen —
gelingt die Angabe dieses Tetraederbaukastens, dessen Elemente geeignet sind, jedes
beliebige Tetraeder durch elementar-geometrische Addition zusammenzusetzen.
Tetraeder, die zu diesem Tetraederbaukasten gehoren, haben die Eigenschaft, daB
sie jeweils einen Eckpunkt besitzen, von dem aus die Lote auf die Kanten der gegen-
iiberliegenden Dreieckswiinde nicht auBerhalb des Tetraeders liegende LotfuBpunkte
haben (Eigenschaft (L,)). Die Menge dieser Tetraeder ist eine echte Teilmenge der
Menge der Tetraeder B® und eine echte Obermenge der Menge der dreidimen-
sionalen Orthoscheme aus 8. Damit gelingt es, einen weiteren Tetraederbau-
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kasten anzugeben, dessen Elemente durch eine bestimmte ,,Eckeneigenschaft (L)
gekennzeichnet sind. Man kommt stets mit hochstens zwei Teiltetraedern des
Baukastens aus, in die jedes beliebige Tetraeder aus B® vollstindig zerlegt werden
kann.

2. Tetraedertypen

Falls in jedem beliebigen Dreieck hichstens ein stumpfer Dreieckswinkel vorkommt,
ergibt sich fiir ein Tetraeder mit seinen vier dreieckigen Winden, daB dieses hochstens
vier stumpfe Winkel der Ordnung Eins (Dreieckswinkel) besitzt. Hinsichtlich Anzahl
und gegenseitiger Lage dieser stumpfen Winkel lassen sich alle Tetraeder aus B®
typisieren.

Die elliptischen Tetraeder, die nicht zu 8% gehéren — sie besitzen mindestens eine
stumpfe Kante — werden zu einem gesonderten Typ (0) zusammengefaBt. Sie
spielen fiir die weiteren Untersuchungen wegen ihrer elementar-geometrischen Zer-
legbarkeit in Tetraeder aus B (vgl. [2]) keine wesentliche Rolle. Darum wird
jetzt auf diesen Typ (0) nicht mehr eingegangen und nur noch die Typisierung aller
Tetraeder aus B vorgenommen.

Den folgenden Untersuchungen werden die Tetraeder T = 1, 2, 3, 4 mit den Eck-
punkten 1, 2, 3 und 4 aus der Menge B® zugrunde gelegt. Fiir die jeweilige Ver-
teilung der hochstens vier stumpfen Dreieckswinkel in diesen Tetraedern gibt es
mehrere Moglichkeiten. Abgesehen von der Tatsache, daB die Dreieckswinkel jeweils
stumpf oder nichtstumpf sind, kommt es nicht auf die GréBe der Dreieckswinkel an.
Darum werden genau alle diejenigen Tetraeder zu einer Klasse zusammengefaBt, die
an genau denselben Stellen beziiglich der Eckpunkte und Winde stumpfe Dreiecks-
winke] haben.

Es mogen die 12 Dreieckswinkel des Tetraeders T durch (', j), (1 < 7,j < 4) be-
zeichnet werden, wobei (i', j) denjenigen Dreieckswinkel angibt, der in der drei-
eckigen Wand 7' vorkommt (¢’ liegt der Ecke ¢ des Tetraeders gegeniiber) und dessen
Scheitel die Ecke j ist. Zur Symbolisierung des Vorkommens und der Lage von
stumpfen Dreieckswinkeln in T wird noch das Zeichen (', 0) (1 < 7 < 4) eingefiihrt.
Es soll zum Ausdruck bringen, daf in der Wand 7' kein stumpfer Winkel auftritt.
Nunmehr kann jede Tetraederklasse folgendermaBen beschrieben werden :

Definition 1. ((1',51), (2,50, 348, 4, 50)) O <4,:+k (k=1,2,3,4))
ist genau die Klasse derjenigen Tetraeder 1, 2, 3, 4 (kurz Tetraederklasse), bei denen
in der Wand ¢’ (v = 1, 2, 3, 4) fiir j; = 0 kein stumpfer Winkel und fiir j; > 0 genau
ein stumpfer Winkel mit der Ecke §; als Scheitel auftritt.

Zur Vereinfachung der:Schreibweise geniigt fiir die Beschreibung dieser soeben er-
klirten Tetraederklasse bereits die Angabe der geordneten Vierermenge (j; j» 73 jo)-
Es reicht aus, jeweils ein beliebiges Tetraeder aus jeder Klasse als Reprisentant der
betreffenden Klasse auszuwihlen und fiir die weiteren Untersuchungen der ein-
zelnen Klassen zu betrachten.

Satz 1. Die Anzahl simtlicher Klassen von Tetraedern, in denen genau p (0 < p < 4)

stumpfe Dreveckswinkel vorkommen, vst (4) - 32, Die Anzahl aller Tetraederklassen be-
trigt 256. P



Tetraeder in Riumen konstanter Kriimmung 27

Beweis. Eine Tetraederklasse, in deren Tetraedern jeweils genau p stumpfe Winkel
vorkommen, wird durch das Symbol (j, /s s ji) charakterisiert, bei dem unter den j;
4 j p) = (;) Moglichkeiten.
Die iibrigen j; konnen genau drei Werte, nimlich die Werte 1, 2, 3 oder 4 auBer dem
Wert k annehmen, so da8 sich hierfiir insgesamt 3¢ Moglichkeiten ergeben. Die Ge-

genau 4 — p Stiick gleich Null sind. Dafiir gibt es

samtanzahl der Moglichkeiten betriigt demzufolge : - 37, wie behauptet wurde.
[
Die Anzahl simtlicher Klassen ist dann demzufolge ) ; « 3P =1+ 12 + b4

=0
+ 108 4 81 = 256. Letztere Anzahl erhilt man auch dur’;h die Abziéhlung simtlicher
Symbole (j 7, j5 ). Da jedes j, vier verschiedene Werte (0 < j, < 4, % = k) an-
nehmen kann, ergeben sich 4¢ = 256 Moglichkeiten.
Des weiteren gelingt nun eine Typisierung dieser Tetraederklassen.

Definition 2. Zwei Tetraederklassen gehoren genau dann zu demselben Tetra-
edertyp T, wenn es eine Permutation o der Zahlen 1, 2, 3, 4 gibt, so daB sich nach
Anwendung von ¢ auf die Bezeichnung der Eckpunkte der Tetraeder der einen Tetra-
ederklasse die der anderen Tetraederklasse ergeben. Beide Klassen werden dann
typengleich genannt.

Die Relation der Typengleichheit ist eine Aquivalenzrelation, wie sich sofort aus der
Gruppeneigenschaft der symmetrischen Gruppe &, ergibt.

Die Anwendung einer Permutation ¢ auf die Bezeichnung der Eckpunkte eines
Tetraeders oder der Tetraeder einer Tetraederklasse soll jetzt kurz die Anwendung
von ¢ auf das betreffende Tetraeder bzw. auf die betreffende Tetraederklasse ge-
nannt werden.

Satz 2. Es gibt genau 19 Tetraedertypen.

Beweis. Zur Beschreibung eines Tetraedertyps geniigt die Angabe einer Klasse K,
als Reprisentant. Die Anwendung einer beliebigen Permutation aus &, auf den Re-
préasentanten K, (geméB der obigen Bemerkung vertreten durch ein spezielles Tetra-
eder) ergibt entweder ein Tetraeder derselben Klasse K, oder eines einer anderen
Klasse, aber desselben Typs. Aus bekannten Sitzen folgt, da8 die Menge aller Per-
mutationen, die fiir alle Tetraeder aus K, jeweils Tetraeder derselben Klasse K,
reproduzieren, eine Gruppe @, bildet und die Menge aller Permutationen, die jeweils
genau ein Tetraeder aus der Klasse K, (& K, aber typengleich mit K,) ergeben, eine
Nebengruppe von @, darstellt. Betrachtet man darum die 256 Tetraederklassen als
»Punkte einer Menge ®, auf der die Gruppe ©, wirkt, dann hat man den Klein-
schen Raum (R, ©,) zu untersuchen. Werden auf einen Punkt von § simtliche Ele-
mente von &, angewendet, dann entsteht die Bahnkurve (Orbit) des Punktes K,,
zu der genau diejenigen Punkte gehoren, die typengleiche Klassen symbolisieren. Wie
bereits bemerkt, stellt die Menge aus ©,, die K, reproduziert, eine Untergruppe
Gy = &, dar. Thre Nebengruppen geben zu den iibrigen Punkten der Bahnkurve
AnlaB. Daher kann die Faktorgruppe &,/G, zur Beschreibung der zu K, typen-
gleichen Klassen dienen. Auf diese Weise gelingt die folgende Typisierung. Die Be-
schreibung eines Typs durch einen Repriisentanten wird hier so vorgenommen, daf
aus der Menge typengleicher Klassen (j, j, j5 j,) diejenige Klasse ausgewdhlt wird,
die bei lexikographischer Anordnung der geordneten Elemente 7,, 7y, s, 7, dieser
Klassen an erster Stelle steht. Bei jedem Typ wird noch zusitzlich die Anzahl aller
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typengleichen Klassen angegeben. Damit hat man folgende Tabelle der Tetraeder-
typen (vgl. dazu auch Abb. 2 und 3; stumpfe Winkel sind durch Winkelbigen
markiert):

0 stumpfe Winkel (3) -3 =1 Klasse):
(0000) (umfaBt 1 Klasse);

1 stumpfer Winkel ((‘:) -3 =12 Klassen):

(0001) (umfaBt 12 Klassen);

2 stumpfe Winkel (;) 3 =054 Klassen):

{0011) (umfaBt 12 Klassen),
{0012) (umfaBt 12 Klassen),
(0013) (umfaBt 24 Klassen),
(0043) (umfaBt 6 Klassen);

3 stumpfe Winkel (( ;) - 33 =108 Klassen):

{0111) (umfaBt 4 Klassen),
{0112) (umfaBt 24 Klassen),
{0122) (umfaBt 12 Klassen),
{0123) (umfaft 24 Klassen),
{0143) (umfaBt 12 Klassen),
(0322) (umfaBt 24 Klassen),
(0342) (umfaBt 8 Klassen);

4 stumpfe Winkel (:) -3¢ =81 Kla.ssen):

(2111) (umfaBt 12 Klassen),
(2112) (umfaBt 12 Klassen),
(2113) (umfaBt 24 Klassen),
(2143) (umfaBt 3 Klassen),
(2311) (umfaBt 24 Klassen),
(2341) (umfaBt 6 Klassen).

Zum Nachweis der Richtigkeit und Vollsténdigkeit der Tabelle ist fiir jeden einzelnen
Typ T mit dem Reprisentanten K und der angegebenen Anzahl a typengleicher
Klassen zu verifiziereh, daB sich bei Anwendung aller Elemente aus &, auf K genau a
typengleiche Klasse ergeben und unter diesen sich keiner der angegebenen Repriisen-
tanten anderer Typen befindet. Da die Summe der in der Tabelle angegebenen
Klassen der jeweiligen Typen 256 betrigt, ist dann damit jeder der 266 Klassen
genau ein Typ zugeordnet und somit eine vollstindige Typisierung erreicht.

Am Beispiel des Typs (0043) soll das oben beschriebene Vorgehen explizit ausgefiihrt
werden. Fiir die anderen Typen ist dann in analoger Weise zu verfahren.

Der Typ mit dem Reprisentanten (0043) = K, enthilt Tetraeder mit genau zwei
stumpfen Winkeln an ganz bestimmten Stellen. Das angegebene Symbol ist die Ab-
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kiirzung fiir die Schreibweise ((1’, 0), (2', 0), (3', 4), (¢, 3)). Die Untergruppe G, = &,
mit Gy = {(1), (12), (34), (12)(34)} reproduziert K, bei Anwendung der Elemente
von G, auf jedes Tetraeder aus der Klasse K, Alle anderen Elemente von &, re-
produzieren K, nicht, sondern ergeben die Klassen K, = (0320), K, = (0402),
K; = (2100), K, = (3010) und K; = (4001). Die Klasse K; ist jeweils das Ergebnis
bei Anwendung der Elemente der Nebengruppe ¢,G, auf die Klasse K, mit o, = (24),
oy = (23), a5 = (13)(24), 6, = (14) und oy = (13). Die K; ( = 1, 2, 3, 4, 5) kommen
nicht unter den in der Tabelle aufgefiihrten Reprisentanten vor. Somit gehéren zu
diesem Typ genau sechs Klassen, wie angegeben.

{0043) {0320) {0402},
4 4 4
3 e 3 3
1 1 4 1
)/
2 2 2
(2100) (3010) {4001) Abb. 1

Die geometrische Veranschaulichung ist Abb. 1 zu entnehmen. Man erkennt, da8 bei
diesem Typ die beiden stumpfen Winkel (durch je einen Winkelbogen markiert)
nicht diejenigen Tetraedereckpunkte als Scheitel haben, die den Winden, in denen
diese stumpfen Winkel liegen, gemeinsam sind.

Fiir die weiteren Betrachtungen reicht es nun aus, nur jeweils die einzelnen Typen
hinsichtlich ihrer Zerlegungseigenschaften zu untersuchen. Da aber insbesondere die
geometrische Realisierung fiir die weiteren Ausfiihrungen von Interesse ist, soll
zunichst die Frage untersucht werden, ob es unter den angegebenen Typen welche
gibt, die sich weder im euklidischen, hyperbolisshen noch im elliptischen (im letzteren
mit der Einschrinkung, daB alle Tetraederkanten nicht stumpf sind) dreidimensio-
nalen Raum nicht realisieren lassen. Hieriiber gibt der folgende Satz Auskunft.

Satz 3. Die fiinf Typen

(@) (0013),
(1) (0123),
(1) (0342),
(Iv) (2311),
(V) (2341)



30

JOBANNES BoEM

4 4 4
1|2 | Iz

W
(%)

-~

2
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3 3 3 3
1 1 1 Q 1 Q
2 2 2 2
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4 4
LT

4 VAN v,
2 2
(13) (213) (14) (2143)

Abb. 3
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lassen sich nicht in einem euklidischen, hyperbolischen sowie elliptischen Raum realr-
steren (vgl. Abb. 2).

Zusatz. Es reicht demzufolge aus, fir die weiteren Untersuchungen der elementar-
geometrischen Zerlegungseigenschaften der Tetraeder lediglich die 14 Typen

(1) (0000),  (8) (0122),
(2) (0001),  (9) (0143),
(3) (0011),  (10) (0322),
(4) (0012),  (11) (2111},
(5) (0043),  (12) (2112),
6) (0111),  (13) (2113),
(7) (0112),  (14) (2143)

zu betrachten (vgl. Abb. 3).

Beweis. Um nachzuweisen, daBl die angegebenen fiinf Typen sich nicht in den drei
Geometrien verwirklichen lassen, werden Auffangkugeln mit der normierten Kriim-
mung x = 1 um Tetraederecken betrachtet. Eine solche Kugel um eine Tetraeder-
ecke % schneidet aus den drei Winden (bzw. deren Verlingerung), die diese Ecke 7
gemeinsam haben, ein zuléssiges (elliptisches) Dreieck (Auffangdreieck) aus (vgl. [1]).
Dessen drei Seiten haben die jeweilige GroBe eines der drei Dreieckswinkel, die in
dem Tetraeder die Ecke 7 als Scheitel besitzen. Seine drei Winkel haben die jeweilige
GroBe eines der drei Keilwinkel (zweiter Ordnung), die die drei betreffenden Winde
miteinander einschlieBen.

Fiir die weiteren Untersuchungen ist der folgende Hilfssatz von Vorteil (vgl. [2],
Hilfssatz 13; dort findet sich auch der Beweis).

Hilfssatz. Bei einem zuliissigen elliptischen Dreieck komnen hinsichtlich der Grofen
der Seiten genau die folgenden sieben Fiille auftreten:

1. keine stumpfe Seite und kein stumpfer Winkel,
2. keine stumpfe Seite und ein stumpfer Winkel,
3. eine stumpfe Seite und ein stumpfer Winkel
(der stumpfe Winkel liegt der stumpfen Seite gegeniiber),
4. zwer stumpfe Seiten und ein stumpfer Winkel
(evne stumpfe und evne nichtstumpfe Seite erzeugen die Schenkel des stumpfen Winkels),
5. zwei stumpfe Seiten und zwei stumpfe Winkel
(die beiden stumpfen Seiten erzeugen die Schenkel des dritten nichtstumpfen Winkels),
6. zwer stumpfe Seiten und dret stumpfe Winkel,
7. drev stumpfe Seiten und dret stumpfe Winkel.

Unter Verwendung dieses Hilfssatzes ergibt sich nun fiir die einzelnen Typen (I)
bis (V) keine Méglichkeit der Realisierung. Man erhilt stets einen Widerspruch:
Bei der Untersuchung, ob gewisse Keilwinkel «;; (zwischen den Wénden ¢’ und %')
stumpf oder nichtstumpf sind, werden Auffangdreiecke hinsichtlich des Hilfssatzes
betrachtet. Fiir die Untersuchung der einzelnen Typen werden die jeweiligen Re-
prasentanten herangezogen.

Typ (I): Fiir das Auffangdreieck beziiglich der Ecke 1 muB nach dem Hilfssatz der
Keilwinkel «,, stumpf sein. Fiir das Auffangdreieck beziiglich der Ecke 3 kann aber
auf Grund des Hilfssatzes der Keilwinkel «,, nicht stumpf sein.
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Fiir die anderen Typen (II), (IIT), (IV) und (V) ergibt sich immer ein Widerspruch
fiir die GroBe des Keilwinkels «,;,, wenn die Auffangdreiecke beziiglich der Ecken 2
bzw. 3 betrachtet werden.

Somit bleiben die 14 angegebenen Typen iibrig, bei denen mit Hilfe der Untersuchung
ihrer Auffangdreiecke unter Beriicksichtigung des Hilfssatzes auch Aussagen iiber
mogliche stumpfe oder nichtstumpfe Keilwinkel gemacht werden konnen. Fiir acht
Typen ergibt sich, daB notwendigerweise zwei bzw. drei Keilwinkel stumpf, die
iibrigen nichtstumpf sein miissen. Fiir die restlichen sechs Typen ergeben sich ver-
schiedene Moglichkeiten fiir das Vorkommen von stumpfen Keilwinkeln. Im ein-
zelnen gilt:

Satz 4. Bet den Typen (4) und (7) sind genau die zwei Keilwinkel x,3 und oy, stumpf,
bei den Typen (9), (13) und (14) sind genau die zwer Keilwinkel «,, und xg, stumpf, ber
den Typen (6) und (11) sind genau die drev Keilwinkel xyg, x3q und oy, stumpf, und
bet dem Typ (8) sind genau die drei Keiluninkel x,3, gy und ,, stumpf (vgl. Markierung
dieser Keilwinkel in Abb. 3).

Satz 5. Bei den restlichen sechs Typen (1), (2), (3), (5), (10) und (12) kommen bis auf
Permutationen der Bezeichnung der Eckpunkte ber den jeweiligen Klassen als Reprisen-
tanten der einzelnen Typen genau die folgenden M dglichkeiten von stumpfen Keiluwinkeln
vor (vgl. Abb. 4):

4 4 4 4 4
.3 .3 %3 @3 3
7 1 1 1 1
2 2 2 2 2

(1)a) (1)b) (1)c) (2)a) (2)b)
4 4 4 4 & 4
A
3 3 3 3 3 3
) 1 1 1 9
7 2 7 2 2 2 5 p
(3)a) " (31b) (3)b,) (3)c) (5)a) (5)b]
& 4 4 &
LBy By &
1 1 1 £\ 1 ‘
Q 2 Q 2 2 2
+ (10)a) (10]b,) (10)b,) (10c)

4 4 < N $ :
2 2 ‘ z

t2la)  (2)b)  (12)b) (1206 (12)c) (12)c,)

Abb. 4
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Typ (1): a) keine stumpfen Kerlwinkel,
b) ein stumpfer Keilunnkel (z. B. ay3),
c) zwei stumpfe Keilwinkel mit gegeniiberliegenden Kanten als jeweilige
Schettel (z. B. ag3, 44);
Typ (2): a) ein stumpfer Keilwinkel (cy3),
b) zwer stumpfe Ketlunnkel (xys, xy4);
Typ (3): a) ewn stumpfer Keilwinkel (z. B. xg),
b,) zwei stumpfe Keilwinkel (xy3, oty),
b,) zwei stumpfe Keilwinkel (z. B. a3, xg4),
c) drev stumpfe Keilwinkel (xp3, x3sr X24);
Typ (5): a) ein stumpfer Kedlwinkel (x,,),
b) zwe? stumpfe Keitluinkel (xyq, x3);
Typ (10): a) ein stumpfer Keilwinkel (x,,),
b,) zwer stumpfe Keilwinkel (g, %y3),
b,) zwer stumpfe Keilwinkel (0cyq, %s3),
c) dreu stumpfe Keilwinkel (xy3, 34, 014);
Typ (12): a) ein stumpfer Keilwinkel (x3,),
b,) zwer stumpfe Keilunnkel (z. B. a3, 34),
b,) zwei stumpfe Keilwinkel (x34, %15),
b;) zwet stumpfe Kertlwinkel (x,3, xs4),
c,) dret stumpfe Kedlwinkel (z. B. o3, xaq, %14),
c,) dret stumpfe Ketlwinkel (xyg, gy, 0oq)-

Es sei angemerkt, daBl es lediglich fiir (1)b), (1)c), (3)a), (3)b,), (12)b;) und (12)c,)
Permutationen der Bezeichnung der Eckpunkte gibt, die die in Abb. 4 jeweils an-
gegebene Tetraederklasse als Typenreprasentant festlassen, aber die Lage der stump-
fen Keilwinkel hinsichtlich der Wande der Tetraeder verindern. Durch Anwendung
von solchen Permutationen aus &, (unten in eckigen Klammern angegeben) lassen
sich umgekehrt diese weiteren Lagemdoglichkeiten der stumpfen Keilwinkel immer auf
die angegebene Lage in Abb. 4 zuriickfiihren. Diese und nur diese weiteren Moglich-
keiten des Vorkommens von stumpfen Keilwinkeln in den betreffenden Tetraeder-
klassen sind die folgenden mit den stumpfen Keilwinkeln
(1)b) o1 [Permutation (13)],

0,3 [Permutation (12]),

%14 [Permutation (12) (34)],

094 [Permutation (34)],

o34 [Permutation (24)],
(1)e) 0y9y 34 [Permutation (13)],

013, 0z4 [Permutation (34)],
(3)a) 0oy [Permutation (34)],
(3)by) g3, 14 [Permutation (34)],
(12)by)  xgq, xag [Permutation (12) (34)],
(12)c;)  xaq 94y xo3 [Permutation (12)].

3. Tetraederbaukasten

Existiert in einem vorgelegten Tetraeder T =1, 2, 3,4 aus B@ ein Tetraeder-
punkt P, fiir den die LotfuBpunkte seiner Lote auf alle Winde sowie die LotfuB-
punkte seiner Lote auf alle Kanten des Tetraeders nicht auBerhalb des Tetraeders

3 Beitriige zur Algebra 7
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liegen, dann liaBt sich das Tetraeder in hochstens 4! = 24 Orthoscheme zerlegen. Dabei
ist ein Orthoschem S@W = (1, 2, 3, 4) ein Tetraeder, bei dem (bis auf Permutationen
der Bezeichnung der Eckpunkte) die Dreieckswinkel (1', 3), (2, 3), (3', 2) und (4', 2)
rechte Winkel sind (vgl. Abb. 5). Die Zerlegung in Orthoscheme erfolgt durch Kon-
struktion der Lote von P auf alle Wiande des Tetraeders. Von den so sich ergebenden
LotfuBpunkten in den Winden werden die Lote auf die Kanten der jeweiligen Wande
konstruiert. Die Verbindung von P mit allen Tetraederecken sowie die Verbindung
der LotfuBpunkte in den Winden mit den Eckpunkten der jeweiligen Winde er-
geben zusammen mit den konstruierten Loten und gewissen Teilen der Kanten des
Tetraeders die Kanten der einzelnen Orthoscheme.

Abb. 5

Es gibt Tetraeder, fiir die kein solcher Tetraederpunkt P existiert, von dem aus
nach der soeben beschriebenen Methode eine vollstindige Zerlegung des Tetraeders
in Orthoscheme vorgenommen werden kann (vgl. [3], S. 34). Mit Hilfe der hier be-
schriebenen Typisierung der Tetraeder aus 8@ 1aBt sich nunmehr iibersehen, daB
jedes Tetraeder stets in weniger als drei Teiltetraeder mit einer gewissen Eigen-
schaft (L,) vollstindig zerlegt werden kann.

Definition 3. Ein Tetraeder des euklidischen, hyperbolischen oder elliptischen
Raumes besitzt die Eigenschaft (L,) genau dann, wenn es einen Eckpunkt 7 des
Tetraeders gibt, so daB die FuBpunkte der Lote von diesem Punkt 7 auf die drei
Kanten der gegeniiberliegenden Wand nicht auBerhalb des Tetraeders liegen.

Eigenschaft (L,) ist eine ,,Eckeneigenschaft des Tetraeders beziiglich eines Eck-
punktes (?) und eine ,,Loteigenschaft beziiglich der eindimensionalen Kanten einer
Wand (¢’) des Tetraeders.

Definition 4. ¥, @4?, @1 sind die Mengen aller euklidischen, hyperbolischen
bzw. elliptischen (eingeschriinkt auf solche mit nichtstumpfen Kanten) Tetraeder
mit der Eigenschaft (L,). &, ist die Vereinigung dieser drei Tetraedermengen.

Definition 5. Eine Menge € wird ein Teiraederbaukasten (fiir Tetraeder in einem
Riemannschen Raum konstanter Kriimmung » (= 0, 4-1)) genannt, wenn jedes
beliebige Tetraeder T, das in einem solchen Riemannschen Raum liegt, durch
elementar-geometrische Addition aus endlich vielen Elementen von € zusammen-
gesetzt werden kann.

Fiir einen Tetraederbaukasten € gilt folglich, daB es fiir jedes T Elemente E; € €
(t=1,2,...,n)gibt,s0 daB T =E, + E, + --- + E, gilt. Nunmehr ergibt sich
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Satz 6. Fiir einen dreidvmensionalen Riemannschen Raum konstanter Kriimmung x
(= 41 oder 0) ist &, etn Tetraederbaukasten.

Beweis. Es reicht aus, den Beweis fiir die Tetraedermenge 8® zu fiihren, so dafl die
Untersuchung anhand der 14 Tetraedertypen vorgenommen werden kann. Da im
elliptischen Fall die Tetraeder derart in Teiltetraeder zerlegt werden kénnen, da8 in
diesen Teiltetraedern keine stumpfen Kanten vorkommen (vgl. [2]), gehdren diese
Teiltetraeder zu B® und ordnen sich demzufolge der angegebenen Typisierung
unter.

Fiir die folgenden acht Typen lassen sich sofort geeignete Eckpunkte angeben, die die
Eigenschaft (L,) garantieren (vgl. auch Abb. 3; die betreffenden Eckpunkte sind fett
markiert):

Typ (1): 1, 2, 3 oder 4,

Typ (2): 1 oder 4,

Typ 3): 1,
Typ (6): 3 oder 4,
Typ (6): 1,
Typ 8): 2,
Typ (10): 2,
Typ (11): 1.

Es wird jetzt im einzelnen ausgefiihrt, daB sich die restlichen sechs Typen durch ge-
eignete Schnitte (zundchst hochstens zwei) in Tetraeder der oben genannten acht
Typen zerlegen lassen. Das heilt aber, daB &, fiir alle 14 Typen und damit fiir alle
Tetraeder ein Tetraederbaukasten ist. Die Zerlegung eines Tetraeders T in jeweils

4 4

A\, 3
7 1

2 2
(4) (7 (9)

45>
AN

Abb. 7

zwei Teiltetraeder erfolgt in der Weise, daB eine geeignete Wand ' ausgewéhlt wird,
in der ein stumpfer Winkel, etwa bei der Ecke j (j & ?), liegt. Diese zweidimensionale
Wand wird auf folgende Weise in zwei Orthoscheme zerlegt: Von dem Eckpunkt j
wird auf die Kante h, k (b & 7, j und k == 7, §) das Lot gefillt; es hat den LotfuSpunkt
F, der nicht auBerhalb des Tetraeders liegt. Dann zerlegt die Ebene durch die Punkte
5, F,1 das vorgelegte Tetraeder in die beiden Teiltetraeder T =1, F, j, k und
T, =1, F,j, k (vgl. Abb. 6). In beiden Teiltetraedern gibt es jeweils mindestens eine
Wand, die einen rechten Dreieckswinkel besitzt. Demzufalge bewirkt diese Zerlegung
fiir Ausgangstetraeder mit vier stumpfen Winkeln stets eine Zerlegung in zwei Teil-
tetraeder mit jeweils hochstens drei stumpfen Dreieckswinkeln. Darum ist nur noch
die Zerlegung der Typen (4), (7) und (9) anzugeben (vgl. Abb. 7):

3=*
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Typ (4): Lot von 1 auf 2, 4. Es ergeben sich zwei Teiltetraeder vom Typ (5) und
(3) bzw. (6) und (2) bzw. (10) und (2).
Typ (7): Lot von 1 auf 2, 4. Es ergeben sich zwei Teiltetraeder vom Typ (5) und (10).

Typ (9): Lot von 1 auf 3, 4. Es ergeben sich zwei Teiltetraeder vom Typ (5) und (10)
bzw. (5) und (5).

Eine genauere Untersuchung der Zerlegung der Typen (12), (13) und (14) in zwei Teil-
tetraeder ergibt zunichst, daB es bis auf den Typ (14) immer jeweils zwei Teiltetra-
eder mit der Eigenschaft (L,) gibt, in die die betreffenden Tetraeder vollstandig zer-
legt werden konnen. Bei der Zerlegung des Typs (14) konnen auch Teiltetraeder vom
Typ (9) auftreten. Erst deren nochmalige Zerlegung in zwei Teiltetraeder liefert dann
ebenfalls wiederum Teiltetraeder mit der Eigenschaft (L,), wie bereits ausgefiihrt
wurde. Im einzelnen gilt (vgl. Abb. 8):

4 ‘
/

(12) (14)

Abb. 8

Typ (12): Lot von 2 auf 1, 3. Es ergeben sich zwei Teiltetraeder vom Typ (3) und
(6) bzw. (10) und (10).

Typ (13): Lot von 3 auf 1, 2. Es ergeben sich zwei Teiltetraeder vom Typ (10) und
(10).

Typ (14): Lot von 2 auf 3, 4. Es ergeben sich zwei Teiltetraeder vom Typ (5) und (5)
bzw. (5) und (10) bzw. (9) und (10).

Demzufolge lassen sich bis auf den Typ (14) alle anderen Typen, die nicht bereits
die Eigenschaft (L,) besitzen, durch einen einzigen Schnitt in genau zwei Teiltetraeder
mit der Eigenschaft (L,) zerlegen.

Indem man jedoch den Schnitt anders fiihrt, gelingt auch fiir den Typ (14) die Zer-
legung in zwei Tetraeder mit der Eigenschaft (L,) durch einen einzigen Schnitt, so
daB der Satz 6 verschirft werden kann zu

Satz 7. Zu jedem Tetraeder T aus BY in einem Riemannschen Raum konstanter
Kriimmung, das nicht bereits zu L, gehort, gibt es stets zwei Tetraeder aus &,, in die T
elementar-geometrisch vollstindig zerlegt werden kann.

Beweis. Es sind auf Grund der obigen Bemerkung nur noch Aussagen iiber den
Typ (14) zu machen. In einem Tetraeder vom Typ (14) wird der stumpfe Keilwinkel
mit der Kante 1, 2 als Scheitel in einen rechten und einen spitzen Keilwinkel durch den
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Schnitt 1, 2, F mit F auf der Kante 3,4 und 1,2, F | 1,2, 3 zerlegt (vgl. Abb. 9).
Dabei entstehen zwei Teiltetraeder 1, 2,3, F und 1, 2, 4, F vom Typ (6) und (11)
bzw. (2) und (8) bzw. (10) und (10). Alle diese Teiltetraeder gehiren zu g, ; Satz 7 ist
damit bewiesen.

‘ F

AN 3

2
(14) Abb. 9

Man kann sich iiberlegen, daB sich der Typ (14) nur fiir elliptische Tetraeder aus 8@
realisieren laBt. Denn fiir die Summe s der GroBen der acht nichtstumpfen Dreiecks-
winkel eines jeden Tetraeders aus B gilt stets 8 > 2x. Das folgt aus der Tatsache,
daB fiir jedes Auffangdreieck eines jeden Tetraeders vom Typ (14) die Summe der
GroBen der beiden jeweiligen nichtstumpfen Seiten eines Auffangdreiecks groBer als
n/2 ist. Andererseits kann nur fiir geeignete elliptische Tetraeder aus 8 vom Typ (14)
die Relation s > 27 wegen des Satzes von der Summe der GréBen der Innenwinkel
eines Dreiecks, angewandt auf die vier dreieckigen Winde des Tetraeders, erfiillt
werden. Fiir den euklidischen und hyperbolischen Fall gilt wegen desselben ent-
sprechenden Satzes fiir die Summe der Grofien aller zwolf Dreieckswinkel eines
Tetraeders vom Typ (14) die Beziehung

4 (=
8+‘§(§ + &) = 4n

und wegen ¢; > 0 (¢ = 1, 2, 3, 4) schlieBlich 8 < 2.

Es sei noch angemerkt, daB sich von den acht Tetraedertypen mit der Eigenschaft
(Ly) (vgl. Beweis zu Satz 6) bis auf die fiinf Fille (1)c), (2)b), (3)b,), (5)b) und (10)b,)
alle Tetraeder von einem ihrer Eckpunkte aus gemdB der oben erklirten Lotkon-
struktion elementar-geometrisch vollstindig in Orthoscheme zerlegen lassen. In
Abb. 4 (fiir die Typen (6), (8) und (11) in Abb. 3) sind fiir diese Fille diese moglichen
Eckpunkte fiir die Orthoschemzerlegung fett gezeichnet. Diese Orthoschemzerlegung
gelingt deshalb, weil die FuBpunkte der Lote von den betreffenden fett markierten
Eckpunkten aus auf die jeweils gegeniiberliegende zweidimensionale Wand niemals
auBerhalb dieser Wand liegen (Eigenschaft (L,)), wie aus der Lage der stumpfen
Dreiecks- und Keilwinkel abgeleitet werden kann.

LITERATUR

[1]1 B6am, J.: Zu Coxeters Integrationsmethode in gekrimmten Réumen. Math. Nachr. 27
(1964), 179—214.

[2] Bomm, J.: Uber die Struktur von Simplexen in r-dimensionalen Réumen konstanter Kriim-
mung unter besonderer Beriicksichtigung des elliptischen Falles. Beitriige zur Algebra und
Geometrie 6 (1977), 106—129.



38 JOHANNES BOHM

[3] Hapwieer, H.: Vorlesungen iiber Inhalt, Oberfliche und Isoperimetrie. Springer-Verlag,
Berlin —Géttingen — Heidelberg 1957.

[4] LexBARD, H.-CHR.: Zerlegung von Tetraedern in Orthogonaltetraeder. Elem. Math. 61
(1960), 108 —107.

Manuskripteingang: 25. 5. 1976

VERFASSER:

JoHANNES BoHM, Sektion Mathematik der Friedrich-Schiller-Universitiat Jena



	
	Typisierung und Angabe eines Baukastens für Tetraeder in Räumen konstanter Krümmung


