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Zum geometrischen Sinn einer negativen Selbstschnittzahl

GUNTHER SCHIEMANN

0. Es sei F eine singularititenfreie Fliche von (zunichst) dritter Ordnung im kom-
plexen projektiven Raum. Die zweidimensionale Homologiegruppe von F hat ein
Erzeugendensystem, das sich durch sieben (komplexe projektive) Geraden repriisen-
tieren laBt, [1]. Dies ist sehr bequem, wenn man nach der Schnittzahl zweier 2-Zyklen
von F fragt; sie laBt sich leicht aus den Schnittzahlen der Basisgeraden berechnen.
DaB jede Gerade von F die Selbstschnittzahl —1 besitzt, ist freilich etwas unan-
schaulich. Es heiBt in [1], S. 5: ,,Die Schnittzahl (a;, ;) = —1 hat in sich selbst
keinen geometrischen Sinn, denn eine Gerade kann man nicht gut mit sich selbst
schneiden. Deshalb brauchen wir uns auch iiber ihren negativen Wert nicht zu
wundern; wirkliche Schnittpunkte verschiedener Kurven haben natiirlich immer
eine positive Vielfachheit.

Dies bedeutet: Es gibt in der Homologieklasse einer Geraden a — F auller a keine
weitere (algebraische) Kurve k, so daB die Selbstschnittzahl (a, @) nicht als Schnitt-
zahl (a, k) veranschaulicht werden kann. Der geometrische Sinn der negativen
Zahl (a, a) wird aber auch mit einem nicht-algebraischen 2-Zyklus z aus der Homo-
logieklasse von a deutlich gemacht werden konnen.

Wir wollen im folgenden zu einer Geraden a auf einer singularitidtenfreien projek-
tiven algebraischen Fliche F von (nunmehr beliebiger) Ordnung » = 3 im komplexen
projektiven Raum

— eine Schlauchumgebung U = U(a) auf F' konstruieren,

— in U einen 2-Zyklus z vorweisen mit z ~ a und schlieBlich

— die Schnittzahl (z, a) ablesen.

1. Wir konstruieren die Schlauchumgebung U.
Die Fliache F diirfen wir, sofern mindestens eine Gerade darauf liegt, beliebig wihlen,
[3]. Wir geben uns vor:

F durch 0 =af + 2 + 2} + 2§
und
ac F durch 0 =92y — 2; = ox, — 23 mit g = €"*",

Als allgemeiner Punkt von a diene
Y := (ty, olo, b1, 0t1), £p und ¢; komplexe Zahlen.



22 GUNTHER SOHIEMANN

Die Tangentialebene an F in Y schneidet die (zu a windschiefe) Gerade 0 = z, = Z,
im Punkt

Y* = (0,67, 0, —).

Wir definieren zu jedem Y die affine Gerade g(¥) durch Angabe eines allgemeinen
Punktes X = X(7, 8) € g(Y) mit dem komplexen Parameter s:

X =Y 4 sY*.

Zu verschiedenen Y gehoren punktfremde g(Y).

In jedem g(Y) wollen wir um Y durch die Beschrinkung |s| < ¢ eine Kreisscheibe
K(Y) auszeichnen. Soll dies in eindeutiger Weise geschehen, miissen wir erst to, £y
normieren. Wir setzen die Vorschrift:

=1, |4/ =1 oder #, =1, |t <1. (1)

Fiir innere Punkte der durch (1) unterschiedenen Halbsphiéren von a ist diese Nor-
mierung eindeutig. Fiir ,,Aquatorpunkte® mit |t = ] =1, also etwa t, =1
und ¢, = €* mit reellem 7, geschieht der Ubergang von einer N ormierung zur anderen
durch eine Koordinatentransformation der Gestalt

Y »>eit. Y, (2)
Fiir den Punkt X(Y, 8) bewirkt (2) eine Transformation des Parameters s:
8 —> 8. elr=dr, ‘ (3)

Sofern also (2) erlaubt ist, bleibt |s| fest fiir jedes X (¥, s). Nunmehr wihlen wir ein
beliebiges, aber festes ¢ > 0 und definieren damit fiir jedes Y die Kreisscheibe

K(Y) :={X(Y, )| |s| < ¢}

Die Vereinigung aller K(Y) bildet in der Regelfliche R aller g(¥) eine Schlauch-
umgebung Ug(a) von a.l)

Wir bilden nun Ug(a) topologisch in F ab. Etwa so, daB wir erst ¢ hinreichend klein
machen und danach jedes K(Y) in eine Umgebung von Y in F projizieren. Als
Projektionszentrum kann jeweils der (durch Y eindeutig bestimmte und von ¥
verschiedene) Punkt

Y 1= (@ —eli ™, B, —lfY)

dienen. Die Gerade Y'Y’ schneidet F in Y einfach, [3].

Das Bild von Ug(a) ist eine Schlauchumgebung U (a) von a in F. Wegen der Homoéo-
morphie beider U entspricht dem 2-Zyklus z, den wir in Uy suchen, eineindeutig ein
2-Zyklus in Up. Es ist bequemer, diesen letzteren zu konstruieren. Wir bezeichnen ihn
auch mit 2.

2. Wir konstruieren z — Ug. Dazu benotigen wir die drei Punktmengen
Ko = {X(Y, s) I to = 1, !tll g 1, 8§ = 5},
Ky :={X(Y,8) |0 < |tol = 1,8 =1, 58 = &(t/Ito])>"}
1) Der Rand von U ist ein Kreisbiindel iiber a. Wir kénnen darin zwei Volltori unterscheiden,
je einen fiir jede der beiden durch (1) gekennzeichneten Halbsphiiren von a. Die Verheftung

beider Tori wird durch (2) und (3) vorgeschrieben. Man findet: Fiir r = 3 ist der Rand von U
eine 3-Sphire, fiir r = 4 ein Linsenraum L(r — 2, 1) [4]. :
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und
K(Y") mit Y :=(0,0,1,p).

K, u K, ist topologisches Bild der im Punkt (¢, ¢) = (0, 1) gelochten Geraden a.
Die Menge der Randpunkte von K, u K, = K, u K, (K bezeichne die abgeschlossene
Hiille von K) iiberlagert die Kreislinie ¢, = 0, ¢, = 1, |8| = & (r — 2)-fach.!)

Wir denken uns nun K,, K, und K(Y") zu endlichen 2-Komplexen trianguliert.
Eine beliebig vorgegebene Orientierung von a induziere die Orientiérung von
K, + K,.

K(Y") orientieren wir so, daB (2 — r) K(Y"’) kohirent zu K, + K, orientiert ist.
Damit ist

Ko+ K, +@2—rK{Y") =:z2
ein 2-Zyklus in U.2)
Eine Retraktion von U auf a durch ¢ — 0 induziert eine Homotopie von z auf a.
Also gilt

z2~aQa.

3. Wir berechnen die Schnittzahl (z, a).

Die Orientierung der Geraden g(Y"’) werde induziert durch die Orientierung von
K(Y'") = g(Y"), und F orientieren wir so, daf} (a, g( Y")) =1 gilt.

Dann erhalten wir aus der ,,Hauptregel* (4.1a) in [2]

(2, @) = (Ko, @) + (Ky,0) + (2 — r) K(Y"), a)
=0 "~ 40 + (2 —r)(K(Y"), a)
= (2 — 1) (9(Y"), a)

=2 —r.

Das hatten wir zeigen wollen.
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!) Fir r = 3 ist K, u K, also topologisches Bild einer Kreisscheibe. fiir # > 4 topologisches Bild
der Aquatorebene eines Linsenraumes L(r — 2, 1).

%) Nur fiir r = 3 ist z eine 2-Sphire. Es erscheint geometrisch plausibel, daB die Eigenschaft
von F, Geraden zu enthalten, fiir »r = 4 nicht mehr invariant gegeniiber ordnungserhaltenden
Homéomorphismen ist.
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