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Uber Ringe mit eingeschriinkter Minimalbedingung héherer Stufe
fiir Unterringe

DN VAN HuyNH und ALFRED WIDIGER

In dieser kurzen Arbeit sollen die Betrachtungen von [5, 1, 2] und [3] iiber Ringe mit
eingeschrinkter Minimalbedingung ergénzt und abgeschlossen werden.

Ein Ring R wird E\ M U-Ring genannt, wenn fiir jedes Ideal I = (0) von R der Faktor-
ring R/I die Minimalbedingung fiir Unterringe erfiillt. R ist ein EE, M U-Ring, wenn
er ein B, MU-Ring ist, der nicht selbst der Minimalbedingung fiir Unterringe ge-
niigt.

Induktiv definieren wir: R sei E;MU-Ring, wenn fiir jedes Ideal I = (0) .von R
der Faktorring R/I ein E,_,MU-Ring ist. Ein E;MU-Rnig, der nicht E,MU-Ring
fiir ein b < k ist, werde ein EE, M U-Ring genannt.

Es sei %, die Klasse aller EE, M U-Ringe, fiir die jeder Faktorring nach einem Prim-
ideal der Minimalbedingung fiir Unterringe geniigt. In [6] wurde die Klasse aller
Ringe mit Minimalbedingung fiir Unterringe charakterisiert, in [56] die Klasse %,
in [2] die Klasse %,.

In dieser Arbeit werden wir die Ringe aus %, charakterisieren, die genau k unab-
hingige minimale Ideale haben. Dabei werden wir die Beweise nur soweit
ausfiihren, wie sie nicht den Beweisen der entsprechenden Sitze von [3] analog
sind.

Wir benutzen die gleichen Bezeichnungen wie in [3] und iibernehmen insbesondere
die Begriffe ,,ausgezeichnetes Ideal“, ,,ausgezeichnete Kette* und ,kleinste ausge-
zeichnete Kette. Zunichst besitzt jeder Ring aus %; hochstens k unabhingige
minimale Ideale. Das folgt genauso wie Hilfssatz 1 von [3].

Hilfssatz 1. Es ses R€ U (k = 2), und N sei ein ausgezeichnetes Ideal von R mit
N & J(R). Dann gilt

R =N @ R* mit N ~ 8,

Dabei ist R* ein Ring aus Uy, und S ein Korper mit Minimalbedingung fiir Unter-
korper. Ist S unendlich, so ist m = 1.

Der Beweis verlduft genau so wie der von Hilfssatz 2 in [3], wenn man beachtet,
daB die Voraussetzungen von Theorem 2 auf Seite 56 von [4] erfiillt sind, denn R

ist entweder artinsch oder ein EE,MI-Ring fiir ein & < k (und dann vergleiche man
Satz 3 von [2]).
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Folgerung 2. Es sei R € #; (k = 2). Genau dann besitzt E eine ausgezeichnete
Kette

NioN,D--:DONp; DN, = (0)
mit N, n J(R) = (0), wenn

R=8Y @@ 8¢ @ R
gilt, wobei die 8% (s =1,...,k — 1) Korper mit Minimalbedingung fiir Unter-
kérper sind und R* ein Ring aus %, ist. Ist 8! (z = 1, ..., k — 1) unendlich, so ist
m; = 1.
Zum Beweis vergleiche die Bemerkung nach Folgerung 3 von [3].

Es sei nun #{® die Klasse aller Ringe R aus #;, die k unabhiingige ausgezeichnete
Ideale Ny, ..., N} mit der Eigenschaft besitzen, daB der Faktorring nach Ny + .. +N;_,
+ Ny + -+ + N, fiir jedes 7 ein Ring aus %, ist.

Satz 3. Es sei R ein Ring der Klasse #¥, k = 2. Dann gehirt R zu genau einer
der folgenden Klassen, und jeder Ring aus einer dieser Klassen gehort zu #U¥:

(I) R ist evn vollstiindig primirer Ring, S = R|J(R) ist unendlicher Korper mit Mini-
malbedingung fiir Unterkorper. Es gilt J(R)? =(0), und J(R) ist unitirer S-Links-
und Rechtsmodul. J(R) enthilt k verschiedene minimale Ideale N, ..., Ny von R mat
JR)=N,D--- P N;.
(II) R besitzt die gruppentheoretische direkte Zerlegung
R=4APNu D ®DN,1Sh<k—1.
Dabei 78t A ein vollstindig primdirer Ring aus #\M, S = A[J(A) 7st unendlicher
Korper mit Minimalbedingung fiir Unterkéorper. J(A)? = (0), und J(A) enthilt h
verschiedene minimale Ideale N,, ..., N} von A mit
JA)=N, D DNy
Nty ooos Nioy, Np sind minimale Ideale von R. Es gibt eine nichinegative ganze Zahl ¢
derart, daf3
JR)? =ANpy =+ =ANpi =Npind =+ = Npd = N A
=NNy=0)mitjj=h+1,..,k
qlt. Npiyy ooy Npyi 80nd etnfache unitiire S-Rechtsmoduln, Ny, .1, ..., Ni sind einfache
unitire S-Linksmoduln.
(III) R besitzt die gruppentheoretische direkte Zerlegung

R=SON, @ - @N.

Dabei ist S unendlicher Korper mit Minimalbedingung fiir Unterkérper, Ny, ..., Ni
&ind verschiedene minimale Ideale von R. Es qibt eine nichinegative ganze Zahl i derart,
daf

JREP=8N,=--=8N; =N;uS =+.-. = NS = N;N; = (0)

fir 02 k; 5,9 =1,...,k qilt. N,y,...,N; sind einfache unitire S-Rechts- und
Niiis « .o N einfache unitire S-Linksmoduln.
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(IV) R besitzt die gruppentheoretische direkte Zerlegung

R=8, ®SnON:. @D - ®N:.
Dabei sind SV und S® Korper gleicher Charakteristik mit Minimalbedingung fiir
Unterkorper; N, ..., Np sind verschiedene unendliche minimale Ideale von R. Es
gibt eine nichtnegative ganze Zahl v derart, daf

J(RP = SNID = SWIW = SWN, = - = SUN; = N,S@
= = NS = Ny = o = NS = SBN,, = -
= 8ON, = N;Ny = (0) fiir j,§ = 1,..., k

gilt. Ny, ..., N; sind unitire S\)-Rechts- und S@)-Linksmoduln, Niy,, ..., Np sind
unitire S\)-Links- und S@-Rechtsmoduln. Ist SW, j =1,2, unendlich, so ist
m; = 1.

Beweis. Es sei N ein ausgezeichnetes Ideal von R. N kann weder im Annullator
von R liegen noch mit J(R) den Durchschnitt Null bilden. Denn anderenfalls wire
R/(Ny, + :-+ + N;,) kein EE,MU-Ring, wenn N,, ..., N;_, voneinander und von
N unabhingige ausgezeichnete Ideale von R sind. Dies ist ein Widerspruch zur
Voraussetzung iiber #{. Die anderen Behauptungen des Satzes 3 beweisen wir
analog wie zum Satz 4 von [3]. Wir wollen noch bemerken, da8 in (IV) von Satz 3
mindestens einer der Korper S unendlich sein muB.

Analog zur Klasse &/{¥] in [3] definieren wir die Klasse #{¥]: R gehore zu %)
genau dann, wenn R aus %, ist und wenn R genau k ausgezeichnete Ideale besitzt.
Dann gilt

Satz 4. Es set R ein Ring der Klasse #¥), k = 3. Dann gehirt R zu genau einer der
folgenden Klassen, und jeder Ring aus einer dieser Klassen gehort zu #¥):

(I) R st ein Ring aus U¥, k = 3.

(II) R besitzt die ringtheoretische direkte Zerlegung

R=R*E N.

R* ist ein Ring der Klasse U¥-D, N ist entweder Zeroring iiber der zyklischen Gruppe
der Primzahlordnung p oder voller Matrizenring iiber einem Korper 8 mit Minimal-
bedingung fiir Unterkorper: N = 8,,. Ist S unendlich, so ist m = 1.

(IIT) R besitzt die gruppentheoretische direkte Zerlegung

R=4,DK®N, @ - @ Niey.

A st endlicher vollstindig primiirer Ring; J(A) st minimales Ideal von A, J(A)? = (0).
8 = A|J(A) und K sind Korper gleicher Charakteristik, K ist endlich und hat
Minimalbedingung fiir Unterkorper. Ny, ..., Ny, sind verschiedene minimale Ideale
von R. Es gilt ferner:

J(R)2=AmK =KAm =AmN1 L =AmN|' =N1K == e =N.K
=Niydy =+ =N Ay =KN;yy = --- = KN, = NINI' = (0)
fireinimit0<i<k—1undj,j=1,..k— 1.

Ny, ..., N; sind unitire Sp-Rechts- und K-Linksmoduln; Ny, Nisgy ooy Npy ind
unwire K-Rechts- und 8 ,-Linksmoduln.
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(IV) R besitzt die gruppentheoretische direkte Zerlegung

R=8,OKON DN, @ ® Ne.s.

S 1ist endlicher Korper, K ist unendlicher Kérper mit Minimalbedingung fiir Unter-
korper; K und 8 haben die gleiche Charakteristik. N, Ny, ..., Ni_, sind verschiedene
minimale Ideale von R. Eg qult

J(R)’ = 8,K = K8y, = 8plNy = --- =8uNi=NK = --- = N;K
=NiySp =+ = Np_1Sw = KNjyy = -+ = KN = N,N,' = (0)

firemimitO<i<k—1,457=1...,k— 1.
N,, ..., N; sind unitire S,,-Rechts- und K-Linksmoduln, N;.,, ..., Ny, sind unitire
K-Rechts- und S,,-Linksmoduln. Fiir N gilt entweder

N2 = KN = NK = NS§,, = (0),
N 7st einfacher unitiirer Sp-Linksmodul, oder

N? = NK = KN =S,N = (0),
N ist esnfacher unitiirer S,,-Rechtsmodul.

Beweis. Es sei R ein Ring aus #{), k = 3, N,, ..., N;_;, N, = N seien unabhingige
ausgezeichnete Ideale von R. Ist R ein Ring der Klasse #{", so ist die Struktur von
R wie im Satz 3 angegeben. Wir betrachten den Fall R ¢ #{¥. Wie im Satz 5 von
[3] gibt es nur eine Permutation (3, ..., %) von (1, ..., k) mit der Eigenschaft, dafl
R|(N;, +++- + N;,_,) der Minimalbedingung fiir Unterringe geniigt. N;, ist also
ein Ring mit Minimalbedingung fiir Unterringe. Wir setzen N;, = N. Ist N n J(R)
= (0), so ist N = 8, nach Hilfssatz 1, wobei S ein Kérper mit Minimalbedingung fiir
Unterkorper ist. Ist S unendlich, so muB n = 1 sein. Ist N a J(R) 5 (0), so liegt
N in J(R). Das Ideal N ist endlich, wenn (N, +) keine Untergruppe vom Typ
Z(p™) enthilt. Nach diesen Vorbemerkungen verliuft der Beweis des Satzes (mit
Hilfe des Satzes 3) analog zum Beweis des Satzes 5 von [3] unter Beriicksichtigung
dessen, daB R/N ein Ring der Klasse # {7V ist.

¥, und %} seien analog zu &§, bzw. &/} in [3] definiert.

Satz 5. Es sei R ein Ring der Klasse ¥}, k = 2. Dann gehort R zu genau einer
der folgenden Klassen, und jeder Ring aus einer dieser Klassen gehort zu U):

(I) R bestizt die ringtheoretische direkte Zerlegung
R =R*[E Z(p,) @ -+ B Z(pi—i)

mit 1 ¢ <k — 1. Dabei ist R* ein Ring aus U{), falls © =2 dst. Ist © =1, s0
1st R* ein Ring aus Satz 7, (II), (III) oder (IV) von [5). Die Z(py), j =1, ..., k — 1,
sind Zeroringe iiber zyklischen Gruppen von Primzahlordnung p;. Die minimalen
Ideale von R* liegen nicht tm Annullator von R*.

(IT) R besitzt die gruppentheoretische direkte Zerlegung
R=A, DPEDON DN\ @D - D Ny

mit 0 <1<k — 1. Dabei 1st A vollstindig primirer endlicher Ring; J(A) enthilt
i verschiedene minimale Ideale N,-‘, j=1,...,1, von A mit

JA)=Ni{ D DN?
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(ist 1 =0, so gilt J(A) = (0)). N, Niyy, ..., Np-y 8ind verschiedene minimale Ideale
von R. 8 = A[J(A) und K sind Korper gleicher Charakteristik, K 1ist unendlich,
und hat Minimalbedingung fiir Unterkorper. Es qilt

JR® =J(A)? =A,K = KA, =Niy,K =+ = Np 'y K = KNy
=KNpy =Nindp =+ =Nyyjlp = ApNisju = -+ = AN,
— NN =)

firenjmt0<j<k—1—1;t=7+1,..,k— L
Nivts --o Niyj sind einfache unitire Sp-Linksmoduln, Ni. .y, ..., Npoy sind einfache
unitiire Sp-Rechtsmoduln. Fiir N gilt ferner entweder

NK = A,N = (0),

N st unatiirer S,,-Rechtsmodul und K-Linksmodul, oder
KN = NA,, = (0),

N st unitirer S,,-Links- und K-Rechtsmodul.

Beweis. Es sei R cin Ring der Klasse %%, k = 2. Ny, ..., N} seien unabhéngige
minimale Ideale von R. Nach der Definition der Klasse #{¥) gilt N; < J(R) fiir
alle 7 = 1, ..., k. Unter den N; gibt es mindestens k — 1 Ideale, die ausgezeichnete
Ideale von R sind. Diese seien etwa Ny, ..., Np_;. Nach der Definition von %)
ist R/N), ein Ring mit Minimalbedingung fiir Unterringe. Daher geniigen N, ..., Ni_,
der Minimalbedingung fiir Unterringe. Diese N;, j =1, ...,k — 1, sind offenbar
genau dann endlich, wenn die (N, +) keine Untergruppe vom Typ Z(p®) ent-
halten. Der Faktorring R/(N; + --+ + Np,;) ist ein Ring der Struktur von (II),
(IIT) oder (IV) von Satz 7 in [5]. Der Faktorring R/(N; + --- + N;,_,) ist fiir jede
Permutation (4, ..., %) von (1,...,k — 1) ein Ring der Struktur von Satz 3 in
[2] mit zwei unabhéingigen minimalen Idealen, die im Radikal liegen. Mit Hilfe
dieses Satzes koénnen wir daher zeigen, daB die Ny, j =1, ..., k — 1, endlich sind.
Hiermit kann man analog wie beim Satz 6 von [3] mit Hilfe der Sitze 7 von [5]
und 3 von [2] den Satz b leicht beweisen.

Jetzt kénnen wir den Struktursatz fiir diejenigen Ringe der Klasse %; formulieren,
die k¥ unabhingige minimale Ideale besitzen. Fiir k = 1 bzw. k = 2 kann man das
Resultat aus Satz 7 von [5] bzw. Satz 3 von [2] ablesen. Wir betrachten im folgenden
deshalb den Fall & = 3.

Satz 6. Es set R ein Ring der Klasse WUy, k = 3, mit k unabhingigen minimalen
Idealen. Dann gehort R zu genau einer der folgenden Klassen, und jeder Ring aus
einer dieser Klassen besitzt k unabhingige minimale Ideale und gehort zu Uy:

(I) R ist ein Ring der Struktur von Satz 4.

(IT) R besitzt die ringtheoretische direkte Zerlegung
R=8S0H--@SY@ER, O0=<i<k—1.

Dabei sind 8V, j=1,...,1, Korper mit Minimalbedingung fiir Unterkorper. Ist
80, § =1,..., 1, unendlich, so gilt m; = 1. R* ist ein Ring der Struktur von Satz b
fiir die Klasse U=, fallsi < k — 24st. Ist© = k — 1, 8015t R* ein Ring der Struktur
von (II), (III) oder (IV) von Satz T in [B].
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Der Beweis ist analog zum Beweis von Satz 7 in [3].

Zum SchluB beweisen wir den Struktursatz iiber die Klasse #}. #} mit k =2
ist die Klasse derjenigen Ringe der Klasse #%;, die eine kleinste ausgezeichnete
Kette besitzen.

Satz 7. Es set R ein Ring der Klasse U%, k = 2. Dann gehirt R zu genaw einer der
folgenden Klassen, und jeder Ring aus einer dieser Klassen gehort zu U} :

(I) R st vollstindig primiirer Ring, S = R|J(R) 7st unendlicher Korper mit Minimal-
bedingung fiir Unterkorper. J(R) enthiilt k verschiedene Ideale N;, i = 1, ..., k, von R
derart, daf

JR) DN DN; D -+ DNy DN = (0)
gnlt. Daber ist J(R) das kleinste echte Oberideal von N, und jedes N; das kleinste echte
Oberideal von N;yy, t = 1,..., k — 1. J(R) st nilpotent.
(IT) R besitzt die gruppentheoretische direkte Zerlegung

R = 8] @S DJI(R).
Daber sind SV und S® Korper gleicher Charakteristik mit Minimalbedingung fiir
Unterkorper. Ist etn SW, v = 1, 2, unendlich, so 1t m; = 1. Es qilt

J(RP = SESY, = SRI(E) = J(R) S = (0)

mit ¢ = §. J(R) 1st unitiirer S2)-Rechts- und S'2)-Linksmodul. J(R) enthdlt k verschie-
dene Ideale N; von R derart, daf

JBR) DN, DNy D -+ DNy D N = (0)

qlt. Dabei ist J(R) das kleinste echte Oberideal von Ny, und jedes N; ist das kleinste
echte Oberideal von Ny, 1 =1, ...,k — 1. Mindestens eines der SW, 1 = 1,2, st
unendlich.

Der Beweis des Satzes 7 ist analog zu dem fiir Satz 8 in [3].
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