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eines jeden Punktes {, ¢ M Punkte ¢ existieren, in denen die Neron-Severi-Gruppe
der Faser X; Null ist. Insbesondere kann X, dann nicht algebraisch sein. Es kann
folglich keine Kuranishifamilien algebraischer Flichen geben. Genauer gilt

2.7. Satz. Die Menge {t ¢ M | X, algebraisch} st dicht 'n M und Vereinigung von
abzihlbar vielen 19-dvmensionalen Untermannaigfaltigkeiten.

3. Der globale Satz von Torelli fiir K3-Flichen

3.1. In diesem Abschnitt untersuchen wir analog zum Kapitel IV iiber globale Moduln
von Kurven die Modulrdume von K 3-Flichen. Wir verwenden dabei die Termino-
logie der algebraischen Felder.

Es sei & das Feld der K 3-Fliachen. Da die Automorphismengruppe einer K 3-Fliche
im allgemeinen unendlich ist, ist die Diagonale # — % X # nicht quasikompakt,
und wir kénnen deshalb das Kriterium von ARTIN nicht anwenden. Wir erzwingen
die Quasikompaktheit durch folgende Definition.

3.2. Definition. Es sei f: X — S eine Familie von K 3-Flachen. Unter einer n-
Polarisierung von f verstehen wir ein relativ sehr amples Linienbiindel % auf X
derart, daB f,.% lokal frei vom Rang n + 1 ist. Das Feld der n-polarisierten K 3-
Fldchen bezeichnen wir mit ..

Wir betrachten zunéchst den Funktor der ,,n-linearisierten‘‘ K 3-Flachen

n-polarisierte K 3-Flichen X L+ 8, &
M,(S) = § zusammen mit einen Isomorphismus
P(f+¥) =~ P%, modulo Isomorphismen.
Man zeigt leicht, daB M, ein offener Unterfunktor von Hilb:&" ist, wobei P(t)
=n — 1)+ 2ist. - =
Es sei X — M, die universelle n-linearisierte K 3-Fliche iiber M, und X, die Faser
in einem festen Punkt ¢, ¢ M,. Wir betrachten die Kodaira-Spencer-Abbildung

Ta.e, 2+ HY(X,, Ox,), wobei Oy, die Garbe der Keime holomorpher Vektorfelder
auf X, bezeichnet. Da M, eine offene Teilmenge des Hilbertschemas ist, ist der
Tangentialraum 7'y, isomorph zu H%(X,, Npn~ x,), wobei Npn/x, dad Normalenbiindel
von X, in P* bezeichnet. In unserem Falle erhilt man die Kodaira-Spencer-Abbildung
aus der Sequenz

O—)@x.-—)@'n@@x.—)N’n/x.-—)O. (*)
Das Kompositum der beiden Abbildungen

HO(P*, Gp:) > HO(X,, Op @ Oy,)
und
H(X,, Opr @ Ox,) - H (X, Npnjx,) = Ty, .,

bezeichnen wir mit V.
3.3. Satz. Das Schema M, st glatt. Die Sequenz
00—~ HO(P", 9?7-) - TM'J. -9—¥ Hl(Xo, Qx.)

18t exakt. Der Kokern von o ist eindimensional.
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Beweis. Aus der Theorie der Hilbertschema ist bekannt, daB die erste Behauptung
dquivalent mit H*(X,, Npsx,) = O ist. Nach 1.3. und dem Serreschen Dualitétssatz
wissen wir, dal H°(X,, Oy,) = H*(X,, Ox,) = 0 ist. Daher erhiilt man aus der exakten
Folge () die exakte Folge

0 — H%Xo, Op» @ Ox,) - H(Xo, Npnjx,) — H'(X,, Oy,)
—~ HY(X,, Opn ® Ox,) > H'(Xo, Npwjx,) — 0.
Bekanntlich hat man eine exakte Folge

0 — Opn — Opa(1)"*! — Opn — 0.

Durch Tensorieren mit @y, erhdlt man ein kommutatives Diagramm mit exakten
Zeilen

0 — H°(P*, Ops) — HO(P*, Opn(1)**!) — HO(P", Opn) > 0

| | Iy

0 — H(Xy, Ox,) — H'(Xo, Ox,(1)*") - H(X,, Opn ® Ox,) - 0
und einen Isomorphismus
HY(X,, Opr @ Or,) = H¥X,, Ox,).

Da die ersten beiden Pfeile des Diagramms nach Definition des Funktors M, Iso-
morphismen sind, ist ¢ ein Isomorphismus. Setzt man die erhaltenen Ergebnisse
in die anfangs angegebene Folge ein, so ergibt sich

0 — HO(P", Ops) - H*(X,, Npnjx,) 2+ HY(X,, Oy,)
— H¥X,,0x,) > HY(X,, Npnjx,) = 0.

Da dim H¥X,, Oy,) = 1 ist, folgt der Satz, wenn wir zeigen, daB y nicht surjektiv
ist. Das ist klar, da es nach den Uberlegungen vor 2.7. keine vollstindig parametri-
sierten Familien algebraischer K 3-Flichen gibt.

Es sei M, — #, der kanonische Morphismus und § — .#, ein Schnitt, der einer

K 3-Fliche X L3 § mit einer n-Polarisierung % entspricht. Offenbar ist M, X .5
die Garbe der Isomorphismen von P(f,.#) und PZ, d. h., der Morphismus M, — .#,
ist darstellbar und glatt. Daraus folgt nach dem Kriterium von ARTIN leicht, daB
#, ein algebraisches Feld ist. Wir definieren jetzt einen rigiden Funktor auf .4#,,.
Es sei L ein unimodulares gerades Gitter vom Rang 22 und mit dem Index 16. Wir
fixieren einen Vektor [ € L mit 2 = 2n — 2. Es sei G die Gruppe aller Automorphis-
men von L, die den Vektor ! invariant lassen. Wir betrachten eine Familie /: X — S
von K 3-Flichen mit einer n-Polarisierung .#. Dieses % definiert in der Homologie
Hy(X,, Z) jeder Faser von f eine Klasse &,.

Aus dem Satz von RIEMANN-RocH und dem Satz von BErRTINT folgt &2 = 2n — 2.
Es sei P(X/S) das Prinzipalfaserbiindel, dessen Faser im Punkt s die Isomorphismen
von H¥X,, Z) nach L sind, die den Vektor &, auf den Vektor I abbilden. Als Basis
des Biindels P(X/S) muB man die offene Menge U aller s nehmen, fiir die solche
Isomorphismen existieren. Wenn U mit § iibereinstimmt, nennen wir die Familie
X — 8 zusammen mit einem Schnitt von P(X/8) iiber S eine Famailie rigider K 3-
Flichen. Fiir 8 = Spec (C) ist eine rigide K 3-Fliche ein Tripel (X, ¢, &), wobei X
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eine K 3-Fliche ist, & € Hy(X, Z) die Klasse eines sehr amplen Divisors auf X und
¢: Hy(X, Z) — L ein Isomorphismus, der ¢ in [ iiberfiihrt.

Nach folgendem Lemma, dessen Beweis man in SCHAFAREWITSCH Uu. a. [1] findet,
ist P(X/S) ein rigider Funktor.

3.4. Lemma. Ein Automorphismus von X, der auf der Gruppe H¥ X, Z) die Identutit
induzvert, 1st die Identitdt.

Wir bezeichnen mit R, den Funktor rigider K 3-Flichen; R,(S) ist also die Menge
aller Isomorphieklassen von Paaren (X — 8, @), X/S eine Familie von K 3-Flichen,
¢ ein Isomorphismus des lokalen Systems H,(X,, Z) auf das konstante lokale System
L iiber 8, so daB ¢;(l) fiir jedes s € S die Klasse eines sehr amplen Divisors ist. Man
hat einen kanonischen darstellbaren unverzweigten Morphismus R, — 4,. Daraus
folgt, daB R, durch eine analytische Mannigfaltigkeit darstellbar ist.

3.56. Satz. Die universelle Familie X — R, rigider K 3-Flichen hat die Dimension 19
und 18t effektiv parametrisiert.

Beweis. Da die Abbildung R, —> 4, etal ist, geniigt es, die entsprechenden Behaup-
tungen fiir 4, zu beweisen. Es sei z: Spec (C) — ., ein Schnitt, der einer n-polari-
sierten K 3-Fliche X, entspricht. Der Tangentialraum 7, von 4, im Punkt z
ist die Menge der Isomorphieklassen n-polarisierter K 3-Fliichen iiber Spec (C[e]) mit
der speziellen Fager X, (¢2 = 0). Wir wihlen eine projektive Einbettung der polari-
sierten Fliche X,. Dann entspricht X, einem Punkt f, des Schemas M ,. Man hat einen
kanonischen Morphismus Ty, ¢, — T, Offenbar wirkt die Liealgebra GL(n + 1)
von PGL(n) auf Ty, 4, und T, ist der Quotient unter dieser Wirkung. Wir be-
trachten die exakte Folge

O e HO(P”, Gpn) b Tu,‘. —0-’ HI(XD, @x.).

Offenbar kann man g iiber T, faktorisieren. Da GL(n + 1) transitiv auf HO(P*, @p~
wirkt, erhdlt man eine Injektion Ty — HY(X,, Oy,). Daraus folgt die Behauptung.

3.6.DiePeriodenabbildung. Im Vektorraum Homgz (L, C) ist auf kanonische Weise
ein Skalarprodukt definiert. Es sei 2 — P(Homz(L, C)) die Menge aller Geraden o,
80 daB w2 = 0 und wew, > 0 fiir alle von Null verschiedenen Elemente w, € w
gilt; () = Q sei die Teilmannigfaltigkeit aller Geraden, die auf I senkrecht stehen.
Da L den Rang 22 hat, hat Q(l) die Dimension 19.

Es sei (X, ¢, £) eine rigide K 3-Fliche, ¢ induziert einen Isomorphismus der Rdume
P(Homz (H,(X, Z), C)) und P(Homgz (L, C)). Nach 2.1. wird die Periode von X
dabei auf einen Punkt von Q(I) abgebildet. Wir erhalten dadurch eine Abbildung
Per: R, — Q(l), die nach 2.2. holomorph ist. Da die universelle rigide K 3-Fliche
iiber R, effektiv parametrisiert und dim R, = dim Q(!) = 19 ist, ist Per nach 2.6.
ein lokaler Isomorphismus. Das Hauptresultat dieses Kapitels lautet

3.7. Satz (Torellisatz fiir K 3-Flichen; SCHAFAREWITSCH u. a. [1]). Die Perioden-
abbildung Per 1st eine offene Einbettung R, — ().

Nach dem Gesagten geniigt es zu zeigen, daB Per injektiv ist. Im folgenden Abschnitt
werden wir in Q2(I) eine dichte Teilmenge Z konstruieren, so daB Per-'(Z) — Z
bijektiv ist. Da R, und () separiert sind, folgt leicht, daB dann Per injektiv sein
muf.
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