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Modulprobleme in der algebraischen Geometrie III 133
2. Der lokale Satz von Torelli fiir K 3-Flichen

2.1. Es sei X eine Kiihlersche K 3-Fliiche, d. h. eine kompakte Kihlersche Fliche mit
7o = O und k%2 = 1. Auf X existiert eine nirgends verschwindene holomorphe 2-Form
%, die bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt ist.

Es sei yy, ..., Y20 eine Basis von H,(X, Z). Unter der Periode von X versteht man das
Tupel ( f Hy onny f x). Dadurch wird invariant ein Punkt des projektiven Raumes

"1 Y

P(Homz (Hy(X, Z), C)) >~ P(H¥(X, C)) = P¥

definiert.
Ist wy, ..., Wy, €ine zu ¥, ..., yy, duale Basis, die aus harmonischen Formen besteht,
dann gilt
22
x=2a.-w; mit a;=fx.

i=1 b1
Essei x = (a1, «.., &) undeieMatrix(f ; Aw,). Da [xAx=0und [xA% >0
X x x
ist, erhalten wir die Periodenrelationen
aH'o« =0, aH'z > 0.

Die Periode von X liegt also in einer offenen Menge einer 20-dimensionalen Quadrik
2 des PZ.

Es sei f: X — M eine glatte Familie von Kédhlerschen K 3-Flichen und X, die Faser
in einem festen Punkt ¢, € M. Wir setzen voraus, daB3 die Basis M kontrahierbar
ist. Dann ist f: X — M eine triviale differenzierbare Faserung. Fiir jede Faser
X, t € M, erhalten wir kanonische Isomorphismen

H*X,, C) >~ H¥X, C) >~ H¥X,, C).

Daher kann man die Periode einer Faser X, als ein Element des Raumes P(H?*(X,, C))
auffassen.
Dadurch erhalten wir die Periodenabbildung

M — P(H*X,, C)).
2.2. Satz. Die Periodenabbildung ist holomorph.

Beweis. Es sei 2%, der Komplex der relativen lings der Fasern holomorphen Diffe-
rentiale. Nach dem Lemma von POINCARE ist 23, eine Auflésung von f*Oy (f* be-
zeichnet das inverse Bild im Sinne von Garben abelscher Gruppen). Daraus erhalten
wir eine Spektralsequenz

B} = R, Q% = B (f*Oy). (*)

Nach der Theorie von HopgE degeneriert diese Spektralsequenz in jeder Faser
und damit iiberhaupt. Ferner gilt nach dem Satz iiber universelle Koeffizienten

RB*o({*Ou) =~ R*f,C Qc On-
vus der Sequenz (%) erhilt man daher eine Inklusion

f+2%u & R*,C Qc O,
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folglich einen Schnitt des Biindels P(R?,C ®¢cOy). Wenn M hinreichend klein
gewihlt ist, hat man einen Isomorphismus R?f,C ~ H*X,, C) X M. Der oben defi-
nierte Schnitt gibt dann eine Abbildung M — P(H’(Xo, C)), die mit der Perioden-
abbildung iibereinstimmt. Damit ist der Satz bewiesen.

Man kann aus der Periode einer K 3-Fliche die Neron-Serevi-Gruppe der algebraischen
Zyklen erhalten. Grundlage dafiir ist folgende wohlbekannte Tatsache (WEIL [1]):

2.3. Satz. Es sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit. Das Bild der Abbildung H'(X, %)
— H¥X, Z) ist die Gruppe H¥X, Z) n H(X, Q%).

Es sei £ € H¥(X, Z) und & € Hy(X, Z) die duale Klasse.

2.4. Korollar. ¢ ist genau dann die Chernsche Klasse eines Lintenbiindels, wenn die
Periodenabbildung auf & verschwindet.

Beweis. Es sei w; die harmonische Form aus der Kohomologieklasse £. Dann gilt

!x:fw;/\x.

X

Ist w, vom Typ (1,1), so verschwindet das letzte Integral offenbar. Umgekehrt
sei [ x=0.

Da w, reell ist, konnen wir w; = ax + 7 + @% schreiben. Dabei ist  eine harmonische
Form vom Typ (1, 1) und a € C. Wir erhalten

0={fx=fw5/\x=6f§/\x.
x

Daraus folgt @ = 0 und w; = 7.

2.5. Definition. Es sei f: X — M eine glatte Familie von K 3-Flichen, X, die Faser
im Punkt #, € M und O die Garbe von Keimen holomorpher Vektorfelder auf Xq
f heiBt effektiv parametrisiert im Punkt t, ¢ M, wenn die Kodaira-Spencer-Abbildung
o: Ty, — H'(X,, 0) injektiv ist. Ist ¢ surjektiv, so heiBt f vollstindg.

2.6. Theorem (lokaler Satz von ToreLLI fiir K 3-Fliichen). Es sei f: X — M eine
glatte tm Punkt t, € M effektiv parametrisierte Familie von K 3-Flichen. Dann ist
die Periodenabbildung im Punkt t, eine Einbettung.

Einen Beweis fiir dieses Resultat von ANDREOTTI und TsuRINA findet man in ScHA-
FABEWITSCH U. &. [1]. Nach dem Dualititssatz von SERRE gilt

dim HG(XQ, 6) = dim H'_'(Xo, Q}\’.) .

Aus 1.3. ergibt sich dim H3*(X,, ©) = 0. Nach KuraNisHI existiert daher eine in
jedem Punkt effektiv und vollstindig parametrisierte Familie Kéhlerscher K 3-Flichen
(siehe Kap. II). Die Basis einer solchen Familie ist eine komplexe Mannigfaltigkeit
der Dimension 20 = dim HY(X,, 6).

Es sei f: X — M eine solche Kuranishifamilie. In der Umgebung eines jeden Punktes
& € M liefert die Periodenabbildung eine offene Einbettung M — Q.

Nach den Betrachtungen von 2.4. entspricht jedem Punkt eine N eron-Severi-Gruppe,
némlich der Kern der Abbildung w: H,y(X,, Z) — C. Es ist klar, daB die Menge
der » mit Kern o = 0 iiberall dicht in Q ist. Daraus folgt, da8 in der Umgebung
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