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V. K 3-Fliachen

1. Grundlegende Tatsachen iiber K 3-Flichen

Die K 3-Flichen spielen in der Flichentheorie eine Sonderrolle, die mit der der
elliptischen Kurven vergleichbar ist. Ihre Untersuchung erfordert daher spezielle
Methoden. Obwohl viele der Resultate fiir K 3-Flachen iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Grundkérper beliebiger Charakteristik gelten, betrachten wir im
folgenden zur Vereinfachung nur den Fall der komplexen Zahlen.

1.1. Definition. Eine algebraische Fliche X heiBt K 3-Fliche, wenn ihr kanonisches
Biindel trivial und wenn HY(X, 0x) = O ist.

1.2. Beispiel.
1.2.1. Jede singularititenfreie Hyperebene vom Grad 4 im P? ist eine K 3-Fliche.
Da der Grad 4 ist, hat man eine exakte Sequenz

0 — Ops(— 4) > Ops > Ox - 0.

Mit Hilfe bekannter Resultate iiber die Kohomologie projektiver Réume folgt
HY(X, 04) = 0.
Aus der exakten Folge
0—>0p(—4) @ Ox > Qpr @ Ox > Q% —~ 0
folgt
Q% ® Opr(—4) = Qo @ Ox = Ox(—4),
also
Q% =~ Ox.
Analog gilt: Ist X — P* vollstdndiger Durchschnitt vom Grad (d,, ..., ds_s), 80 ist X

n—2
genau dann K 3-Fliche, wenn ' d, = n 4 1 ist.

o=1
1.2.2. Es sei A eine zweidimensionale abelsche Mannigfaltigkeit und G die Gruppe,
die aus den beiden Automorphismen Multiplikation mit +1 und —1 besteht. Ferner
sei Y = A/G der Quotient, und P,, ..., P,y seien die Fixpunkte bei der Wirkung

9 Beitrige zur Algebra 7



130 HEeinz-JorG FITZNER u. a.

von @ auf 4. In den Punkten P; kann man lokale Parameter z, y wihlen, so daB
der Automorphismus Multiplikation mit —1 die Form z+> 2, y ~> —y erhilt. Da
v = 2% v = y® und ¢ = zy die invarianten Funktionen erzeugen, erhalten wir im
Bildpunkt P; von P; auf Y

5;,‘ = Clu, v, tJ/(u - v — 2).

Der singulére Ort von Y besteht demzufolge aus 16 isolierten quadratischen Singu-
larititen. Nach Aufblasung der Punkte P,, ..., P,4 entsteht eine singularititenfreie
Fliche X. Die Urbilder der Punkte Py, ..., Py, sind rationale singularititenfreie
Kurven ¢, ..., ¢;4 mit der Selbstschnittzahl —2.

Da auf A eine nirgends verschwindende holomorphe 2-Form existiert, findet man
auf X ebenfalls eine solche 2-Form. Die kanonische Klasse von X ist daher Null.
Es sei n: A — Y die kanonische Projektion. Nach Definition gilt (7,0,)° = Oy.
Nach GroTHENDIECK [1], Kap. 5.2.1, folgt dann HY(4, 0,)¢ = H(Y, Oy). Da die
Wirkung von G auf H(4, 0,) die Multiplikation mit —1 ist, erhalten wir H(Y, 0y)
= 0. Wendet man jetzt die Cartan-Leray-Sequenz auf die Aufblasung f: X — Y
an, so ergibt sich leicht

HY(X, 0x) = 0.

K 3-Fldchen, die man auf die beschriebene Art konstruieren kann, heiBen Kummersche
Fliichen.

1.2.3. Es sei X — P2 eine zweiblittrige Uberlagerung, X eine glatte Fliche, D der Diffe-
rentendivisor, der durch 0y (D) = ¢*wp! ® wy (induziert durch det (¢*): gp*wp: — wy)
definiert ist.

Ist Dy = Norm(D) < P3, so ist p*D, = 2D, und ist H eine Gerade in P2, so ist

(¢*Dq - ¢*H) = 2(D - ¢*(H)) = deg ¢(D, - H) = 2(D, - H),

also deg (D,) = (D - ¢*H) = 2n (da ¢*H — H eine zweiblittrige Uberlagerung ist).
Somit ist

0x(D) = ¢*0p(n), n =  deg(Dy),

und
wx = ¢*(Or(n) @ wps) = p*Ops(n — 3),

also wy =~ Oy genau dann, wenn deg D, = 6 ist. Ferner folgt aus deg D, = 6, daB
HY(X, Ox) = 0 ist, denn dann ist wy o~ Oy, Ox(D) =~ ¢*0p:(3), und somit gilt, wenn
Ty, T, Ty homogene Koordinaten auf P? sind: Auf der offenen Menge X; c X
(T = 0) hat D eine Gleichung f;, so daB f;T7 = f,T% ist. Dann ist

§*0x(3)/0p:(3) = Ops(3),
(@ + bf;) T} v bT?

auf der offenen Menge 7'; + 0. Also ist
2(0x(D)) = 2(9+0x(3)) = 2x(0p(3)) = 20,

und wegen wy o~ Oy ist
2(0x(D)) = 2(0x(—D)) = 2(0x) — 2(Op),
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D ~ D, ebene Kurve vom Grad b, daher y(0p) = —18, also
20x) = 2 — dim H (X, Oy) = 2.

Zu jeder glatten Kurve Dy — P? vom Grad 6 gibt es eine zweiblattrige Uberlagerung
X — P2, die langs D, verzweigt ist.

Es sei L = V((Dp-(3)) das Linienbiindel mit Ops(L) = Ops(3), D, definiert dann einen
Schnitt s: P2 — L®? (wegen Op:(L®?) =~ Ops(D)), und ist L — L®? die Abbildung
zr> x®2, so ist X =P? X g L = L die gewiinschte Fliche.

Spezialfall. Es sei C eine glatte Kurve vom Geschlecht 2 und z: C — C die kano-
nische Involution, ¥ = (C' X C)/S, sei das symmetrische Produkt. Dann operiert =
auf Y durch (P + Q) = t(P) + (@), und ist X = Y/{id, 7}, so ist X eine K 3-
Fliche, die sich wie folgt als zweiblattrige Uberlagerung von P2 darstellen 1éBt:

Ist z: C — P! die kanonische Uberlagerung, so induziert = eine vierbldttrige Uber-
lagerung

Y Zs (P P13, = P?

mit 7 o T = 7, also eine zweiblittrige Uberlagerung X £+ P2 Durch lokale Rechnung

¥py

folgt, daB X glatt ist. Ist ¥ — J(C)derkanonische birationale Morphismus von Y
auf die Jacobische J(C), den man durch Auszeichnung eines Punktes P, € C erhilt,
so ist

Y > J(O)

.l l_m

Y - J(C)

kommutativ (da P + 7(P) linear dquivalent zu @ + z(Q) ist); also ist X die zu J(C)
gehorige Kummersche Fliche.

1.3. Die Hodgezahlen einer K 3-Fliche X. Wie gew6hnlich bezeichnen wir
mit A?9 = dim H9(X, Qr) die Hodgezahlen von X. Aus der Definition einer K 3-Fliche
entnimmt man A% = 0, %2 = 1,

Durch die allgemeinen Beziehungen h?? = h2-92-P und h?? = h% bekommt man alle
anderen Hodgezahlen bis auf k1. Nach dem Riemann-Rochschen Satz fiir Flichen
gilt

1
20x) = P 2(X),

wobei

0z) x = %;(._1)1:;,;»0, 2(X) =p):‘(_1)r+'Ihw
q

ist. Daraus berechnet man leicht 1! = 20. Insgesamt ergibt sich folgendes Bild
der Hodgezahlen h?e:

Vo -
q

3]

o1 01
110 20 O
211 01

O*
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1.4. Satz. Evne K 3-Fliche X 18t einfach zusammenhingend.

Es sei X — X eine n-blittrige Uberlagerung. Dann gilt 3(X) = ny(X). Andererseits
ist klar, daB X wieder eine K 3-Fliche ist. Deshalb gilt y(X) = y(X) und damit
n=1

Korollar. Die Kohomologiegruppen HY(X, Z) einer K 3-Fliche sind torsionsfrer.

Beweis. Nach dem Satz iiber universelle Koeffizienten haben wir eine exakte Sequenz
0 — Ext!(H,,(X, Z), Z) > HYX, Z) > Hom (H (X, Z), Z)) > 0. (%)

Da H,(X, Z) nach dem letzten Satz verschwindet, siecht man, daB H°(X, Z), H((X, Z),
H3(X, Z) torsionsfrei sind. Die iibrigen Kohomologiegruppen sind dann nach der
Poincaréschen Dualitéit ebenfalls torsionsfrei.

1.5. Die Struktur von H3*X, Z) als Gitter. Bekanntlich definiert das Cupprodukt
eine perfekte Paarung

viHYX,Z)Xx H¥}X,Z) > Z. (%)

Unter dem Index des euklidischen Gitters H%*(X, Z) versteht man die Differenz
zwischen der Anzahl der positiven und der negativen Eigenwerte dieser Bilinear-
form.

Der Index ist eine topologische Invariante der Mannigfaltigkeit. Er kann mit Hilfe
des Indexsatzes von HoDGE berechnet werden:

index X = } (—1)? hP9(X).
Pq

Daraus erhalten wir, da der Index einer K 3-Fliche 16 ist.

Ein euklidisches Gitter E heif3t gerade, wenn 2* = 0 mod 2 fiir jeden Vektor gilt. Nach
MiLNor [1] ist die Bilinearform (%) auf einer vierdimensionalen einfach zusammen-
héingenden Mannigfaltigkeit gerade, falls die zweite Stiefel-Withney-Klasse Null
ist. Das ist hier erfiillt, da die erste Chernsche Klasse des Tangentialbiindels Null
ist.

Nach SERRE [2] ist ein gerades Gitter durch einen Index und Rang eindeutig be-
stimmt.

1.6. Da die kanonische Klasse trivial ist, nehmen die Formeln der Flichentheorie
auf K 3-Flichen eine besonders einfache Gestalt an. Fiir einen Divisor D gilt

(D%

D)+ (—D) = 5 + 2 (RiemanN-RocH).

Insbesondere folgt fiir einen Divisor mit D? > —2, daB D oder —D #dquivalent zu
einem effektiven Divisor ist. Ist C eine irreduzible Kurve auf X, so erhélt man ihr
arithmetisches Geschlecht

pu0) =) 41,
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2. Der lokale Satz von Torelli fiir K 3-Flichen

2.1. Es sei X eine Kiihlersche K 3-Fliiche, d. h. eine kompakte Kihlersche Fliche mit
7o = O und k%2 = 1. Auf X existiert eine nirgends verschwindene holomorphe 2-Form
%, die bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt ist.

Es sei yy, ..., Y20 eine Basis von H,(X, Z). Unter der Periode von X versteht man das
Tupel ( f Hy onny f x). Dadurch wird invariant ein Punkt des projektiven Raumes

"1 Y

P(Homz (Hy(X, Z), C)) >~ P(H¥(X, C)) = P¥

definiert.
Ist wy, ..., Wy, €ine zu ¥, ..., yy, duale Basis, die aus harmonischen Formen besteht,
dann gilt
22
x=2a.-w; mit a;=fx.

i=1 b1
Essei x = (a1, «.., &) undeieMatrix(f ; Aw,). Da [xAx=0und [xA% >0
X x x
ist, erhalten wir die Periodenrelationen
aH'o« =0, aH'z > 0.

Die Periode von X liegt also in einer offenen Menge einer 20-dimensionalen Quadrik
2 des PZ.

Es sei f: X — M eine glatte Familie von Kédhlerschen K 3-Flichen und X, die Faser
in einem festen Punkt ¢, € M. Wir setzen voraus, daB3 die Basis M kontrahierbar
ist. Dann ist f: X — M eine triviale differenzierbare Faserung. Fiir jede Faser
X, t € M, erhalten wir kanonische Isomorphismen

H*X,, C) >~ H¥X, C) >~ H¥X,, C).

Daher kann man die Periode einer Faser X, als ein Element des Raumes P(H?*(X,, C))
auffassen.
Dadurch erhalten wir die Periodenabbildung

M — P(H*X,, C)).
2.2. Satz. Die Periodenabbildung ist holomorph.

Beweis. Es sei 2%, der Komplex der relativen lings der Fasern holomorphen Diffe-
rentiale. Nach dem Lemma von POINCARE ist 23, eine Auflésung von f*Oy (f* be-
zeichnet das inverse Bild im Sinne von Garben abelscher Gruppen). Daraus erhalten
wir eine Spektralsequenz

B} = R, Q% = B (f*Oy). (*)

Nach der Theorie von HopgE degeneriert diese Spektralsequenz in jeder Faser
und damit iiberhaupt. Ferner gilt nach dem Satz iiber universelle Koeffizienten

RB*o({*Ou) =~ R*f,C Qc On-
vus der Sequenz (%) erhilt man daher eine Inklusion

f+2%u & R*,C Qc O,
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folglich einen Schnitt des Biindels P(R?,C ®¢cOy). Wenn M hinreichend klein
gewihlt ist, hat man einen Isomorphismus R?f,C ~ H*X,, C) X M. Der oben defi-
nierte Schnitt gibt dann eine Abbildung M — P(H’(Xo, C)), die mit der Perioden-
abbildung iibereinstimmt. Damit ist der Satz bewiesen.

Man kann aus der Periode einer K 3-Fliche die Neron-Serevi-Gruppe der algebraischen
Zyklen erhalten. Grundlage dafiir ist folgende wohlbekannte Tatsache (WEIL [1]):

2.3. Satz. Es sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit. Das Bild der Abbildung H'(X, %)
— H¥X, Z) ist die Gruppe H¥X, Z) n H(X, Q%).

Es sei £ € H¥(X, Z) und & € Hy(X, Z) die duale Klasse.

2.4. Korollar. ¢ ist genau dann die Chernsche Klasse eines Lintenbiindels, wenn die
Periodenabbildung auf & verschwindet.

Beweis. Es sei w; die harmonische Form aus der Kohomologieklasse £. Dann gilt

!x:fw;/\x.

X

Ist w, vom Typ (1,1), so verschwindet das letzte Integral offenbar. Umgekehrt
sei [ x=0.

Da w, reell ist, konnen wir w; = ax + 7 + @% schreiben. Dabei ist  eine harmonische
Form vom Typ (1, 1) und a € C. Wir erhalten

0={fx=fw5/\x=6f§/\x.
x

Daraus folgt @ = 0 und w; = 7.

2.5. Definition. Es sei f: X — M eine glatte Familie von K 3-Flichen, X, die Faser
im Punkt #, € M und O die Garbe von Keimen holomorpher Vektorfelder auf Xq
f heiBt effektiv parametrisiert im Punkt t, ¢ M, wenn die Kodaira-Spencer-Abbildung
o: Ty, — H'(X,, 0) injektiv ist. Ist ¢ surjektiv, so heiBt f vollstindg.

2.6. Theorem (lokaler Satz von ToreLLI fiir K 3-Fliichen). Es sei f: X — M eine
glatte tm Punkt t, € M effektiv parametrisierte Familie von K 3-Flichen. Dann ist
die Periodenabbildung im Punkt t, eine Einbettung.

Einen Beweis fiir dieses Resultat von ANDREOTTI und TsuRINA findet man in ScHA-
FABEWITSCH U. &. [1]. Nach dem Dualititssatz von SERRE gilt

dim HG(XQ, 6) = dim H'_'(Xo, Q}\’.) .

Aus 1.3. ergibt sich dim H3*(X,, ©) = 0. Nach KuraNisHI existiert daher eine in
jedem Punkt effektiv und vollstindig parametrisierte Familie Kéhlerscher K 3-Flichen
(siehe Kap. II). Die Basis einer solchen Familie ist eine komplexe Mannigfaltigkeit
der Dimension 20 = dim HY(X,, 6).

Es sei f: X — M eine solche Kuranishifamilie. In der Umgebung eines jeden Punktes
& € M liefert die Periodenabbildung eine offene Einbettung M — Q.

Nach den Betrachtungen von 2.4. entspricht jedem Punkt eine N eron-Severi-Gruppe,
némlich der Kern der Abbildung w: H,y(X,, Z) — C. Es ist klar, daB die Menge
der » mit Kern o = 0 iiberall dicht in Q ist. Daraus folgt, da8 in der Umgebung
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eines jeden Punktes {, ¢ M Punkte ¢ existieren, in denen die Neron-Severi-Gruppe
der Faser X; Null ist. Insbesondere kann X, dann nicht algebraisch sein. Es kann
folglich keine Kuranishifamilien algebraischer Flichen geben. Genauer gilt

2.7. Satz. Die Menge {t ¢ M | X, algebraisch} st dicht 'n M und Vereinigung von
abzihlbar vielen 19-dvmensionalen Untermannaigfaltigkeiten.

3. Der globale Satz von Torelli fiir K3-Flichen

3.1. In diesem Abschnitt untersuchen wir analog zum Kapitel IV iiber globale Moduln
von Kurven die Modulrdume von K 3-Flichen. Wir verwenden dabei die Termino-
logie der algebraischen Felder.

Es sei & das Feld der K 3-Fliachen. Da die Automorphismengruppe einer K 3-Fliche
im allgemeinen unendlich ist, ist die Diagonale # — % X # nicht quasikompakt,
und wir kénnen deshalb das Kriterium von ARTIN nicht anwenden. Wir erzwingen
die Quasikompaktheit durch folgende Definition.

3.2. Definition. Es sei f: X — S eine Familie von K 3-Flachen. Unter einer n-
Polarisierung von f verstehen wir ein relativ sehr amples Linienbiindel % auf X
derart, daB f,.% lokal frei vom Rang n + 1 ist. Das Feld der n-polarisierten K 3-
Fldchen bezeichnen wir mit ..

Wir betrachten zunéchst den Funktor der ,,n-linearisierten‘‘ K 3-Flachen

n-polarisierte K 3-Flichen X L+ 8, &
M,(S) = § zusammen mit einen Isomorphismus
P(f+¥) =~ P%, modulo Isomorphismen.
Man zeigt leicht, daB M, ein offener Unterfunktor von Hilb:&" ist, wobei P(t)
=n — 1)+ 2ist. - =
Es sei X — M, die universelle n-linearisierte K 3-Fliche iiber M, und X, die Faser
in einem festen Punkt ¢, ¢ M,. Wir betrachten die Kodaira-Spencer-Abbildung

Ta.e, 2+ HY(X,, Ox,), wobei Oy, die Garbe der Keime holomorpher Vektorfelder
auf X, bezeichnet. Da M, eine offene Teilmenge des Hilbertschemas ist, ist der
Tangentialraum 7'y, isomorph zu H%(X,, Npn~ x,), wobei Npn/x, dad Normalenbiindel
von X, in P* bezeichnet. In unserem Falle erhilt man die Kodaira-Spencer-Abbildung
aus der Sequenz

O—)@x.-—)@'n@@x.—)N’n/x.-—)O. (*)
Das Kompositum der beiden Abbildungen

HO(P*, Gp:) > HO(X,, Op @ Oy,)
und
H(X,, Opr @ Ox,) - H (X, Npnjx,) = Ty, .,

bezeichnen wir mit V.
3.3. Satz. Das Schema M, st glatt. Die Sequenz
00—~ HO(P", 9?7-) - TM'J. -9—¥ Hl(Xo, Qx.)

18t exakt. Der Kokern von o ist eindimensional.
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Beweis. Aus der Theorie der Hilbertschema ist bekannt, daB die erste Behauptung
dquivalent mit H*(X,, Npsx,) = O ist. Nach 1.3. und dem Serreschen Dualitétssatz
wissen wir, dal H°(X,, Oy,) = H*(X,, Ox,) = 0 ist. Daher erhiilt man aus der exakten
Folge () die exakte Folge

0 — H%Xo, Op» @ Ox,) - H(Xo, Npnjx,) — H'(X,, Oy,)
—~ HY(X,, Opn ® Ox,) > H'(Xo, Npwjx,) — 0.
Bekanntlich hat man eine exakte Folge

0 — Opn — Opa(1)"*! — Opn — 0.

Durch Tensorieren mit @y, erhdlt man ein kommutatives Diagramm mit exakten
Zeilen

0 — H°(P*, Ops) — HO(P*, Opn(1)**!) — HO(P", Opn) > 0

| | Iy

0 — H(Xy, Ox,) — H'(Xo, Ox,(1)*") - H(X,, Opn ® Ox,) - 0
und einen Isomorphismus
HY(X,, Opr @ Or,) = H¥X,, Ox,).

Da die ersten beiden Pfeile des Diagramms nach Definition des Funktors M, Iso-
morphismen sind, ist ¢ ein Isomorphismus. Setzt man die erhaltenen Ergebnisse
in die anfangs angegebene Folge ein, so ergibt sich

0 — HO(P", Ops) - H*(X,, Npnjx,) 2+ HY(X,, Oy,)
— H¥X,,0x,) > HY(X,, Npnjx,) = 0.

Da dim H¥X,, Oy,) = 1 ist, folgt der Satz, wenn wir zeigen, daB y nicht surjektiv
ist. Das ist klar, da es nach den Uberlegungen vor 2.7. keine vollstindig parametri-
sierten Familien algebraischer K 3-Flichen gibt.

Es sei M, — #, der kanonische Morphismus und § — .#, ein Schnitt, der einer

K 3-Fliche X L3 § mit einer n-Polarisierung % entspricht. Offenbar ist M, X .5
die Garbe der Isomorphismen von P(f,.#) und PZ, d. h., der Morphismus M, — .#,
ist darstellbar und glatt. Daraus folgt nach dem Kriterium von ARTIN leicht, daB
#, ein algebraisches Feld ist. Wir definieren jetzt einen rigiden Funktor auf .4#,,.
Es sei L ein unimodulares gerades Gitter vom Rang 22 und mit dem Index 16. Wir
fixieren einen Vektor [ € L mit 2 = 2n — 2. Es sei G die Gruppe aller Automorphis-
men von L, die den Vektor ! invariant lassen. Wir betrachten eine Familie /: X — S
von K 3-Flichen mit einer n-Polarisierung .#. Dieses % definiert in der Homologie
Hy(X,, Z) jeder Faser von f eine Klasse &,.

Aus dem Satz von RIEMANN-RocH und dem Satz von BErRTINT folgt &2 = 2n — 2.
Es sei P(X/S) das Prinzipalfaserbiindel, dessen Faser im Punkt s die Isomorphismen
von H¥X,, Z) nach L sind, die den Vektor &, auf den Vektor I abbilden. Als Basis
des Biindels P(X/S) muB man die offene Menge U aller s nehmen, fiir die solche
Isomorphismen existieren. Wenn U mit § iibereinstimmt, nennen wir die Familie
X — 8 zusammen mit einem Schnitt von P(X/8) iiber S eine Famailie rigider K 3-
Flichen. Fiir 8 = Spec (C) ist eine rigide K 3-Fliche ein Tripel (X, ¢, &), wobei X
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eine K 3-Fliche ist, & € Hy(X, Z) die Klasse eines sehr amplen Divisors auf X und
¢: Hy(X, Z) — L ein Isomorphismus, der ¢ in [ iiberfiihrt.

Nach folgendem Lemma, dessen Beweis man in SCHAFAREWITSCH Uu. a. [1] findet,
ist P(X/S) ein rigider Funktor.

3.4. Lemma. Ein Automorphismus von X, der auf der Gruppe H¥ X, Z) die Identutit
induzvert, 1st die Identitdt.

Wir bezeichnen mit R, den Funktor rigider K 3-Flichen; R,(S) ist also die Menge
aller Isomorphieklassen von Paaren (X — 8, @), X/S eine Familie von K 3-Flichen,
¢ ein Isomorphismus des lokalen Systems H,(X,, Z) auf das konstante lokale System
L iiber 8, so daB ¢;(l) fiir jedes s € S die Klasse eines sehr amplen Divisors ist. Man
hat einen kanonischen darstellbaren unverzweigten Morphismus R, — 4,. Daraus
folgt, daB R, durch eine analytische Mannigfaltigkeit darstellbar ist.

3.56. Satz. Die universelle Familie X — R, rigider K 3-Flichen hat die Dimension 19
und 18t effektiv parametrisiert.

Beweis. Da die Abbildung R, —> 4, etal ist, geniigt es, die entsprechenden Behaup-
tungen fiir 4, zu beweisen. Es sei z: Spec (C) — ., ein Schnitt, der einer n-polari-
sierten K 3-Fliche X, entspricht. Der Tangentialraum 7, von 4, im Punkt z
ist die Menge der Isomorphieklassen n-polarisierter K 3-Fliichen iiber Spec (C[e]) mit
der speziellen Fager X, (¢2 = 0). Wir wihlen eine projektive Einbettung der polari-
sierten Fliche X,. Dann entspricht X, einem Punkt f, des Schemas M ,. Man hat einen
kanonischen Morphismus Ty, ¢, — T, Offenbar wirkt die Liealgebra GL(n + 1)
von PGL(n) auf Ty, 4, und T, ist der Quotient unter dieser Wirkung. Wir be-
trachten die exakte Folge

O e HO(P”, Gpn) b Tu,‘. —0-’ HI(XD, @x.).

Offenbar kann man g iiber T, faktorisieren. Da GL(n + 1) transitiv auf HO(P*, @p~
wirkt, erhdlt man eine Injektion Ty — HY(X,, Oy,). Daraus folgt die Behauptung.

3.6.DiePeriodenabbildung. Im Vektorraum Homgz (L, C) ist auf kanonische Weise
ein Skalarprodukt definiert. Es sei 2 — P(Homz(L, C)) die Menge aller Geraden o,
80 daB w2 = 0 und wew, > 0 fiir alle von Null verschiedenen Elemente w, € w
gilt; () = Q sei die Teilmannigfaltigkeit aller Geraden, die auf I senkrecht stehen.
Da L den Rang 22 hat, hat Q(l) die Dimension 19.

Es sei (X, ¢, £) eine rigide K 3-Fliche, ¢ induziert einen Isomorphismus der Rdume
P(Homz (H,(X, Z), C)) und P(Homgz (L, C)). Nach 2.1. wird die Periode von X
dabei auf einen Punkt von Q(I) abgebildet. Wir erhalten dadurch eine Abbildung
Per: R, — Q(l), die nach 2.2. holomorph ist. Da die universelle rigide K 3-Fliche
iiber R, effektiv parametrisiert und dim R, = dim Q(!) = 19 ist, ist Per nach 2.6.
ein lokaler Isomorphismus. Das Hauptresultat dieses Kapitels lautet

3.7. Satz (Torellisatz fiir K 3-Flichen; SCHAFAREWITSCH u. a. [1]). Die Perioden-
abbildung Per 1st eine offene Einbettung R, — ().

Nach dem Gesagten geniigt es zu zeigen, daB Per injektiv ist. Im folgenden Abschnitt
werden wir in Q2(I) eine dichte Teilmenge Z konstruieren, so daB Per-'(Z) — Z
bijektiv ist. Da R, und () separiert sind, folgt leicht, daB dann Per injektiv sein
muf.
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Man kann versuchen, den Torellisatz auf rigide Kihlersche K 3-Flichen auszudehnen,
indem man fiir R, den Kuranishiraum der rigiden K 3-Flichen nimmt. Ein analoger
Beweis stoBt jedoch auf Schwierigkeiten, da der Kuranishiraum nicht separiert ist.
(Der Satz wurde inzwischen von M. RaropPorT und D. BurNs bewiesen.)

4. Der Beweis des Torellischen Satzes tiir K 3-Flichen

In § 1 haben wir gesehen, daB man jeder zweidimensionalen abelschen Mannigfaltig-
keit auf kanonische Weise eine K 3-Fliche X zuordnen kann. Wenn die abelsche
Mannigfaltigkeit eine elliptische Kurve enthilt, so nennen wir X eine spezielle
Kummersche Fliche.

4.1, Satz. Es seien X und X' K 3-Flichen, und X sei speziell kummersch. Es sei
y: Hy(X, Z) > Hy(X', Z) ein Isomorphismus von Gittern, der die effektiven Zyklen
von H,(X, Z) in effektive Zyklen iiberfiihrt und die Perioden erhilt. Dann st X'
speziell kummersch, und es existiert ein Isomorphismus ¢: X — X', der vn der Homologie
v induziert.

Den Beweis von 4.1. werden wir in 5.2. geben. Zunichst zeigen wir, daB aus 4.1. der
Satz von ToreLLI folgt.

Es sei Sy = Hy(X, Z) die Neron-Severi-Gruppe der algebraischen Zyklen einer K 3-
Flache X. Mit Uy — Sy bezeichnen wir die Unterhalbgruppe der Klassen effektiver
Zyklen. Es sei Vy — Sy die Menge der Zyklen a mit a® = 0 und au = 0 fiir alle
% € Uy. Aus dem Satz von RIiEMANN-RocH folgert man Vy — Uy. Weiterhin folgt
aus dem Satz von RIEMANN-RocH leicht

4.2. Lemma. Es seten X und X' K 3-Flichen, und y: Sy — Sy set ein Homomor-
phismus der Neron-Severi-Gruppen, der die Klasse eines amplen Divisors auf X
in etn Element von Vx diberfiihrt und das Schnittprodukt respektiert. Dann bildet v
effektive Divisoren auf effektive Divisoren ab.

Beweis. Ist D — X eine reduzierte irreduzible Kurve, so ist

pD) =1+ 2 0

und
UD) + Y—D) = 1 + p4(D) > 0.

Da das Schnittprodukt erhalten bleibt, ist
Yv(D)) + Ypt—D)) = 1 + poy(D)) = 1 + p4(D) > 0,
also (D) oder y(—D) effektiv.
Ist H Hyperebenschnitt und H' = ¥(H), so ist
(v(=D)-ypH)) = —(D-H) <0,

also ist p(D) effektiv.
Es sei Py — Uy die Menge der Vektoren p mit p* = —2. Jedem p € Py kénnen wir
eine Spiegelung des Raumes Hy(X, Z) zuordnen: Sy(x) = z + (z - p) p.
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Es sei G die Gruppe der Automorphismen von H,(X, Z), die die Perioden erhalten,
und I'(X) die Untergruppe, die von den Spiegelungen s, erzeugt wird. Schlieflich
bezeichne D die Gruppe, die aus den Transformationen z — +x besteht. Mit Hilfe
der Theorie der Coxetergruppen kann man beweisen

4.3. Lemma. I'(X) 18t etn Normalteiler von @ , G = GVI'(X) D, wober GV die Unter-
gruppe der Automorphismen von G bezeichnet, die V invariant lassen. Fiir jeden Vektor
x mit 22 = 0 existiert ein y € I'(X) - D derart, daf yx € V 1st.

Das orthogonale Komplement von Sy in H,(X, Z) nennt man die Gruppe der tran-
szendenten Zyklen T'x.

4.4. Lemma. Es set B ein positiv definites Gitter, gerade und vom Rang 2. Dann
existiert eine zweidimensionale reduzible abelsche Mannigfaltigkeit A, deren Ghitter
der transzendenten Zyklen T, isomorph zu B 1st.

Beweis. Es sei 4 ein komplexer Torus mit der Basiszahl 4. Dann erzeugt das Bild
der Abbildung Pic 4 — HY(4, 2,) ganz HY4, ,). Daraus folgt, daB auf A eine
Riemannsche Form existiert. Aus der Klassifikation der Endomorphismenringe
nicht reduzibler abelscher Mannigfaltigkeiten (MumMrorD [6]) folgt, daB eine abelsche
Mannigfaltigkeit mit der Basiszahl 4 reduzibel sein muB. Da ein komplexer Torus
mit 7', ~ B die Basiszahl 4 hat, geniigt es zum Beweis von 4.4., einen komplexen
Torus mit den gewiinschten Eigenschaften zu finden.

Die zweite Homologiegruppe eines komplexen Torus ist isomorph zu dem Gitter E
mit der Basis ¢, ..., €, so daB

1 fir |©—j| =3,
“I=10 fir [i—j|+3

ist. Da ein komplexer Torus durch seine Perioden eindeutig bestimmt ist, gibt es
eine Bijektion der Tori der Dimension 2 und der komplexen linearen Funktionale w
auf E mit

w?=0 und oww > 0. (%)

Bekanntlich kann jedes zweidimensionale Gitter in E eingebettet werden. Wir
withlen eine solche Einbettung von B in E und bezeichnen das orthogonale Komple-
ment mit B’. Es geniigt folglich, ein lineares Funktional w auf E zu finden derart,
daB w(B') = 0 ist. Die Existenz folgt aus

4.5. Lemma. Auf jedem zweidvmensionalen positiv definiten Gitter B existiert ein
komplexes lineares Funktional o mit den Relationen ().

Beweis. Es sei B = Ze, + Ze,. Die positiv definite quadratische Form F(z,, z,)
= (z,6, + 7,¢,)2 kann man in der Form F(x,, ,) = |u;2; + us%,|? schreiben, wobei
#y und y, aus € sind. w = 2, + p,x, ist das gesuchte Funktional.

4.6. Es sei B ein positiv definites Gitter vom Rang 2, so daB b* = 0 (mod 4) und
ein lineares Funktional auf B mit der Relation () ist. Dann gibt es eine bis auf Iso-
morphie eindeutig bestimmte K 3-Fliche X, fiir die Ty ~ B ist, wobei die Periode
von X auf o abgebildet wird. X ist dann eine spezielle Kummersche Fliche mit
der Basiszahl 20.
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Beweis. Es sei B’ das Gitter mit derselben zugrunde liegenden abelschen Gruppe B,
dessen Skalarprodukt aber gerade die Hilfte des Skalarproduktes auf B ist. Ferner
sei A eine abelsche Mannigfaltigkeit mit 7'y ~ B’, so dal die Periode in w iibergeht,
und X die zugehorige K 3-Flache. Offenbar ist Ty ~ B.

Es sei X’ eine zweite K 3-Fliche mit 7'y ~ B. Man kann den Isomorphismus
Tx — Ty  zu einem Isomorphismus H,(X, Z) - H,(X', Z) ausdehnen.

Es sei ¢ die Klasse eines sehr amplen Divisors in H,(X, Z). Nach Lemma 4.3 finden
wir ein y € I'(X') - D derart, daB yp(&) € Vy- ist.

Nach 4.2. iiberfiihrt y¢p effektive Divisoren in effektive Divisoren und erhilt die
Perioden. Dann finden wir nach 4.1. den gewiinschten Isomorphismus X — X'.

Aus 4.6. und den Bemerkungen am Schlufl von § 3 folgt der globale Torellisatz,
wenn wir folgendes zeigen:

4.7. Satz. Die Menge aller o € Q(l), fiir die

() rg Ker w = 2,
(ii) a? = 0 (mod 4) fiir alle a § Ker w 7st,
18t iiberall dicht in Q(1).

Der Beweis erfordert einige Details aus der Theorie der unimodularen Gitter. Wir
geben daher nur die Details an.

Nach 4.5. folgt, daB ein w € Q(I) mit Ker w = B existiert. Die Menge der » mit (i)
und (ii) ist also nicht leer.

Es sei G die Gruppe aller linearen Transformationen von L ®z R, die den Vektor [
und das Skalarprodukt bis auf einen konstanten Faktor invariant lassen. Offenbar
wirkt G transitiv auf Q(/). Ferner sei I' = G die Gruppe aller Endomorphismen,
deren Matrizen beziiglich einer geeigneten Basis von L Koeffizienten mit zu 2 primen
Nennern haben und deren Umkehrmatrizen die gleiche Eigenschaft besitzen. Aus
der Theorie der algebraischen Gruppen weil man, daB I" dicht in G liegt. Es sei
w € Q) eine Periode, die (i) und (ii) erfiillt. Dann folgt, daB I'w iiberall dicht in
(1) ist. Man iiberzeugt sich leicht, da8 alle Elemente von I'v den Bedingungen des
Satzes geniigen.

6. Spezielle Kummersche Flichen

Wir skizzieren jetzt den Beweis von 4.1. Der erste Schritt ist, zu zeigen, dal X’
ebenfalls speziell kummersch ist. Dazu geben wir eine Charakterisierung einer
speziellen Kummerschen Fliache mit Hilfe des Gitters Sx.

Es sei X ein Gitter mit der Basis u,, ..., u, derart, daB w;u; = §;; ist. Mit G, bezeichnen
wir das Teilgitter aller Vektoren 3 z;u;, so daB } z;u; = 0 (mod 2) ist.

Es sei z ein Vektor eines Gitters G mit 22 = 0, U — @ das Teilgitter, das von allen
Vektoren z mit 2? = —2, 2z = 0 und z aufgespannt wird. Wir bezeichnen mit
G(a) das Gitter U/Ga.

b.1. Satz. Es set X eine K 3-Fliche. Dann tst X speziell kummersch genau dann,
wenn n der Gruppe Sy eine Klasse z etnes irreduziblen Divisors existiert, so daff 22 =
und Sx(z) >~ G} ist.

Einen Vektor z mit diesen Eigenschaften nennen wir kummersch.

Beweis. Es sei zunidchst X eine Kummersche Fliache, die einer reduziblen abelschen
Mannigfaltigkeit 4 entspricht. Da A reduzibel ist, existiert ein surjektiver Homo-
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morphismus von A auf eine elliptische Kurve B, dessen Fasern elliptische Kurven
sind.

Die Gruppe G = {41, —1} operiert in natiirlicher Weise auf 4 und B. Wir erhalten
ein kommutatives Diagramm

A—->A/G+— X

I L
B > BJG ~ P!

Es sei z die Klasse der allgemeinen Faser von f. Man iiberzeugt sich leicht, daB
Sx(z) von den irreduziblen Komponenten der ausgearteten Fasern von f erzeugt
wird. Offenbar ist f~)(p) genau dann ausgeartet, wenn p Bild eines der vier Zwei-
teilungspunkte von B ist. In diesem Fall hat man g-!(p) = 2C, wobei C eine glatte
rationale Kurve ist. Da 2C Bild einer elliptischen Kurve auf A4 ist, die durch vier
Zweiteilungspunkte geht, sieht man leicht, daB das Urbild von 2C auf X die Form
2L + L, + L, + L3 + Ly hat. Dabei ist L die strenge Transformierte von C,
und L;, © = 1, ..., 4, sind die exzeptionellen Geraden. Man hat

(L) = (L) = —2, (LiLy) =0 fir 744, (L;-L)=1.

Damit haben wir die Faser f-}(p) = 2L + L, + --- +L, berechnet. Wir sagen mit
Koparra, daB f(p) vom Typ D, ist. Die Abbildung

L —uy —uy, L uy + Uy, Ly uy — u,
Ly ug + uyy Ly ug — uy

liefert einen Isomorphismus des Gitters G, mit dem Gitter
ZL® ZL @ ZL,® ZLy @ ZLyj2L + Ly + Ly + Ly + Ly

Insgesamt erhilt man Sx(z) >~ Gi.

Wir nehmen jetzt umgekehrt an, daB in Sy ein Kummerscher Vektor z existiert,
und zeigen dann, daB X speziell kummersch ist. Es sei D ein irreduzibler Divisor,
dessen Klasse z ist. Nachdem Satz von BERTINI enthilt |D| einen glatten irredu-
ziblen Divisor C. Man zeigt leicht, daB C eine elliptische Kurve und I(C) = 2 ist.
Das lineare System |C| definiert eine Faserung f: X — P Es seien D,, ..., D, die
ausgearteten Fasern und D; = 3’ n;;C;; ihre Zerlegungen in irreduzible Kompo-
nenten. Ferner sei H; das Gitter 7

H,' = ,@ ZC.,/Z n.-,C.-,.
Nach den Bemerkungen am Anfang des Beweises hat man

H®--DH, =8xz) =G}

Mit Hilfe der Kodairaklassifikation der singuliren Fasern einer elliptischen Fagerung
kann man H; ~ G, folgern. Daraus erhilt man weiter, daB f: X — P! genau vier
singulidre Fasern hat, die in den Punkten v, ..., u, € P! liegen mogen. Es sei B — P!
eine elliptische Kurve mit den Verzweigungspunkten u,, ..., #,. Man kann auf B
eine Gruppenstruktur wihlen, so da8 B/@ = P! ist. Es sei A das minimale Modell
von X X p: B. Da Fasern vom Typ D, potentiell gute Reduktion haben, hat die Fase-
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rung A 2+ Bkeine entarteten Fasern. Nach der Klassifikation der kompakten kom-
plexen Flichen ist A dann eine abelsche Mannigfaltigkeit. Wir kénnen voraussetzen,
daB das Gruppengesetz auf A so gewihlt sei, daB ¢ ein Homomorphismus ist. Offen-
bar ist dann X die Kummersche Fliche, die zu A4 assoziiert ist.

5.2. Wir benétigen einige Tatsachen aus der Topologie der Kummerschen Flichen,
die wir ohne Beweis angeben.

Es sei A eine abelsche Mannigfaltigkeit der Dimension 2 und N die Menge der
Zweiteilungspunkte. Weiter sei X die zu 4 assoziierte Kummersche Fliche. Wir haben
eine Abbildung A — N — X und daher in der Homologie

Hy(A — N.Z) — H,(X,Z)

| =

H:(A,Z)

Es sei ny = H,(X, Z) das Gitter, daB von den 16 ausgezeichneten Geraden erzeugt
wird. Dann ist das orthogonale Komplement von ny das Gitter 7, H,(4, Z). Es sei
@ ein Automorphismus von H,(X, Z), der auf # H,(4, Z) die Identitat ist und eine
der ausgearteten Geraden invariant liBt. Dann ist ¢ die Identitit.

Beweis von 4.1. Ohne groBe Schwierigkeiten zeigt man, daB y Kummersche Vek-
toren auf Kummersche Vektoren abbildet. Daraus erhdlt man nach 5.1., daB X’
speziell kummersch ist und daB y(ny) < ny- ist. Dann induziert y; einen Isomorphis-
mus der orthogonalen Komplemente y,: Hy(4, Z) — H,(A’, Z), der ebenfalls effektive
Divisoren und das Schnittprodukt respektiert. Wir werden weiter unten sehen,
daB y, durch einen Morphismus ¢,: A — A’ induziert wird.

Es sei [ die ausgezeichnete Gerade aus ny, die dem Nullpunkt von A4 entspricht. Ohne
Beschriinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, daB y(!) dem Nullpunkt
von A’ entspricht.

Der Morphismus ¢, induziert einen Morphismus ¢: X — X'. Es sei ¢,: Hy(X, Z)
— Hy(X’, Z) die induzierte Abbildung in der Kohomologie. Da ¢, (I) = y(l) ist
und ¢, und y auf Hy(4, Z) iibereinstimmen, miissen ¢ und y nach den Bemerkungen
von 4.9. iibereinstimmen.

6.3. Lemma. Es seten A, und A, zweidimensionale abelsche Mannigfaltigkeiten.
Es sei y,: Hy(A,, Z) - Hy(A,y, Z) ein Isomorphismus, der das Skalarprodukt und
die Perioden respektiert und effektive Divisoren auf effektive Divisoren abbildet. Dann
wird y, durch einen Isomorphismus abelscher Mannigfaltigkeiten @,: A, — Ay indu-
ziert.

Beweis. Es sei A, = C¥I';, A, = €3I, ¢,, ..., ¢, eine Z-Basis von I'; und f,, ..., f,
eine Z-Basis von ;. Dann ist

71 =el/\eg, 72 =es/\e‘, ys =ell\€3,
Vea=¢€Ne€, Y5 =€ A€, Yg==¢€AE€3

eine Z-Basis von H,(4, Z), und analog erhdlt man eine Z-Basis 4, ..., 8, von
H I(Ah Z).

Es sei J' die Schnittmatrix von y,, ..., ys und 4y, ..., d. Die das Schnittprodukt erhal-
tenden Isomorphismen y: Hy(4,, R) - Hy(4,, R) entsprechen bijektiv den Elcnenten
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der Gruppe von Matrizen
G(R) ={X € GL(6R) | 'XJ'X = J'}.

Es seien «; die folgenden Automorphismen von Hy(4,, R):

1. &, =id,

2. ap = —id,

3.a3 =71 mit 7(6,) =46 1=1,...,3, und ? =id,
4. x, = —1.

Man zeigt, dal zu jedem y ein ¢ derart existiert, da «; o p € GO(R) ist, wobei G°(R)
die Zusammenhangskomponente der 1 von G(R) bezeichnet. Da die Abbildung SL(4R)
— G(R) surjektiv ist, wird «; o y durch einen Isomorphismus ¢: It @ R > TI; ® R
induziert. Ist w(Hz(A,, Z)) < H,(4,, Z), so folgt ¢(Iy) <= I, da SL(4Z) eine
maximale diskrete Untergruppe von SL(4R) ist. Wir erhalten dann eine Abbildung
@: C%[I'} - C2/T,, von der man nachweist, daB sie die komplexe Struktur respektiert,
da die Perioden erhalten bleiben.
1. Ist also y; € G°(R), so ist der Satz bewiesen.
2. Es sei —y, € G°(R). Dann folgt, daB —y, durch einen Isomorphismus A, — 4,
induziert wird. Da aber y, effektive Divisoren respektiert, erhalten wir einen Wider-
spruch.
Es sei 309 € G°(R). Da A, eine abelsche Mannigfaltigket ist, findet man eine
alternierende Bilinearform E auf I, die den Riemannschen Periodenrelationen ge-
niigt. Nach geeigneter Wahl der Basis in I', hat E die Form E = d,ff A f§ + doff A f2,
wobei d;,d, € Z, dy,d, > 0 und f§, ..., f§ die zu f,, ..., f, duale Basis ist. Es seien
1

7!, 22 komplexe Koordinaten auf A4,, dz = (gzz
von 4,. Dann gilt &
h

(- = - ("

Es sei (y, %) invers zu (;) und D = (gl ?1 ) Die Periodenrelationen von E lauten
2

() (5 0) @9 =(_ieo )

wobei H die zu E assozierte positiv definite hermitesche Matrix ist. Wahlt man die
Koordinaten auf 4, geeignet, so kann man erreichen, daB P = (I,, n) (I, Einheits-
matrix) ist. Die Periodenrelationen haben dann die Form

1. taD = Dn,

2. DImz > 0.

Es sei ey, ..., ¢, eine Basis von I'y mit @;(e;) = f;, wobei ¢: I'y - I'y von a4 - y indu-
ziert wird. Da y, die Perioden erhilt, berechnet man leicht die Periodenmatrix P’
von 4,:

), und P sei die Periodenmatrix

% {(Im z)-1
P = (-'n 1), v = ;
? ﬁ‘(Im ﬂ)‘l
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Es sei B' = y? B = —de} A e, — dye} A e}. Da y, effektive Divisoren in effektive
Divisoren iiberfiihrt, muB E’ den Periodenrelationen geniigen. Die Relationen fiir

—d; 0 .
E'und D' = sind analog:
0 —d,

1. #D' = D"7 (oder ‘aD = Dn),
2. Imn) D' > 0.
Man sieht, daB sich die Relationen 2 und 2’ widersprechen. Damit ist der Fall «; - p

€ G°(R) ausgeschlossen.
Den Fall «, - y € G°(R) behandelt man analog.

Manuskripteingang: 7. 4. 1975
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