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Ein Feld & heiBt algebraisch, wenn es folgende Eigenschaften besitzt:
e) Fiir alle Objekte S, 8’ aus € und 1-Morphismen von Feldern €/S — # « €[S’
gibt es ein Objekt S’ in € und eine Aquivalenz
€IS X 5 €8 =€[S".
Wir bezeichnen €/S einfach mit S und €/S X & €/S8" mit § X g 8".
f) Es gibt ein Objekt M in € und einen surjektiven Etalmorphismus €/M — #

(d. h., fiir alle Objekte S von € und 1-Morphismen €/S — & ist M X & S — § sur-
jektiv und etal).

Wenn die Fasern von & nur die identischen Automorphismen besitzen, heiit #
ein algebraischer Raum. Es seien z und z' zwei Schnitte von & iiber X. Fiir ein
Schema T' £+ X sei Isomyg (X, X') (T') die Menge der Isomorphismen von ¢*z mit
¢*x'. Die Bedingung e) besagt, daB fiir zwei Schnitte z: X - &, y: ¥ > & der
Funktor Isomyyy (piz, piy) reprisentierbar ist.

Theorem (ARTIN). Es sei & ein Feld iiber der Kategorie € der S-Schemata (S ein
Noethersches Basisschema) mit folgenden Eigenschaften:

!
(1) F erfiillt e), und fiir alle S-Schemata S’ aus € und 1-Morphismen S’ ; F st

der Morphismus A(f, g) — S’ quasikompakt, separiert und unverzweigt. Hierbes
bezeichnet A(f, g) das S-Schema 8’ X gx (S’ X & 8') (§' & §' X 8" Diagonal-
einbettung).

(i) Es existiert ein S-Schema von endlichem Typ und ein glatter surjektiver S-
Morphismus X — F.

Dann vst F algebravsch.
Die Eigenschaft (i) bedeutet: Ist # — % X & der Diagonalmorphismus und
F >F XsF

[ o

FX gxog 8 =8

Faserproduktdiagramm, so wird der untere Pfeil durch einen quasikompakten, se-
parierten unverzweigten Morphismus von S-Schemata dargestellt.

Bemerkungen. Man kann viele Definitionen und Sitze aus der Kategorie der
Schemata auf algebraische Felder iibertragen. Wir werden im weiteren solche Uber-
tragungen ohne Beweise benutzen. Mehr Details findet man bei DELIGNE und Mum-
FORD [1] sowie KNUTSON [1]. Wir hédtten in diesem Abschnitt auch die Kategorie der
analytischen Riéume zugrunde legen kénnen und dann den Begriff des analytischen
Feldes erhalten. Ein analytisches Feld ohne nichttriviale Automorphismen in den
Fasern ist ein analytischer Raum.

2. Das Feld der algebraischen Kurven

2.1. Definition. Eine relative Kurve ist ein eigentlicher, flacher Morphismus von
endlicher Darstellung f: X — S, dessen geometrische Fasern rein eindimensionale
Schemata sind. f: X — S heiBt reduziert, zusammenhingend oder glatt usw., wenn
das fiir jede Faser der Fall ist.
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Wir interessieren uns im folgenden fiir die gefaserte Kategorie aller glatten Kurven
von einem festen Geschlecht g = 2. Dabei lassen wir als Morphismen nur kartesische
Morphismen zu. Wir bezeichnen die Faserung mit MJ. Da Kurven nichttriviale
Automorphismen besitzen konnen, kann M? nicht durch einen algebraischen Raum
reprégentierbar sein.

Wir zeigen jedoch, daBl M ein algebraisches Feld ist. Dazu benutzen wir das Kriterium
von ARTIN aus § 1.

2.2. Es sei #: C — S eine glatte Kurve iiber S. Ist S das Spektrum eines algebraisch
abgeschlossenen Korpers, so haben wir bereits in der Einleitung gesehen, daB
(£2,5)®% = w®% very ample ist. Im allgemeinen Fall erhilt man daraus, daB 0
fir r = 3 relativ sehr ample ist. Aus dem Satz von RiemanN-RocH folgert man,

daB 7,w®% lokal frei ist und das Hilbertpolynom P(z) = (2rx — 1)(g — 1) besitzt.

2.3. Wir kénnen jetzt den Funktor der r-kanonisch eingebetteten Kurven definieren.
Fiir ein Schema S ist HY,(S) die Menge aller glatten, irreduziblen, relativen Kurven
CoPy—>S(n=©2r—1)(@g—1)— 1) mit folgenden Eigenschaften:

(i) Die invertierbare Garbe, die durch Ops(1) auf C induziert wird, ist isomorph
zu w®" @ n*L, wobei L eine geeignete Garbe auf 3 ist.
(ii) Es sei «:P3— S der Strukturmorphismus. Der kanonische Homo-

morphismus &, 0Ops(1) > 7, (") ® g, L ist ein Isomorphismus.
Aquivalent 1Bt sich der Funktor HJ, auch wie folgt beschreiben:

glatte irreduzible Kurven C — 8
H? (8) = { zusammen mit einem Isomorphismus

P3 = P(w®), modulo Isomorphismen.

Es gilt der folgende nicht sehr schwere Satz

24. Satz. HY, st darstellbar durch ein Unterschema des Hilbertschemas Hilbfl?
und glatt iiber épec (Z). :

2.5. Satz. M) st ein algebraisches Feld iber Spec (Z).

Wir benutzen Theorem aus § 1. Die Bedingung (i) folgt, wenn wir zeigen, daB
M} — Mj x M darstellbar, endlich und unverzweigt ist. Nach § 1 bedeutet das, daB
fiir zwei Schnitte z: X — M), y: ¥ — M der Funktor Isomyxy (p}z, piy) reprisentier-
bar durch ein endliches unverzweigtes Schema iiber X X Y ist. Das ergibt sich
unmittelbar aus folgendem Lemma, das wir in Abschnitt 4.2. iiber stabile Kurven in
einer allgemeineren Form beweisen werden.

Lemma. Es seien C, und C, zwei glalte irreduzible Kurven iiber 8. Die Garbe
Isomg (Cy, Cs) wird durch ein endliches unverzweigtes S-Schema reprisentiert.

Die Bedingung (ii) von § 1 folgt, wenn wir zeigen, daB der VergiBfunktor H), — M}
darstellbar glatt und surjektiv ist. Ist j:§ — M? ein Schnitt, so ist HY, X e 8
der Funktor der Isomorphismen des P2 mit dem P(w?fs), wobei C die Kurve ist,
die dem Morphismus j entspricht. Daraus erhalten wir das gewiinschte Resultat.

2.6. Man kann aus H}  das Feld der algebraischen Kurven zuriickgewinnen. Dazu

bemerken wir, daB die Gruppe PGL(k) auf dem Hilbertschema und folglich auf
H?, operiert.
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