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Modulprobleme in der algebraischen Geometrie III 113

surjektiv. Diese Bedingung ist erfiillt, wenn H'(m,m,w®3) = 0 ist. Nach dem Rie-
mann-Rochschen Satz ist die letzte Gruppe dual zu HO(w®-2 @ m;' ® m;*). Der Grad
von 0®-2 Q) m;' @ mytist —4g + 6,dadeg we = 29 — 2 ist. Wegen —4g + 6 < 0
fiir g = 2 folgt H*(w®~? ® mz' ® m;"') = 0und damit die Bedingungen a), b) und c).
Eine Kurve C vom Geschlecht g = 2 mit einem Isomorphismus P(H®(w®?) o~ Py¥—*
nennt man eine trikanonisch eingebettete Kurve. Die Menge HJ(k) der Isomorphie-
klassen trikanonisch eingebetteter Kurven ist eine lokal abgeschlossene Menge im
Hilbertschema und ist deshalb die Menge der k-rationalen Punkte eines Schemas
HY ;. Vergleichen wir die Betrachtungen mit denen fiir elliptische Kurven, so sind
wir jetzt an der Stelle, wo wir gesehen haben, daB es zu jeder elliptischen Kurve
eine Weierstra3sche Normalform gibt, die von zwei Parametern abhéngt.

Es seien (C, ¢), (C', ¢') zwei trikanonisch eingebettete Kurven. Offenbar ist C' ge-
nau dann isomorph zu C’, wenn ein Isomorphismus v € PQL(bg — 6) existiert, so
daB 7o ¢ = ¢’ ist. Daraus folgt, daB die Punkte der Menge HJ(k)/PGL(5g — 6)
auf natiirliche Weise bijektiv den Isomorphieklassen von glatten Kurven vom
Geschlecht g entsprechen. Wenn man dann zeigen kann, daB der Quotient
Hj/GL(5g — 6) in einem geeigneten Sinne in der Kategorie der algebraischen Sche-
mata existiert, so erhélt man das grobe Modulschema der glatten Kurven vom Ge-
schlecht g (MuMFORD [4]). Man kann direkt oder mit Hilfe der Deformationstheorie
zeigen, dall HY, glatt ist und MY, normal und von der Dimension 3g — 3. Von
DeLiGNE und MUMFORD [1] wurde zuerst bewiesen, daB der Raum M}, zusammen-
hiangend ist. DaB M? , normal ist, folgt daraus, daB der Raum auch irreduzibel ist.
Wenn k = C der Korper der komplexen Zahlen ist, kann man das zeigen, indem man
beweist, daB der klassische Teichmiillerraum eine Uberlagerung von Mj ¢ ist. Fiir be-
liebige algebraisch abgeschlossene Korper erhidlt man das Resultat folgendermaBen.
Man konstruiert ein Schema M) 2y Spec (Z), dessen geometrische Fasern die Sche-
mata M}, sind. Da M{ ¢ zusammenhingend ist, ist auch die allgemeine Faser von n°
geometrisch zusammenhéngend.

Wire n® eigentlich, so folgte nach dem Zusammenhangssatz von ZaAriskr, dafB alle
geometrischen Fasern zusammenhéngend sind. Leider kann man leicht sehen, dag »°
nicht eigentlich sein kann.

Um die Beweisidee trotzdem verwirklichen zu kénnen, konstruiert man durch Ad-
junktion gewisser singuldrer Kurven einen eigentlichen Morphismus : M, — Spec (Z)
dessen geometrische Fasern M), als offene dichte Unterriume enthalten. M,
nennt man auch eine Kompaktifizierung von MJ. Auf M, "+ Spec (Z)kann man jetzt
den Zusammenhangssatz von Zariskr anwenden und erhilt das gewiinschte Resultat.

1. Gefaserte Gruppoide, Felder

Es sei ¢ eine Kategorie von Schemata. Unter einem gefaserten Gruppoid iiber €
verstehen wir eine Kategorie # und einen Funktor p: # — €, fiir die folgendes gilt:
a) Fir jeden Morphismus 8’ 2+ 8 in ¢ und jedes Objekt X in & mit p(X) = 8
gibt es eine Liftung @': X' — X von ¢’ in &.
b) Ist in ¥ ein kommutatives Diagramm
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gegeben und in & Liftungen X’ 23 X «2° X" von ¢, so liBt sich das ganze Dia-
gramm (1) zu einem kommutativen Diagramm
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liften.

Hieraus folgt leicht: Alle Morphismen @ in & mit p(®) = 1 sind Isomorphismen
in #. Mit % (8) bezeichnen wir das Gruppoid der Morphismen iiber 15 und Objekte
iiber S.

Wir setzen jetzt weiterhin voraus, dal in € Faserprodukte mit Etalmorphismen
8’ — 8 existieren. Ein gefasertes Gruppoid heiBt ein Feld iiber €, wenn noch folgende
Bedingungen erfiillt sind:

¢) Fiir je zwei Objekte X, X, aus & (S) ist der Kofunktor

Isom (X, X,): (€¢/8)°PP — (&'ns),

(8" - 8) » Homg s (¢*X,, p*X,)
eine Etalgarbe. (Hierbei bezeichnet ¢*X, ein bis auf Isomorphie eindeutig bestimmtes
Objekt aus #, so daB eine Liftung ¢*X, 2+ X, von ¢ existiert).

d) Jedes Abstiegsdatum in & beziiglich einer Etaliiberdeckung (S, — 8) in € ist
effektiv.

Explizit bedeutet das: Ist S,p =8, Xs Sﬂ, 8.5y =8 Xs Sp XsS
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(pmn die Projektion auf den n-ten und m-ten Faktor und p, die Projektion auf den
n-ten Faktor), g0 ist ein Abstiegsdatum ein Objekt Y aus [J #(S,) und ein Isomor-
phismus 2: p}Y =~ p?Y, so daB p},(7) p(2) = pl(z) ist.
Die Bedmgungen c) und d) besagen, daf die Kategorie aller Abstiegsdaten beziiglich
einer Uberdeckung von S dquivalent zur Kategorie & (S) ist.

Die Klasse aller Felder iiber € bildet eine 2-Kategorie und w1r definieren das Faser-

produkt #, X g &, von 1-Morphismen (Funktoreniiber¢) #, — # «L F,wiefolgt:
Die Objekte von &, X g &, sind Tripel

(X1, Xy, @), X; € Ob F, pi(X)) = po(Xy), D: f(X;) = 9(Xs),
mit p(P) = 1.

Die Morphismen sind Paare
(X1, Xy, @) 222y (Y, X, P),
o;: X; — Y; Morphismus in &; (t=1,2),
Pi(®) = pa(xs) und  ¥o flx;) = g(xg) o P.

Beispiele von gefaserten Kategorien sind die Kategorien €/S der Morphismen in ¥
mit dem Ziel S (S Objekt von €); p: €/S — € ordnet jedem Morphismus 8’ — 8§
seinen ,,Start‘‘ S’ zu.



	
	1. Gefaserte Gruppoide, Felder.


