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6. Ein Beispiel von Mumford

Wir werden jetzt nach einem Beispiel aus MuMFORD (2] zeigen, daB das Hilbert-
schema nicht reduziert zu sein braucht. Dazu werden wir zeigen, daB fiir gewisse
Kurven y im dreidimensionalen projektiven Raum keine algebraische Familie A
mit reduziertem Parameterraum existiert, die diese Kurven enthdlt und fiir die die
charakteristische Abbildung

T, <+ H°(N)

(a der Punkt aus A, der y entspricht, 7, der Tangentenraum von a in 4, N das
Normalenbiindel von y in P?) surjektiv ist. Die charakteristische Abbildung werden
wir gleich erkliren. Fiir das Hilbertschema ist aber die obige Abbildung ein Isomor-
phismus. Damit kann das Hilbertschema nicht reduziert sein, denn anderenfalls
wire ja dadurch eine algebraische Familie gegeben, fiir die ¢ surjektiv ist.

Die charakteristische Abbildung

Es seien X, T Schemata, Z sei ein abgeschlossenes Unterschema von X X T, ¢ be-
zeichne die Einlagerung von Z in X X T und p bzw. ¢ die Projektion von X X T
auf T bzw. auf X. Ist J = Oxxr die Idealgarbe, die Z definiert, so ist die Folge

F|I3 = QY > Q4 >0
exakt. Es ist
Ay, = ¢* Q% ® p*Qr,

und daher erhalten wir, wenn wir » mit der Projektion :*Q%,  — p*Qr komponieren,
eine (@z-lineare Abbildung

I|I* — p*Qr. (1

Ist T — A™, t+ (4, ..., t,) ein Etalmorphismus von 7' auf den m-dimensionalen
affinen Raum (z. B. existiert ein solcher lokal, falls 7' glatt ist), so ist (1) gegeben
durch

f'—)f%dt;.

i=1

Die Dualisierung von (1) ergibt
P*6r - N zixxr
bzw. auf Grund der Adjunktion

®3i7: Or > PN z1xx7-
Setzen wir mit den obigen Bezeichnungen b; = 2 80 ist @z definiert durch

ot;
@zr(di) = (f - ait. Z)-

Fiir ¢ € T liefert eine Tensorierung von gz mit k(f) die Abbildung
Or.t — PaH zixxr g, kit) > HYZy, ¥ zixxr R, k(t))- (2)
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Nehmen wir an, daB die Abbildung Z — T flach ist (was in den uns interessierenden
Fillen auch der Fall sein wird), so ist & ®gp, k(t) = S, und in Oxxr R, k(t) ent-
halten als das Z, definierende Ideal. Somit haben wir eine Abbildung

/ZIXXT @J‘r k(t) = X“”‘(ﬂ_\'xr(;’ 02) ®07‘ k(t)

— Hem (I Qg, k1), Oz,) = N z,x-
Aus (2) ergibt sich damit

®z1.t: Or,y > HYZy, N 7,x),

of
b;l—*(/!—) —aI (I,O)).
Wenn Z lokal vollstindiger Durchschnitt ist, dann ist #/f* lokal frei, und wir
haben

x’“@.\'xr(}’wz) ®01~ k(t) = ‘*0"‘0,{(!" 02;);
daher muB in diesem Fall, falls ¢, surjektiv ist, auch die Abbildung
e z1xx17 Dy k(t) = HZy, A 2,) @)

surjektiv sein (siche dazu die Folge (2)).

Mit Hilfe der Sétze iiber Basiswechsel erhidlt man aus (3):

a) pyA zxxr i8t in einer Umgebung von ¢ mit Basiswechsel vertriiglich,

b) @z/r: Op — PN z/xx7 i8t in einer Umgebung von ¢ surjektiv.

Dabei bedeutet b) gerade: Ist Z lokal durch u; = +++ = %p4 =10 definiert, wobei
Uj, .., Uy Tegulire Parameter sind, dann ist das Gleichungssystem

2%(95,0)@:;,,, fi beliebig, k =1,...,m—d, f,=0, k>m—d,
i

stets losbar.

Wir wollen uns jetzt noch speziell mit dem infinitesimalen Fall beschéftigen. Dazu
sei T" = Spec (k[¢]), & = 0. Es seien X, T, Z wie oben angegeben und « ein Morphis-
mus von 7" in T: T 2 T. Wir setzen Z':=Z X7 T' = X X T, und es sei p’ die
Projektion p': Z' — T".

Dann folgt aus a), daB das Diagramm

Paore
Op == PN zxxT
+ +
*0 a*pziT * ‘/V'
&TOp ——> &Py N z/xXT

universell ist.

Ist Spec (k) — Spec (k[e]) der der Projektion k[e] - k entsprechende Morphismus,
80 wird dadurch fiir jedes abgeschlossene Unterschema Z von X X I ein abge-
schlossenes Unterschema Z, von X induziert.

Es sei Z flach iiber I. Wie wir oben gesehen haben, induziert Z einen Morphismus
Pz 6} —)p*./y.g/xxr. Esist @; = k. Indem wir Z das Element ¢1/1(1) € H°(Z, /Z/XXI)
zuordnen, ist ein Element aus H%(Zy, A"z, x) definiert, das wir mit ¢(Z/I) bezeichnen
wollen. Wir haben also fiir ein fixiertes Z, — X einen Morphigmus

@:{Z = X X I|Z flach iiber I, Z n (X X 0) = Zy} - H*Zy, A 7,x)
erhalten.
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Satz ¢ st etn Isomorphismus.

Beweis. 1. Wir wollen zunichst einen Morphismus y in umgekehrter Richtung an-
geben. Dazu sei s € H*Zy, A 5, x) = Hom (F,, Oz)). Wir haben eine Idealgarbe
F in Oxxr = Ox[e] anzugeben, die ein Z — X X I mit den geforderten Eigenschaften
definiert. Es sei Z, = X durch die Idealgarbe #, — Oy definiert. Dann setzen wir

yE) =F ={f+eg|f€Fos(f) =gmod Fo}.

a) Wie man unmittelbar sieht, ist # ein Ideal.

b) AuBerdem ist das Bild der Abbildung #/ef — Ox[e]/eCOx[¢] gleich £, da f gerade
alle Elemente aus #, durchlduft.

¢) Die obige Abbildung ist injektiv. Denn fiir f 4+ ge — 0 ist f = 0, also folgt s(f) = 0
=gmod #, d. h. ge € ¢7.

Somit haben wir vermittels # ein I-flaches Unterschema Z von X X I mit

Z n (X X 0) = Z, definiert.

2. Wir zeigen jetzt, daB gy(s) = s gilt. Dazu sei Z := y(s). Wir erinnern noch einmal
daran, wie

9(Z[I) € HYZ,, N z,x) = Hom (F,, 03,)
definiert ist. Man geht aus von der Abbildung
F >, P*Q} = Ozde = Oy de,
of

fl—)-é;-de.

Wegen
Hom (Ozde, 07) = Oze = Oz,

u > u(de)
ergibt sich aus der obigen Abbildung durch Dualisierung

q’ZIT: 01.8 — Hom (/, 02),

he = (f + ge > hg).
@ war aber gerade bestimmt durch den Wert fiir A = 1, d. h., wir erhalten die Ab-
bildung (Z := y(s))

f+ge>g=s(f),

d. h,, es ist @(Z[I) = s
Damit ist nachgewiesen, daB ¢ surjektiv ist.

3. Wir haben noch zu zeigen, daB ¢ injektiv ist. Es sei also ¢(Z/I) = @(Z’[I), wobei
Z durch # und Z’' durch #' definiert werde. Da aber

8:= @(Z[I) = ¢(Z'[T) = (f > s(f)) € Hom (F¢, 0z,

a(f + eg)
o€

ist mit

8(f) (x) = (2o, 0) = g(2,),
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ergibt sich

I ={f+eglfeFopZ/l) ({f)=gmod f} =S,
dh zZ=2.
Insbesondere erhalten wir aus dem Satz, da ja

{Z <= X X1I|Zflach iiber I, Zy = Z n (X X 0)} = Hilby (I) X gy1us) Zo
= Tangentenraum des Hilbertschemas in Z,
ist, daB H%(Zy, 4 7, x) der Tangentenraum des Hilbertschemas von X in Z, ist.

Wir wollen uns jetzt mit dem eingangs erwiahnten Beispiel beschiftigen. Es sei
C — P3 X H die universelle Familie glatter Kurven in P® mit dem Hilbertpolynom
Qo(t) = 14t — 23 (d. h. Kurven vom Geschlecht 24 und vom Grad 14 in P3). Wir
werden zeigen:

(i) Es gibt cin nichtleeres offenes Unterschema U < H, so daB U,y glatt ist
und dim U = 56.

(i) Es gibt Punkte « € U, in denen der Tangentialraum 7',(U) die Dimension 57
hat.

Hilfssatz 1. Es sei V, = P? eine glatte kubische Fliiche, E eine Gerade auf Vo und H
ein. Hyperebenenschnitt. Dann hat das lineare System |4H + 2E| keine Basispunkte,
die Kurven aus diesem System haben das Hilbertpolynom Q,(t) (in P3).

Beweis. Die letzte Behauptung folgt nach der Adjunktionsformel und aus wy,
= Oy,(—H). Da |4H| 4 2E < |[4H + 2E| ist, konnen héchstens auf F Basispunkte
liegen. Die Folgen

0— 0Oy, 4H + E) — Oy,(4H + 2E) -—){93 ®0Oyp,(4H + 2E) - 0,
=(0x(2)
0 —> Oy, (&H) — Oy(4H + E) > Op ® Op,4H + E) -0

503(3)

und
00— @p-(l) -> @pl(4) = (9;:(4[1) —-0

sind exakt. Hieraus folgt
. HY(V,, Oy,(4H)) = HY(V o, Oy,4H + E)) = 0
un

E - |4H + 2E| = |0g(2)|,
q.e. d.

Nach BErTINIS Siitzen gibt es eine nichtleere offene Teilmenge in [4H + 2E|, die
den glatten Kurven dieses linearen Systems entspricht.

Hilfssatz 2. Ist V, wie oben und Co = V, eine glatte Kurve mit dem Hilbertpolynom
Qo(t), so ist dim |C,| = 37.

Beweis. Nach SERRES Dualititssatz ist dim HX(V,, 0y,(C,)) = 0. Aus der Adjunk-
tionsformel folgt

deg Oc, ® Oy,(Co) = (CF) = 48 + (C, - H) = 60,
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also HY(C,, O¢, @ Oy,(C,)) = 0, woraus wegen der exakten Folge
0 — Oy, — Oy, (Co) > Oc, ® Oy,(Co) > 0

das Verschwinden von Hl( Vo GJV,(CO)) folgt. Nach dem Satz von RiEMANN-RocH
ist

dim |Co| = (C - (C + H))/2 =37,
q.e.d.

Hilfssatz 3. Eine Kurve Cy = P® mit dem Hilbertpolynom Q(t) liegt auf hochstens
etner kubischen Fliche.

Beweis. Die Kurve kann nicht in einer Ebene oder Quadrik liegen, da sich glatte
Kurven vom Geschlecht 24 nicht in P? einbetten lassen. Also ist jede kubische Flache,
die C, enthilt, irreduzibel; der Schnitt zweier solcher Flichen hitte den Grad 9, C,
hat aber den Grad 14.

Hilfssatz 4. Die Menge H' aller t € H, so daf C, auf einer kubischen Fliiche liegt,
ist abgeschlossen in H, ebenso die Menge H' < H' aller t, so daf C, auf einer singu-
liren kubischen Fliche liegt. Ist U' = H' \. H"', 80 1st dim U’ = 56 und Ul glatt. Es
gibt Komponenten von U’, auf denen dim T\ (H) > 56 gilt.

Beweis. Die Idealgarben I, = Kern (Ops — 0;,) sind die Fasern der H-flachen
Idealgarbe I = Kern (Opsxcg — Oc), und die Menge

HN\H ={te H; H'(P% I,3)) = 0}

ist offen, also ist H’ abgeschlossen. Es sei L' = |0ps(3)| und V = P3® X L’ die uni-
verselle Familie aller Divisoren vom Grad 3 in P3, 7" < H' X L' die Menge aller
(¢, 1) mit C; < V,. Offensichtlich ist 7" abgeschlossen in H' X L'; wir betrachten 7"
als reduziertes Unterschema. Nach Hilfssatz 3 ist die Projektion 7" — H’ bijektiv und
projektiv, also ist 7" — H'’ ein Homéomorphismus. Es sei L < L’ die offene Teilmenge
aller glatten kubischen Flichen, 7' = T" n (L X H'); das Bild von T in H' ist eine
offene Teilmenge U’ und entspricht genau den Kurven C,, die auf einer glatten
kubischen Fliche liegen.

Die Fasern der Projektion T — L sind disjunkte Vereinigungen offener Teilmengen
von linearen Systemen |Cy| auf V;, wobei C, eine glatte Kurve mit dem Hilbert-
%olynom Q,(t) ist und auf V; liegt, da auf rationalen Flichen lineare und algebraische

quivalenz iibereinstimmen. Somit ist nach Hilfssatz 2

dim U’ = dim T = dim L + dim |Cy| = dim |0p:(3)| + 37 = 56,

und 7 ist glatt (da L und |Cy| glatt sind).

Wir berechnen schlieBlich d = dim 7',(H) = dim H°(C,, N¢_ps) (N = Normalen-
biindel).

Es sei V, eine glatte kubische Fliche, C, eine glatte Kurve auf ¥V, mit dem Hilbert-
polynom Q,(t), N das Normalenbiindel von C, in P? und N’ das Normalenbiindel in
Vs N" das auf C, eingeschrinkte Normalenbiindel von V, in P®. Dann haben wir
eine kanonische exakte Folge 0 — N’ — N — N"’ — 0 und Isomorphismen

N' =~ 0y,(Cy)) ® Oc, und N" = 0y,(3H) ® O,-

Wie im Beweis von Hilfssatz 2 folgt deg N’ = 60, also H(C,, N') = 0,
dim H°(Cy, N’) = 37 und d = 37 + dim H°(C,, N'') = 56 4 dim H(C,, N"') (wegen
deg N'' = (C, - 3H) = 42). Hieraus berechnet man leicht d =57, wenn C, € |4H + 2E|
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ist. Wihlt man zundchst V, und dann C, € |[4H + 2E| jeweils als allgemeines Ele-
ment, so siecht man, da C, einem allgemeinen Punkt einer Komponente von U’
entspricht (da V, von 19 und C, iiber dem Definitionskérper von (V,, E) von 37
Parametern abhingt). Auf einer solchen Komponente ist also dim 7',(H) > 56.

Da T glatt ist und homéomorph zu U’, ist jede Zusammenhangskomponente von U’
irreduzibel; aus dim HO(P3, I,(3)) = 1 folgt daher, daB p,(I(3)| Uyeq) lokal freie
Untergarbe von py(Opixu: (3)) ist und mit Basiswechsel vertréglich, also eine
flache Familie von kubischen Flichen in P3 X U/, definiert, die C/U/,y enthilt.
Dadurch wird ein zur Projektion T' — U/, inverser Morphismus definiert, also ist
U/.q glatt.

Hilfssatz 5. Das Schema H \\ H"' hat die Dimension 56.

Beweis. Es geniigt, die offene Menge der nicht auf einer kubischen Fliache liegenden
Kurven zu untersuchen. Fiir eine solche Kurve C ist jede sie enthaltende Flache
vom Grad 4 notwendig irreduzibel, und wegen dim |Op:(4)| = 34, dim |O¢, X Ops(4)]
= 32 gibt es ein Biischel solcher Flichen vom Grad 4. Der Basisort dieses Biischels
hat die Form C,, + @, Q eine Kurve vom Grad 2 (wegendeg Cy = 14,deg V - V' = 16).
Nach BERTINIS Satz kann ein allgemeines Element V des Biischels hochstens auf
Cy 4+ @ Singularitdaten haben, und da fiir die Multiplizititen eines Punktes p auf
VoV’
m(p, V) m(p, V') < m(p, Co + Q)

(£3und =1auf Cy\ @, < 2auf @\ Cy)

gilt, hat ¥V hochstens einen isolierten singuliren Punkt p. Dieser ist ein Doppelpunkt
und kann nur auftreten, wenn Q eine Doppelgerade ist. Es sei jetzt V < P? X 8 die
universelle Familie der Flichen vierten Grades und 7 < (H \ H') X 8 die abge-
schlossene Menge aller (¢, 8) mit C;, = V,; dann ist dim (H\N H') S dim 7T — 1
(die Faser von 7' — (H \\ H') in ¢t ist das lineare System der Quartiken durch C,,
also von einer positiven Dimension). Da nicht jede Fliche vierten Grades einen Kegel-
schnitt @ enthilt, ist das Bild der Projektion T' — S von einer Dimension kleiner
als dim 8 = dim |Ops(4)| = 34, die Fasern bestehen aus linearen Systemen |C,|
(da lineare Aquivalenz wieder gleich algebraischer Aquivalenz ist). Nach dem Satz
von RieMANN-RocH ist dim |Cy| = p,(C,y) = 24 (K 3-Flichen!), also dim (H \\ H')
< b7, q.e.d.
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