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100 HEINz-J6RG FITZNER u. a.

weil  ein endlicher Morphismus ist. Nun hat die kanonische Abbildung Q% — 7,24

einen Schnitt, némlich L] - Spur. Somit ist H?(X, &% ® &) in H?(X, r,% ® &)
enthalten, q.e. d. L

Der Satz 1aBt sich nicht fiir den Fall eines Grundkérpers der Charakteristik p < 0
verallgemeinern. So hat beispielsweise MuMFORD?) ein Beispiel dafiir angegeben, in
dem mit unseren Bezeichnungen H(X, %) von Null verschieden ist (X ist eine Flache).
Das liegt daran, daB der Frobeniusendomorphismus auf H'(X, @) nicht injektiv zu
gein braucht. Es wire interessant, Bedingungen dafiir zu finden, daB der Satz iiber
Kérpern mit der Charakteristik p gilt. So kann man sich iiberlegen, daB fiir den Fall
einer Fliche vom allgemeinen Typ genau dann H°(X, 0) = HY (X, 2, ® wy') =0
ist, wenn die Abbildung H(X, Qy) — H(D, 2p) injektiv ist (dabei sei wy = 0Ox(D)
der kanonische Divisor auf X, den wir hier als »very ample‘ voraussetzen). Es bleibt
jedoch offen, fiir welche Flichen diese Bedingung nicht erfiillt ist.

4. Hilbertschema

Wir wollen das vor uns stehende Problem an Hand des affinen Falls erkliren.
Es sei 8 = Spec A4, Proj A[T,, ..., T,] = P* X S der projektive Raum iiber S und

P(t) € Z[t], 8o daB P(m) = ) aq, (’” + ”) fiir m € Z ist, wobei die a, ¢ Z sind und
a, > 0 ist. =0 L4

Wir betrachten den Funktor Q7 = Q aus der Kategorie der S-Schemata in die Kate-
gorie der Mengen (N sei eine feste natiirliche Zahl):

8' > {9 S Oprxs | F = OF)|9  ist S'-flach
und besitzt das Hilbertpolynom P}.

Dabei soll also x(f e(r)) = P(r) fiir die betrachteten Quotientengarben fiir alle r > 0
und fiir alle geometrischen Punkte & von S’ gelten. Da & §'-flach ist, ist xF ¢(r))
auch tatsichlich unabhiingig von dem betrachteten geometrischen Punkt &.

Wir fragen nun, ob der Funktor Q darstellbar ist, d. h, wir suchen ein S-Schema
HP = H und eine universelle Untergarbe 4~ = OF.;},; OF:1, /A ist flach iiber H, so
daB der Morphismus

Homs (Ts H) QQ(T)9
¢:T —>Hv o*N) = A ®g, Or

bijektiv und funktoriell in den S-Schemata T ist. Die Idee fiir die Konstruktion
eines den Funktor @ darstellenden Schemas ist die folgende. Es sei ¢ ¢ Q(S). Dann
ist ¢ Untergarbe von 08, }g = A[T,, ..., T,]¥+'~ und hat daher die Form ¥ = I~,
wobei I homogener Untermodul in A[T,, ..., T,]¥*! = H ist. Wir bezeichnen mit
I(r) bzw. H(r) die Formen vom Grad r aus I bzw. H. Dann ist H(r)/T(r) fiir hin-
reichend groBes r frei vom Rang P(r). Wesentlich ist nun, da man ein numerisches
Polynom F konstruieren kann, so daB H/I~ m-regular ist, m = F(ay, ..., a,), wobei
dg, «.., ay die Koeffizienten des Hilbertpolynoms sind. Daraus folgt, daB fiir alle
homogenen Untermoduln I, fiir die I~ € Q(S) gilt, der Modul H (r)/I(r) frei vom
Rang P(r) fir r = m ist. Dadurch konnen wir, indem wir dem Paar (I(m) = H (m))
die Pliickerkoordinaten zuordnen, ¥ € Q(S) auf einen Punkt der GraBmannschen

1) D. Mumrorp, Pathologies ITI. Amer. J. Math. 89 (1967), 94—104. Die Flache ist allerdings
nicht singularititenfrei.
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Mannigfaltigkeit Grass (P(m), H (m)) abbilden und haben damit eine injektive
Abbildung @s: Q(S) — Grass (P(m), H(m)):: G(S) erhalten (G bezeichnet hierbei
das GraBmannschema). @ ist ein projektives Schema, und um die Darstellbarkeit
von () nachzuweisen, geniigt es zu zeigen, daB durch die ¢g eine abgeschlossene Ein-
bettung ¢ von @ in G induziert wird.

Es sei p ein Punkt von G. Dann entspricht p eincr Inklusion I(m) < H(m), wobei
dim (H(m)/I(m)) = P(m) gilt. Mit I, werde das von I(m) in H erzeugte homogene
Ideal bezeichnet. Dann besteht also das Problem darin, algebraische Bedingungen
dafiir anzugeben, daf}

1. (H/I,.)~ flach iiber 4 jst und
2. (H[I,)~ das Hilbertpolynom P besitzt.

Satz. Der Funktor Q ist durch ein projekiives Schema, das wieder mit Q bezeichnet
werden soll, und eine Q-flache Quotientengarbe Fqo = O} [9q mit dem Hilbert-
polynom P darstellbar.

Beweis. Es sei ¥ € Q(8). Wir betrachten die Sequenz

0—>% - Opils > Opits|9 — 0 0)
und wollen die Quotientengarbe mit*# bezeichnen. Wegen Satz 2 aus Abschnitt 3
wissen wir, daB fiir m > 0 die Garbe 0,5 und die betrachteten & € Q(S) m-regulir
sind. Daraus folgt zusammen mit den Korollaren 1, 2, 4 zum Satz 1 aus Abschnitt 1,
daB die Sequenz

0 — Py (m) — Py(Oprys(m))¥*! — pyeF (m) — 0 (1)
exakt ist.
Wir bezeichnen mit 5 g(m) den ¢s-Modul der Formen vom Grad m in Og[T,, ..., T,].

Es ist py(Opnys(m)) = #5(m) und H#s(m)¥*! >~ 0% mit ¢ + 1 = (N + 1) (n T m)
ist. Damit erhalten wir aus (1) die exakte Sequenz m

0 — p,&(m) > %! > p F (m) — 0. (2)
Es sei p + 1:= P(m) und Grasgs (q, p) der GraBmannfunktor:

Grass (g, p) (S) = {# < 0% | A& kohirent, 0% [N
lokal frei vom Rang p + 1}.

Wegen m > 0 ist rk(py(F (m)) = y(F(m)) = P(m) =p + 1, d. h., es ist p,%(m)
€ Grass (g, p) (S). Andererseits ist ¥ nach Satz 1 aus Abschnitt 3 durch p,%(m)
und damit auch & eindeutig bestimmt. (Es sei etwa § affin: § = Spec 4. Dann ist

@ H(0F:x)5(k)) = A[T,, ..., T4]¥+1.

k=0
Bezeichnet man mit G, den graduierten Untermodul, der iiber A[T,, ..., T,] durch
H"(?(m)) erzeugt wird, so ist ¥ = (G,)~.) Damit haben wir eine Einlagerung Q(S)
< Grass (g, p) () definiert. Aus den Sétzen iiber Basiswechsel folgt, daB diese Ein-
lagerung auch funktoriell ist: @ = Grass (g, p).
Wir wollen noch einma) an die Pliickerkoordinaten erinnern. Der GraBmannfunktor
wird dargestellt durch eine projektive Mannigfaltigkeit
(31

Gg,p) < P
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Dabei wird G(g, p) durch homogene Koordinaten p;, i, 0 <7, <-- <17, =g,
beschrieben, wobei folgendes festgelegt werde: Die iibrigen Koordinaten p;,. ;,
(d. h. solche, fiir die nicht 0 < 7, < --- < 1, < q erfiillt ist) seien dadurch bestimmt,
daB p,..;, alternierend von den Indizes abhingen soll. Es gelten die Pliickerrela-
tionen

v
Z; (= 1) Diy..ipsjoPiseeivenipn = 0
fiir alle Folgen 0 < % < -+ < ipy £ ¢,0 < jo <+ < jpu1 < ¢, durch die Grass (g, p)
definiert wird als abgeschlossenes Unterschema eines projektiven Raumes.
Die Bijektion
Grass (g, p) (8) = Hom (8, &(g, p))

ist lokal folgendermafBen definiert:
Es sei A" € Grass (g, p) (S). Dann ist 4" lokal (iiber 8) durch p + 1 lineare Formen

a0 = zq‘ iy Ty, u;; Funktionen auf 8§, +=0,.., p,
gegeben: =0
N = {(tgy 0 t) € O% | giltoy ..or 8g) = 0,2 =0, ..., p}.
Dann ist lokal w(A#") = p: S — G(g, p) definiert durch die Pliickerkoordinaten

Ugi, Uoiy, « + + Uiy
Ui, u"“ o (o ® ul.-,
DPiy..iy =

Upi, Upiy + o« u,,;,

Diese Definition ist unabhingig von der Auswahl der p + 1 linearen Formen g;,
die 4" definieren, da bei einer anderen Wahl dieser p + 1 linearen Formen die ge-
wonnenen Pliickerkoordinaten sich nur um einen gemeinsamen umkehrbaren Faktor
unterscheiden.

Zum Beweis des Satzes geniigt es also zu zeigen, daB die Injektion @ < Grass (g, p)
eine abgeschlossene Einbettung ist. Der Vorbereitung dieses Beweises dienen die
folgenden Betrachtungen.

Es sei « ein Morphismus: § — G. Da G(g, p) := G den Funktor Grass (g, p) darstellt
und Q < Grass (g, p), hat es Sinn, zu fragen, wann « € Q(S) gilt. Dazu entspreche bei
der Isomorphie Grass (¢, p) (G) = Hom (@, @) der Identitdt auf der rechten Seite
die universelle Garbe 4" — 0%+!. Wegen A~ € Grass (p, q) (@) ist €%'/A" lokal frei
vom Rang p + 1 (es war m > 0). Die Antwort auf die obige Frage gibt nun

Lemma 1. a:8 — G st ein Element von Q(S) genau dann, wenn #s(m + 1)¥+/
Hs(l) a*(A") lokal frei vom Rang m + 1 fiir alle I = O ist.

Beweis. Ist « € Q(S), so ist nach Satz 1 aus Abschnitt 3 die obige Bedingung er-
fiillt. Wir haben noch zu zeigen, daB, wenn ¢ die durch « induzierte Untergarbe
bezeichnet, die Quotientengarbe F = O0.}/¥ das Hilbertpolynom P besitzt und
S-flach ist. ¥ wird durch & folgendermaBen induziert: Es sei f, der Untermodul
von Og[T,, ..., T,]¥+! der durch a*(A4") erzeugt wird. Es ist dann 4 = #3. Da der
homogene Teil vom Grad m + [ von Os[T, ..., T,] gerade

Hsm + YV H5(1) a¥(H) =: F,
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ist, hat Of.;}s/¥ das Hilbertpolynom P, und da &, lokal frei ist, ist # S-flach, d. h.,
es ist a € Q(S).

Bemerkung. Ist N = 0,8 = Spec 4, so ist a*.A4” ein Untermodul von 4A[T,, ..., T},
bestehend aus Formen vom Grad m. Diese Formen definieren ein abgeschlossenes
Unterschema X von P"x 8. Die obige « entsprechende Quotientengarbe # von
(prxs ist dann gerade @y.

LLemma 2. Es sei B ein Noethersches Schema, #y = Og[Ty, ..., Tl My €00 H,-
Modul, der von endlichem Typ und quastkohiirent als Og-Modul ist. Auferdem sei
m ¢ Z und P € Q[t].

Dann existiert ein lokal abgeschlossenes Schema Z < B mit folgenden Eigen-
schaften:

(i) Mot ®p, Oz 18t fiir alle I = 0 iber Oz lokal frei vom Rang P(m + l).
(i) Ist «: S — B ein Morphismus, so daf8 o*# ., lokal fret vom Rang P(m + 1)
iiber O fiir alle [ = 0 st, so laft sich « diber Z faktorisieren.

Lemma 2 folgt aus den Behauptungen:

() U ={teB |kt @, k) S P),n Zmi
ist eine offene Teilmenge von B.

(I1) Zu jedem kohirenten Modul .# vom Rang < r iiber einem Noetherschen
Schema U existiert ein abgeschlossenes Unterschema Z von U mit den
beiden folgenden Eigenschaften
a) M ®g, Oz ist lokal frei vom Rang r.

b) Ist x: S — U ein Morphismus, so daB «*.# lokal frei vom Rang r ist, so
laBt sich « iiber Z faktorigieren.

Wir nehmen an, daB (I) und (II) richtig sind, und betrachten die Garben 4,

iiber der durch (I) definierten offenen Teilmenge U von B, die also wieder ein Noether-

sches Schema ist. Setzt man in (II) 4 = #,,; und r = P(m + 1), so gewinnt man

abgeschlossene Unterschemata Z; von U mit den Eigenschaften a) und b). Da U

Noethersch ist, muB die absteigende Kette der Z(l):= Zy n Z; n -+- n Z; stationdr

werden. Dann besitzt Z(l) = Z(l + 1) = .- =: Z die im Lemma 2 geforderten

Eigenschaften.

Beweis von (I): B ist Vereinigung von endlich vielen disjunkten reduzierten
Unterschemata B; derart, daB .# ®g, 05, flach iiber 8 ist. Da 8 nur endlich viele
Zusammenhangskomponenten besitzt, kann man sich auf die Situation beschrinken,
daB .# bzw. 4, flach iiber § ist, wobei S zusammenhéingend ist. In diesem Fall ist
aber bekannt (siehe Verschwindungssiitze), daB ein n, existiert, so daB fiir n = n,

k(M nt R, k() = z(n, #7) = HP(n, #]):= R(n)

ist (HP(n, %) soll das Hilbertpolynom fiir eine Garbe & bezeichnen). U, sei die
offene Menge

U, = {t € B| rkp( M miv,t Dpn, *(t)) = P(v) firm < v <1},
Dann ist U = N U, und folglich geniigt es zu zeigen, daB die absteigende Folge der

- 120

U, nach endlich vielen Schritten abbricht. Gibt es aber ein 7, = n,, so daB R(n,)
> P(n,) ist, so ist U,, = 0, und die Folge U, ist damit stationér. Ist aber B(n) < P(n)
fiir alle n = ny, so ist U,, = Uppy = -+-.
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Beweis von (II): Da .# kohirent ist, hat man lokal eine Darstellung ¢, — ¢},
— M — 0. Ist x: 8 — U ein Morphismus, so daB a*.# lokal frei ist, so ist in der
exakten Folge 0f ® 05— 0 ® Oy - M %) Os— 0 der erste Homomorphismus
Null, da der zweite Homomorphigmus ein Isomorphismus ist. Das besagt aber, daB
das geforderte abgeschlossene Unterschema Z von U durch das Ideal definiert wird,
welches durch die Koeffizienten erzeugt wird, die den Homomorphismus ¢4, — (7,
induzieren.

Mit Lemma 1 und Lemma 2 ist bewiesen, daB der Funktor Q darstellbar ist und daB
das darstellende Objekt, welches wieder mit Q bezeichnet wird, ein lokal abgeschlos-
senes Unterschema der GraBmannmannigfaltigkeit G ist.

DaB aber @ auch ein abgeschlossenes Unterschema von @ ist, folgt aus

Lemma 3. Es sev C ein eindimensionales reguliires Schema (d. h. cine Kurve), C,
(# O) ein offenes Unterschema, a: Cy — Q, b: C — G Morphismen, so daff das Dia-
gramm

-2

el

kommutativ 1st. Dann existiert etn. Morphismus c: C — Q, so daf das resultierende
Diagramm

C,—=<+Q

1/

kommutativ vst.

Beweis. Durch Lokalisierung gelangt man zu der Situation, daB C = Spec (R),
C, = Spec (R,) ist, wobei R eindimensionaler Ring und f€ R ist. Setzt man
H = R[T,, ..., T,), so ist b (b ist Punkt von G mit Wert in C) derart durch einen
Untermodul M — H(m)¥*! definiert, daB H(m)¥*!/M R-frei ist. Wegen a)gilt fiir alle
1=0,daB .

[H(@) ®r (Hm)Y*!/M)], = Hm + 1}*'[H(E) M,

und frei vom Rang P(m + ) ist. Wegen der Flachheit des Quotientenmoduls gilt
das dann auch fiir ganz Spec (R), und daher gibt es wegen der Universaleigenschaft
von @ einen Morphismus ¢ mit den gewiinschten Eigenschaften, q. e. d.

Bemerkungen.
a) Schrinkt man den Funktor QP(N) auf die Kategorie der S-Schemata ein, d. h.,
es sei in der Kategorie der S-Schemata

SWN) (1) = {(oF < Oty | F = OFLy| o ist T-flach, HP(n, F) = P(n)},

so ist dieser Funktor ebenfalls darstellbar, und aus der Universalititseigenschaft
folgt, daB er durch @?(N) X S dargestellt wird.

b) Eine weitere Verallgemeinerung ergibt sich in der folgenden Weise. Wir betrachten
wieder die Kategorie der S-Schemata. Dort sollen jetzt aber nicht mehr die Unter-
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moduln von €.}, fiir das Schema 7'/S zugrunde gelegt werden. Wir gehen viel-
mehr aus von einem Quotientenmodul § = Of..},, der zueiner Untergarbe X" — 0.}
gehort. Mit &7 werde fiir ein S-Schema T die Garbe & ® g, Or auf P* X T bezeichnet.
Dann definieren wir einen Funktor Q%(&) durch

Q%(&) (T) = (# < 67 | F = &Ep|# ist T-flach, HP(n, F) = P(n)}.

Behauptung. Q%(&) ist darstellbar durch ein abgeschlossenes Unterschema von
Q%(N).

Beweis. Wir bezeichnen den Funktor Q%(N) mit @, und den Funktor Q2(¢) mit Q.
Da sich jeder Quotient von &7 als Quotient von @f.}, darstellen lit, gilt Q < Q,.
Wir haben zu zeigen, daBl Q@ < Q, eine abgeschlossene Einlagerung ist. Dazu sei #°
die universelle Untergarbe von 0.}, mit dem flachen Quotienten & := Opste
(der das Hilbertpolynom P besitzt), die dem Funktor @ zugeordnet ist. £ =& ®g, Oq
ist Quotient von Op..},, und es sei ¥ = Ker (03’.‘;0 —> &¢). Weiterhin sei
I = (X 4 #)/#, und mit ¢ werde die Injektion I < & bezeichnet. Da F# die
universelle Quotientengarbe beziiglich des Funktors @ ist, gilt fiir ein S-Schema 7'

QT) = {u€Qo(T) | (1 X w)* I =@y (1 x u)* F) = 0}.
Hierbei bezeichnet 1 die identische Abbildung von P®. Wir haben weiter oben ge-

sehen, daB fir m >0, wenn wir ¢ = (N + 1) (n —;m setzen, eine Surjektion

Opnyq —> I(m) existiert und g(m) bzw. ¢ eindeutig durch
y: 0% = pyl(m) — pyuF (m)

bestimmt ist. Es ist also (1 X u)* (p) = 0 genau dann, wenn u*(p) = 0 ist, und

wir kénnen damit das Verschwinden von (1 X u)* (@) durch das Verschwinden von y

ausdriicken. Da aber p,.% (m) wegen m > 0 lokal frei ist, wird das Verschwinden von

0% — pyF (m) lokal durch das Verschwinden der Koeffizienten einer Matrixdar-

stellung von y ausgedriickt. Die entsprechenden Gleichungen definieren damit Q als

abgeschlossenes Unterschema von Q,, q. e. d.

¢) Man kann auch von einem projektiven Schema X iiber S ausgehen, eine kohirente

Garbe & auf X fixieren, &7 durch & ®p, T definieren und damit wie in b) einen Funk-

tor Q% (&) auf der Kategorie der S-Schemata erhalten.

Behauptung. Q2(&) ist durch ein projektives S-Schema darstellbar.

Beweis. Wir wiihlen eine solche Uberdeckung {S,} von 8, so daB X | S, < P*x S

ist. Die entsprechenden Funktoren Q% (¢ | 8,) sind nach b) durch projektive Sche-

mata QF (¢ | S,) darstellbar (wir behalten die alte Bezeichnung bei). Infolge der

Universaleigenschaft der Q (& | S,) kann man sie zu einem projektiven S-Schema

Q%(€) zusammenkleben, so daB Q3(&) | S, = Q%.(€ | 8,) ist und QE(&) den be-

trachteten Funktor darstellt, q. e. d.

Insbesondere ergibt sich also daraus: Es existiert eine universelle flache Quotienten-

garbe & von &, (Q = Q{;(ca”’)) mit dem Hilbertpolynom P, und fiir » > 0 ist

(i) Pu(F (n)) lokal frei auf @ vom Rang ¢ — P(n) (hierbei bezeichnet p die
Projektion von X X s @ auf den zweiten Faktor)

und

q
(i) A (pg(F (n)) = &£ ,,very ample* beziiglich S).
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