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induzierten Abbildung e > Y (e ® 1) von

Ext}y (Ox, wps) — H*(P", wps)

ergibt, da Ei/ = 0 fiir j < n — r, also

Ey"— — B C Exty (Ox, wps)

gilt. Das liefert nach (%) mit w = wy eine Paarung 70 ¥:
HY(X, F) @ Extpgd(F, wx) > H*P*, wp»), (k)
und es gilt folgender

Satz (GROTHENDIECK [3]). Ist X € P* rein r-dimensional und Cohen-Macaulaysch,
80 w8t fiir alle q € Z die Paarung (¥x) nicht ausgeartet.

Beweis. Es gilt
Hom(yx(gf, fomapn(ax, —)) = Homwrn(f, —)

auf der Kategorie der Op.-Moduln. Die zu diesen Funktoren gehérige Spektralfolge
ist
Ext}, (#, é'xt%u((vx, —))=> Ext&*:“(.?, -).

Ist Ox Cohen-Macaulaysch, so ist dhpp.(Ox) = n — r, also
éaxl{?Pn(ax, wps) = 0

fiir j 4= n — r, also
Extf (F, wy) = Extb"'“'"(.g‘" ) Wpn) = Ext‘"y;"’.(f s WPn),

und die Behauptung ist damit auf den Serreschen Dualitéitssatz fiir P* reduziert,
q.e.d.

3. Verschwindungssiitze

Zur Konstruktion des Hilbertschemas ist es giinstig, nach einer Idee aus Mum-
FORD [5], Lecture 14, zunichst einige Verschwindungssiitze zu verallgemeinern.

Es gei k ein Korper, P* = Proj Z [T, ..., T,], P2 = P* X Spec (k) und 8§ ein iiber &
algebraisches Schema.

Definition. Eine kohirente Garbe & auf P} heiBt m-regulir, falls
HYPy, F(m — i)) = (0)

fiir alle ¢ > 0 gilt. Eine Familie # von kohirenten Garben auf P} iiber S (d. h. eine
kohirente Garbe & auf P2 xS = P* X 8 heiBt m-regulir, falls F; = (1 X £)* F
fiir jeden geometrischen Punkt & ¢ 8(k) m-regulir ist.
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Satz 1. Es sei F eine kohdrente m-reguliire Garbe auf P* x S und p die Projektion von
P" X 8 auf den zweiten Faktor. Dann gilt:

a) Rp,Flk—1)=0firk=m, >0

(/olglich 18t F auch k-reguliir fiir k = m).

b) ): T,peF (m) = ppF (m + 1)

(/olglwh 18t @ PuZ (k) durch p,F (m)iiber Z[T,, ..., T,)] erzeugt).

Beweis. Basiswechsel fithrt dazu, daB folgendes zu beweisen ist. Es sei S = Spec (k)
und & kohdrente m-regulire Garbe auf P} = Proj k[T, ..., T',]. Dann gilt

a') H{(# (k — 1)) fiir k 2 m, 7 > 0.
b') );O THO(F (m)) = HY(F (m + 1)).

Wir werden den Beweis durch Induktion iiber » fiihren.

Fiir » = 0 gind a’) und b’) offensichtlich. Wir nehmen daher an, da a’) und b’)
fiir n — 1 erfiillt sind.

Es sei k Linearform aus k[T, ..., T,], so daB A ¢ p fiir alle p € Ass (F) gilt. H sei die
entsprechende Hyperebene in P}. Dann ist @pz(1) =~ Op;(H), und die Folge

0— Orx(—1) > 0Opp >0 >0

ist exakt. Da H durch h definiert und H n Ass (¥) = 0 ist, ist der Morphismus
F 2 F(1) =F @ 0r(1) bzw. F(k — 1) B F (k) injektiv. Daher erhalten wir
durch Tensorierung der obigen Sequenz mit & (k) die exakte Sequenz

0>F(k—1)>F(k) > 05 Q F (k) = Fgk) — 0. (1)
Daraus gewinnen wir die exakten Folgen
HYF (k)) > HI(F g(k)) > H*YF (k — 1)).

Wir kénnen daraus schliefen, daBl auch &5 m-regulir ist. Wegen H ~ P! trifft
fiir # g die Induktionsvoraussetzung zu. Daher ist in der Sequenz

N m — i — 1)) > B (F m — ) > B F o — ),

die wir aus (1) gewinnen, neben der ersten Gruppe auch die letzte Gruppe gleich
Null. Damit ist & als (m 4 1)-regulir nachgewiesen. Damit ergibt eine iterative
Anwendung der eben benutzten Methode die Richtigkeit von a’).

Wegen der Induktionsvoraussetzung b’) fiir F 5 ist im folgenden kommutativen
Diagramm 7 surjektiv:

é‘) TH(Fm) > é: T, H(F g(m)
HO(F (m)) 22 H(F (m + 1)) = H(F z(m + 1))

Wegen HY(# (m — 1)) = 0 ist aber auch o surjektiv. Daher ist
YIm (u)) = HY(F g(m + 1)),
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bzw. HYF (m + 1)) wird von hH(F (m)) und von Im (u) erzeugt. Esist aber hH(# (m))
C Im (u). Damit ist also

Y T,HYF (m)) = HY(F (m + 1))

v=0
gezeigt, q.e.d.
Bemerkung. Essei 0 > 4% — & — &F — 0 eine exakte Folge von kohérenten flachen
Garben iiber P" X S und ¥ m-regulir. Dann ergibt sich unmittelbar aus der abge-

leiteten Kohomologiesequenz, dall 6 genau dann m-regulir ist, wenn & m-regulir
ist.

Satz 2. Es seien F und & kohiirente S-flache Garben auf P* X S und F < &. Weiterhin
seten ay, ..., a, durch das Hilbertpolynom

2F m) = Y (m j_ 7.)

von F bestimmit. Es existiert evn Polynom F(t,, ..., t,) € @[t,, ..., t,], unabhingig von F,
so daf F m-reguliir fiir m = F(ag, ..., a,) 1st.

Beweis. Basiswechsel fithrt wieder dazu, daB der Satz fiir S = Spec (k) zu be-
weisen ist. Der Beweis wird durch vollstindige Induktion gefiihrt. Da fiir n =0
alles offensichtlich ist, konnen wir annehmen, da8 Satz 2 fiir n — 1 richtig ist.

Um die Reduktion von n auf n — 1 durchfiihren zu kénnen, suchen wir wieder eine
geeignete Hyperebene H (=~ P;7~!) in P}. Da fiir eine kohérente Garbe # die Menge
Ass ./ endlich ist, ist also auch Ass (§') u Ass (6/#) endlich, und daher gibt es eine
Hyperebene H mit H n Ass (&) u (Ass (é’/.?)) =d. Ed sei Fg:=F ® Op,
6g:= & ® O und H durch die Linearform h € k [T, ..., T,] definiert.

Aus

0 — Opx(—1) 224 Opz > O — 0 (1)
folgt TO!‘?P:((UH, &|F) = 0, da wegen der obigen Wahl von H bzw. h gerade erreicht
wird, daB & kein Nullteiler in &# bzw. &/ ist. Damit folgt aus

0>F >6—>E|F -0

durch Tensorierung mit @g, daB & g kohirente Untergarbe von &g ist. Aus (1) er-
geben sich wieder wie beim Beweis von Satz 1 fiir jedes m die exakten Folgen

0>Fm)>F(m+1)—>Fgm+ 1) —>0. (2)
Damit ist
2 Falm + 1)) = fFm + 1)) — y(F(m))
=fai [(m +1.f+ 1) _ (m-l-—z)] =:‘51¢s‘+1 (m—.{-i)’
i=0 1 7 . i=0 )

und nach Induktionsvoraussetzung existiert ein Polynom @, unabhingig von &g,
so daB die kohirente Untergarbe F g von &5 G(a,, ..., a,)-regulir ist. Wir setzen
m, = G(ay, ..., a,). Dann ergibt sich aus (2) fir m = m, — 2

0 - HY(F (m)) > HY(F (m + 1)) =22y HY(F g(m + 1))
— HY(F (m)) > HYF (m + 1)) >0 (3)

7 Beitrage gur Algebra 7



98 HEeIxz-J6rG FITZNER u. a.

bzw. firt:=2undm=m, — 1
0 — HY# (m)) - H{F (m + 1)) > 0. )

Aus (4) folgt H{# (m — 7)) = O fiir 7 = 2, da ja nach einem Theorem von SERRE
HY{# (m)) = 0 fiir m>0 und 7 = 1 ist. Das bedeutet, daB beziiglich H?2, H3, ...
die Garbe & m,-regulir ist. Daher haben wir jetzt H' zu untersuchen. Da es nach
(3) einen surjektiven Morphismus H(F (m)) — H(& (m + 1)) gibt, ist

dim HY(& (m)) = dim H{(F (m + 1)). (5)
Es sei my := m, + dim H{F (m, — 1)), und wir behaupten, daB F m,-reguliir ist.
Da nach dem Obigen HY(# (my — 7)) = 0 ist fiir ¢ = 2, ist noch HYF(@m, — 1)) =0
zu zeigen. Das folgt aber aus dem folgenden Sachverhalt: Ir (5) kann das Gleich-
heitszeichen genau dann gelten, wenn dim H 1(.9' (m)) = 0 ist.

Beweis. Da H! (% (m)) = Oist fiir m > 0, geniigt es zu zeigen, daB aus dim H(F (m))
= dim H{(F (m + 1))

dim HY(# (m + 1)) = dim HY(F (m + 2))
folgt. Aus (3) folgt aber, daB dim HY# (m)) = dim HY(F (m + 1)) fir m > my — 2
genau dann gilt, wenn l,,, surjektiv ist. Damit ist also zu zeigen, daB I,,, surjektiv

ist, falls [,,,, surjektiv ist.
Dazu betrachten wir das folgende kommutative Diagramm:

HY(&F (m + 1)) ® HO(Op(1)) —> HY(F (m + 2))

P llmn

HY(F g(m + 1)) @ HY(Og(1)) > HY(F g(m + 2))

q ist surjektiv infolge der Induktionsvoraussetzung fiir # 5 (und Satz 1), und p ist
surjektiv, da l,,,, surjektiv vorausgesetzt wurde. Daher ist g o p surjektiv und deshalb
auch 7,.q.

Damit haben wir gezeigt, daB % (m, + dim HY{(#F(m, — 1)))-regu1§.r ist. Wegen
m, = GQ(ay, ..., a,) geniigt es jetzt zum vollstindigen Beweis von Satz 2,
HY(# (m, — 1)) durch den Wert eines entsprechenden Polynoms H an der Stelle
(@gs + ++» @y, m;) abzuschitzen:
dim HY# (my — 1)) = dim H(F (m, — 1)) — z(F (m, — 1))
< dim HY(&(m;, — 1)) — (& (m, — 1))
< H(ag, - .., ap,my) = H(ag, ..., @, G(ay, ..., @)
Damit hat also das Polynom
Fltay «oostn) = Qlbyy coes ta) + H(bs +oes bns Gllss -+ £a))
die im Satz geforderten Eigenschaften.
Zum AbschluB dieses Abschnitts erwihnen wir den Verschwindungssatz von Ko-
DAIRA:

Satz. Es set X eine singularititenfreie algebraische Mannigfaltigkeit iiber dem Korper
der komplexen Zahlen C und £~ ein amples Linienbiindel. Dann gilt HY(X, 2 ¥ £)
= (0) fiir p + q < dim X (dabet ist Q° die Garbe der p-Differentialformen auf X).
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Beweis. Wir fiihren den Beweis mit vollstindiger Induktion iiber die Dimension
von X. Ist X eine Kurve, so ist der Satz klar (es kommt dabei ja nur darauf an zu
zeigen, daB HO(X, #) = (0) ist. Wir nehmen zunichst einmal an, daB £-! ,very
ample ist. Dann existiert ein effektiver und nichtsinguldrer Divisor D mit Ox(D)
= #-1. Nach dem Satz von BERTINI kénnen wir annehmen, daB D irreduzibel ist.
Fir &' :=% ® 0p gilt dann H?(D,Q* ® &£') = (0) fir p+¢g<dimX — 1
(Induktionsvoraussetzung). Wir betrachten nun die exakten Sequenzen

0>2 R ¥ % > X 0,0, (1)
0% -0y ®0p—>02p—0. (2)

Aus der zweiten erhalten wir
0> % - & ®0Op—~> 2 —0. (3)
Aus (1) und (3) erhalten wir die exakte Kohomologiesequenz

H?(D, @)

Pt

HY (X, & @ @) — HP(X, 2%) 22+ HY(D, 2% @ Op)

I

H?(D, %' ® £')

dabei ist g, die durch die Einschrinkung induzierte kanonische Abbildung. Nach
Induktionsvoraussetzung ist @, Isomorphismus fiir p 4+ ¢ < dim X — 1 und in-
jektiv fiir p 4+ ¢ = dim X — 1. Aus der exakten Sequenz folgt die Behauptung,
wenn wir nachweisen kénnen, daB g, auch Isomorphismus fiir p 4 ¢ =dim X — 1
und injektiv fiir p + ¢ = dim X — 1 ist.

Wiihrend bisher der Beweis rein algebraisch verlief, benutzen wir nun transzendente
Hilfsmittel. ‘

(1) Satz von LEFscHETZ iiber Hyperebenenschnitte : Es seien X, D wie zuvor; dann vst
die kanonische Abbildung

HYX, C) > HYD, C)

ein Isomorphismus fiir v < n — 1 und injektiv fiir  =n — 1.
(2) Hodge-Zerlegung:

HYX,C)~ @ H?(X, %)

ptg=i
(1) und (2) liefern nun genau die Bedingungen fiir g,.

Es bleibt nun noch zu zeigen, daB wir uns stets an den Fall einer ,,very amplen‘¢
Garbe beschrinken kénnen. Es sei nun n eine natiirliche Zahl, so da #-* ,,very

ample” ist. Dann existiert eine n-fach zyklische Uberlagerung X' —— X, so daB
r*#-1  very ample® ist. Dann ist

H/(X', & @ 1*2) =~ HY (X, 1,2 @ &),

T*
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