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III. Technik

In diesem Kapitel bringen wir einige allgemeine, fiir viele Konstruktionen grund-
legende Techniken, die spiter benotigt werden bzw. teilweise schon in Kapitel I
benutzt wurden. AuBerdem wird ein Beispiel von MuMFORD gebracht, das zeigt,
daB das Hilbertschema im allgemeinen nicht reduziert ist.

Die Literaturangaben beziehen sich auf das Literaturverzeichnis in Teil I dieser
Arbeit. ‘

1. Basiswechsel und Folgerungen

Unter einer algebraischen Familie verstehen wir einen flachen algebraischen Morphis-
mus V — T. Dabei spielt 7' die Rolle eines Parameterraumes, und die geometrischen
Fasern V, = V x 1 Spec (k) (wobei ¢: Spec (k) — T' ein geometrischer Punkt ist) sind
die Elemente der Familie.

Ist F eine Oy-Modulgarbe, so bezeichnen wir mit #, die Oy,-Modulgarbe F ®r k
= (1 X t)* & ; allgemeiner sei fiir jeden Morphismus h:S — T mit Fs die Garbe
F ®p 0g = (1 X h)*F auf Vg = V X7 8 bzeichnet, mit ps die Projektion V5 — S.
Es interessiert das Verhalten der Kohomologie H*(V,, #,) bei variablem ¢; die
diesbeziiglichen Resultate stammen von GROTHENDIECK (vgl. [2], Kap. III, § 7),
fiir den analytischen Fall von GRAUERT.

Eine leichter zugiingliche Darstellung findet man bei Mumrorp [5], Lecture 7,
und [6], § 6. Generell werde & als T-flache kohirente Garbe auf V vorausgesetzt,
ferner sei V — T eigentlich und 7' Noethersch. Dann sind die folgenden Resultate
(1) bis (4) die grundlegenden Fakten iiber Bagiswechsel:

(1) Rip.F ist eine kohiirente Garbe auf T'; fiir jedes T-Schema S — T gibt
es einen kanonischen Morphismus (,,Basiswechsel*)

(R¥peF)s — RY(ps)s (F5)

(induziert kozyklenweise durch die Abbildungen & (U) — % 5(Uj) fiir offene
U < V oder auf Grund der Theorie der §-Funktoren).
Insbesondere erhilt man fiir ¢ € 7 Morphismen

(RpeF) @ k(t) > HI(V, F).
(2) Fiir gegebenes g € Z gilt: Die Menge T, aller ¢ € T, so daB
quof @ k(t) —)H'(V‘, f‘)

surjektiv ist, ist offen. Fiir jeden beliebigen Morphismus g: § — T' mit
g(8) < T, ist dann

(RIpeF)s — RI(ps)s (Fs)

ein Isomorphismus.
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(3) Auf dem offenen Unterschema T, n T,_, (d. h., wenn
surjektiv fiir j =¢ — 1 und ¢ ist) ist R%p«F lokal frei, und Ty n T,
ist als Teilmenge von T', dadurch charakterisiert.
Die Aussagen (2) und (3) erhidlt man, indem man zeigt, daB man den Komplex
C*(U, #) der alternierenden Cechschen Koketten beziiglich einer affinen Zariski-
offenen Uberdeckung {U — V} (wobei wir o. B. d. A. T' = Spec (4) als affin annehmen
konnen) durch einen endlichen projektiven Komplex K* = (K°® — K — ... — K")
ersetzen kann, so daB fiir jedes affine T-Schema S = Spec (B) - T

H*(Vs, F5) = HP(K* ®4 B)

gilt (vgl. Mumrorp [6], § 5). Hieraus folgt weiterhin unmittelbar
(4) a) Die Funktion ¢+ h9(%F,) = dim HY(V,, #,) ist halbstetig in dem Sinne,
daB {t | h9(F,) < r fiir alle r € Z} in T offen ist.
b) Die Funktion ¢ > y(F,) = J (— 1)9 hY(F,) ist stetig auf T
q=0

() Das offene Unterschema T; = {t | h%*}(F,) = 0} ist in T, enthalten, und
es ist
T, = T — U supp Rip.F.
i>q

Beweis. Es ist T; & T,,,, und daher ist auf T; nach (2) und dem Lemma von
NagaYaMA R%*1p.#F = 0, also lokal frei. Nach (3) ist T'py; n T’y die Teilmenge von
T4iy, auf der R*1p.F lokal frei ist. Also ist T; & Toyy n Ty & T Fiir n> 0 ist
H™\(V,, F,) =0 fiir alle ¢, also T =T, = T, (und somit H*(V,, #;) = 0), also
T=T, ,< Ty, usw.

(6) Ist T reduziert und irreduzibel, so ist die Funktion ¢ — h9(& ;) genau dann
konstant, wenn T =T, und R%.# lokal frei ist. In diesem Fall ist
Tq—l = T.

Beweis. Esseit > h9(#,) konstant ; aus T' = T, folgt dann (nach (2) und dem Lemma
von NARAYAMA) leicht, daB R9p«# lokal frei vom Rang h9(F ) ist.

Wir wollen daher zeigen, daB 7T = T, gilt. Offensichtlich ist 7', nicht leer, da der
allgemeine Punkt von 7' darin enthalten ist. Wir konnen durch Lokalisierung an-
nehmen, daB 7 Spektrum eines lokalen Ringes A ist und 7, & T das punktierte
Spektrum Spec (4) — {m,} enthilt. Der lokale Ring 4 wird durch einen diskreten
Bewertungsring B dominiert. Ist k (bzw. k') der Restklassenkorper von 4 (bzw. B),
u ein Primelement von B, so ist folgendes Diagramm kommutativ:

[HY(V,F) Quk] @ek’ —> H(V, F [y F) ik’
¥ ¢
Hc(VB, fn) ®Bk’ e H'(Vn.fnllkfx)

Um zu zeigen, daB 7, =T, d. h. m, € T, ist, geniigt es offensichtlich, daB der
untere Pfeil surjektiv ist. Aus der exakten Folge

0—).?3—)}3—).9—3/%9-’-)0 (*)
erhalten wir

HY(Vp, F35) Qs k' © HUV 3, F p[uF p),
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und weil 29(F,) konstant ist, muB somit
HY(Vp, ) @ k' =~ HY(Vp, F p[uF p)

sein, woraus T = T, folgt. Insbesondere ist dann H9(Vp, Fp) frei, und aus ()

folgt
H*Y(V3, #5) s k' =~ H"'(Vp, F p/uF p)

und analog wie oben 7' = T',_;, q. e. d.

(7 (,,See-saw-Theorem*; vgl. Mumrorp [6], § 10.) Ist ¥ -2 S eigentlich und
flach, # eine umkehrbare Garbe auf ¥, so gibt es ein abgeschlossenes Unter-
schema Z — T, das durch folgende Eigenschaften eindeutig charakterisiert ist :

a) & ist von der Form p}.#, # eine umkehrbare Garbe auf Z.

b) Ist 8 — T derart, daBl £s von der Form p$A4~ ist, &~ eine umkehrbare
Garbe auf 8, 8o zerlegt sich § >TinS - Z o T.

Die Z zugrunde liegende Punktmenge besteht also aus allen Punkten ¢ € T, in denen
&, trivial ist.

2. Dualitét tiir K ohomologie quasikohirenter Garben

Im folgenden sei k ein fester Grundkérper, P* der n-dimensionale projektive Raum
iiber ¥ und

wpnr = .Q;.”,g 0’»\.

Ist X ein beliebiges projektives Schema, sind r > ¢ natiirliche Zahlen und ist w
eine 0x-Modulgarbe, so liefert die Yonedainterpretation von Ext eine bilineare
Abbildung

HY(X, F) ® Exlig I(F, 0) = H'(X, 0). (*)
Fiir X = P*, o = wpr, ist das nach Resultaten von J.-P. SERRE!) eine vollstindige
Paarung (und H'(P', wpr) =< k).
Fiir ein r-dimensionales abgeschlossenes Cohen-Macaulaysches Unterschema X — P*
sei

wxi= Exlg (Ox, wp);
dann gibt es einen kanonischen Morphismus

H'(X, wr) =+ H*P*, ops),
der sich aus der Spektralfolge

E§i:= H'(P*, &xt!(0x, wps)) = Ext;';'i (Ox, wpn)
und der durch

Exty_ (0x, ops) ® HY(P*, Ox) = H*(P*, wp»)

1) J.-P. SERRE, Faisceaux algébriques cohérents. Ann. Math. 61 (1955), 197 —278.
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induzierten Abbildung e > Y (e ® 1) von

Ext}y (Ox, wps) — H*(P", wps)

ergibt, da Ei/ = 0 fiir j < n — r, also

Ey"— — B C Exty (Ox, wps)

gilt. Das liefert nach (%) mit w = wy eine Paarung 70 ¥:
HY(X, F) @ Extpgd(F, wx) > H*P*, wp»), (k)
und es gilt folgender

Satz (GROTHENDIECK [3]). Ist X € P* rein r-dimensional und Cohen-Macaulaysch,
80 w8t fiir alle q € Z die Paarung (¥x) nicht ausgeartet.

Beweis. Es gilt
Hom(yx(gf, fomapn(ax, —)) = Homwrn(f, —)

auf der Kategorie der Op.-Moduln. Die zu diesen Funktoren gehérige Spektralfolge
ist
Ext}, (#, é'xt%u((vx, —))=> Ext&*:“(.?, -).

Ist Ox Cohen-Macaulaysch, so ist dhpp.(Ox) = n — r, also
éaxl{?Pn(ax, wps) = 0

fiir j 4= n — r, also
Extf (F, wy) = Extb"'“'"(.g‘" ) Wpn) = Ext‘"y;"’.(f s WPn),

und die Behauptung ist damit auf den Serreschen Dualitéitssatz fiir P* reduziert,
q.e.d.

3. Verschwindungssiitze

Zur Konstruktion des Hilbertschemas ist es giinstig, nach einer Idee aus Mum-
FORD [5], Lecture 14, zunichst einige Verschwindungssiitze zu verallgemeinern.

Es gei k ein Korper, P* = Proj Z [T, ..., T,], P2 = P* X Spec (k) und 8§ ein iiber &
algebraisches Schema.

Definition. Eine kohirente Garbe & auf P} heiBt m-regulir, falls
HYPy, F(m — i)) = (0)

fiir alle ¢ > 0 gilt. Eine Familie # von kohirenten Garben auf P} iiber S (d. h. eine
kohirente Garbe & auf P2 xS = P* X 8 heiBt m-regulir, falls F; = (1 X £)* F
fiir jeden geometrischen Punkt & ¢ 8(k) m-regulir ist.
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Satz 1. Es sei F eine kohdrente m-reguliire Garbe auf P* x S und p die Projektion von
P" X 8 auf den zweiten Faktor. Dann gilt:

a) Rp,Flk—1)=0firk=m, >0

(/olglich 18t F auch k-reguliir fiir k = m).

b) ): T,peF (m) = ppF (m + 1)

(/olglwh 18t @ PuZ (k) durch p,F (m)iiber Z[T,, ..., T,)] erzeugt).

Beweis. Basiswechsel fithrt dazu, daB folgendes zu beweisen ist. Es sei S = Spec (k)
und & kohdrente m-regulire Garbe auf P} = Proj k[T, ..., T',]. Dann gilt

a') H{(# (k — 1)) fiir k 2 m, 7 > 0.
b') );O THO(F (m)) = HY(F (m + 1)).

Wir werden den Beweis durch Induktion iiber » fiihren.

Fiir » = 0 gind a’) und b’) offensichtlich. Wir nehmen daher an, da a’) und b’)
fiir n — 1 erfiillt sind.

Es sei k Linearform aus k[T, ..., T,], so daB A ¢ p fiir alle p € Ass (F) gilt. H sei die
entsprechende Hyperebene in P}. Dann ist @pz(1) =~ Op;(H), und die Folge

0— Orx(—1) > 0Opp >0 >0

ist exakt. Da H durch h definiert und H n Ass (¥) = 0 ist, ist der Morphismus
F 2 F(1) =F @ 0r(1) bzw. F(k — 1) B F (k) injektiv. Daher erhalten wir
durch Tensorierung der obigen Sequenz mit & (k) die exakte Sequenz

0>F(k—1)>F(k) > 05 Q F (k) = Fgk) — 0. (1)
Daraus gewinnen wir die exakten Folgen
HYF (k)) > HI(F g(k)) > H*YF (k — 1)).

Wir kénnen daraus schliefen, daBl auch &5 m-regulir ist. Wegen H ~ P! trifft
fiir # g die Induktionsvoraussetzung zu. Daher ist in der Sequenz

N m — i — 1)) > B (F m — ) > B F o — ),

die wir aus (1) gewinnen, neben der ersten Gruppe auch die letzte Gruppe gleich
Null. Damit ist & als (m 4 1)-regulir nachgewiesen. Damit ergibt eine iterative
Anwendung der eben benutzten Methode die Richtigkeit von a’).

Wegen der Induktionsvoraussetzung b’) fiir F 5 ist im folgenden kommutativen
Diagramm 7 surjektiv:

é‘) TH(Fm) > é: T, H(F g(m)
HO(F (m)) 22 H(F (m + 1)) = H(F z(m + 1))

Wegen HY(# (m — 1)) = 0 ist aber auch o surjektiv. Daher ist
YIm (u)) = HY(F g(m + 1)),
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bzw. HYF (m + 1)) wird von hH(F (m)) und von Im (u) erzeugt. Esist aber hH(# (m))
C Im (u). Damit ist also

Y T,HYF (m)) = HY(F (m + 1))

v=0
gezeigt, q.e.d.
Bemerkung. Essei 0 > 4% — & — &F — 0 eine exakte Folge von kohérenten flachen
Garben iiber P" X S und ¥ m-regulir. Dann ergibt sich unmittelbar aus der abge-

leiteten Kohomologiesequenz, dall 6 genau dann m-regulir ist, wenn & m-regulir
ist.

Satz 2. Es seien F und & kohiirente S-flache Garben auf P* X S und F < &. Weiterhin
seten ay, ..., a, durch das Hilbertpolynom

2F m) = Y (m j_ 7.)

von F bestimmit. Es existiert evn Polynom F(t,, ..., t,) € @[t,, ..., t,], unabhingig von F,
so daf F m-reguliir fiir m = F(ag, ..., a,) 1st.

Beweis. Basiswechsel fithrt wieder dazu, daB der Satz fiir S = Spec (k) zu be-
weisen ist. Der Beweis wird durch vollstindige Induktion gefiihrt. Da fiir n =0
alles offensichtlich ist, konnen wir annehmen, da8 Satz 2 fiir n — 1 richtig ist.

Um die Reduktion von n auf n — 1 durchfiihren zu kénnen, suchen wir wieder eine
geeignete Hyperebene H (=~ P;7~!) in P}. Da fiir eine kohérente Garbe # die Menge
Ass ./ endlich ist, ist also auch Ass (§') u Ass (6/#) endlich, und daher gibt es eine
Hyperebene H mit H n Ass (&) u (Ass (é’/.?)) =d. Ed sei Fg:=F ® Op,
6g:= & ® O und H durch die Linearform h € k [T, ..., T,] definiert.

Aus

0 — Opx(—1) 224 Opz > O — 0 (1)
folgt TO!‘?P:((UH, &|F) = 0, da wegen der obigen Wahl von H bzw. h gerade erreicht
wird, daB & kein Nullteiler in &# bzw. &/ ist. Damit folgt aus

0>F >6—>E|F -0

durch Tensorierung mit @g, daB & g kohirente Untergarbe von &g ist. Aus (1) er-
geben sich wieder wie beim Beweis von Satz 1 fiir jedes m die exakten Folgen

0>Fm)>F(m+1)—>Fgm+ 1) —>0. (2)
Damit ist
2 Falm + 1)) = fFm + 1)) — y(F(m))
=fai [(m +1.f+ 1) _ (m-l-—z)] =:‘51¢s‘+1 (m—.{-i)’
i=0 1 7 . i=0 )

und nach Induktionsvoraussetzung existiert ein Polynom @, unabhingig von &g,
so daB die kohirente Untergarbe F g von &5 G(a,, ..., a,)-regulir ist. Wir setzen
m, = G(ay, ..., a,). Dann ergibt sich aus (2) fir m = m, — 2

0 - HY(F (m)) > HY(F (m + 1)) =22y HY(F g(m + 1))
— HY(F (m)) > HYF (m + 1)) >0 (3)

7 Beitrage gur Algebra 7
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bzw. firt:=2undm=m, — 1
0 — HY# (m)) - H{F (m + 1)) > 0. )

Aus (4) folgt H{# (m — 7)) = O fiir 7 = 2, da ja nach einem Theorem von SERRE
HY{# (m)) = 0 fiir m>0 und 7 = 1 ist. Das bedeutet, daB beziiglich H?2, H3, ...
die Garbe & m,-regulir ist. Daher haben wir jetzt H' zu untersuchen. Da es nach
(3) einen surjektiven Morphismus H(F (m)) — H(& (m + 1)) gibt, ist

dim HY(& (m)) = dim H{(F (m + 1)). (5)
Es sei my := m, + dim H{F (m, — 1)), und wir behaupten, daB F m,-reguliir ist.
Da nach dem Obigen HY(# (my — 7)) = 0 ist fiir ¢ = 2, ist noch HYF(@m, — 1)) =0
zu zeigen. Das folgt aber aus dem folgenden Sachverhalt: Ir (5) kann das Gleich-
heitszeichen genau dann gelten, wenn dim H 1(.9' (m)) = 0 ist.

Beweis. Da H! (% (m)) = Oist fiir m > 0, geniigt es zu zeigen, daB aus dim H(F (m))
= dim H{(F (m + 1))

dim HY(# (m + 1)) = dim HY(F (m + 2))
folgt. Aus (3) folgt aber, daB dim HY# (m)) = dim HY(F (m + 1)) fir m > my — 2
genau dann gilt, wenn l,,, surjektiv ist. Damit ist also zu zeigen, daB I,,, surjektiv

ist, falls [,,,, surjektiv ist.
Dazu betrachten wir das folgende kommutative Diagramm:

HY(&F (m + 1)) ® HO(Op(1)) —> HY(F (m + 2))

P llmn

HY(F g(m + 1)) @ HY(Og(1)) > HY(F g(m + 2))

q ist surjektiv infolge der Induktionsvoraussetzung fiir # 5 (und Satz 1), und p ist
surjektiv, da l,,,, surjektiv vorausgesetzt wurde. Daher ist g o p surjektiv und deshalb
auch 7,.q.

Damit haben wir gezeigt, daB % (m, + dim HY{(#F(m, — 1)))-regu1§.r ist. Wegen
m, = GQ(ay, ..., a,) geniigt es jetzt zum vollstindigen Beweis von Satz 2,
HY(# (m, — 1)) durch den Wert eines entsprechenden Polynoms H an der Stelle
(@gs + ++» @y, m;) abzuschitzen:
dim HY# (my — 1)) = dim H(F (m, — 1)) — z(F (m, — 1))
< dim HY(&(m;, — 1)) — (& (m, — 1))
< H(ag, - .., ap,my) = H(ag, ..., @, G(ay, ..., @)
Damit hat also das Polynom
Fltay «oostn) = Qlbyy coes ta) + H(bs +oes bns Gllss -+ £a))
die im Satz geforderten Eigenschaften.
Zum AbschluB dieses Abschnitts erwihnen wir den Verschwindungssatz von Ko-
DAIRA:

Satz. Es set X eine singularititenfreie algebraische Mannigfaltigkeit iiber dem Korper
der komplexen Zahlen C und £~ ein amples Linienbiindel. Dann gilt HY(X, 2 ¥ £)
= (0) fiir p + q < dim X (dabet ist Q° die Garbe der p-Differentialformen auf X).
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Beweis. Wir fiihren den Beweis mit vollstindiger Induktion iiber die Dimension
von X. Ist X eine Kurve, so ist der Satz klar (es kommt dabei ja nur darauf an zu
zeigen, daB HO(X, #) = (0) ist. Wir nehmen zunichst einmal an, daB £-! ,very
ample ist. Dann existiert ein effektiver und nichtsinguldrer Divisor D mit Ox(D)
= #-1. Nach dem Satz von BERTINI kénnen wir annehmen, daB D irreduzibel ist.
Fir &' :=% ® 0p gilt dann H?(D,Q* ® &£') = (0) fir p+¢g<dimX — 1
(Induktionsvoraussetzung). Wir betrachten nun die exakten Sequenzen

0>2 R ¥ % > X 0,0, (1)
0% -0y ®0p—>02p—0. (2)

Aus der zweiten erhalten wir
0> % - & ®0Op—~> 2 —0. (3)
Aus (1) und (3) erhalten wir die exakte Kohomologiesequenz

H?(D, @)

Pt

HY (X, & @ @) — HP(X, 2%) 22+ HY(D, 2% @ Op)

I

H?(D, %' ® £')

dabei ist g, die durch die Einschrinkung induzierte kanonische Abbildung. Nach
Induktionsvoraussetzung ist @, Isomorphismus fiir p 4+ ¢ < dim X — 1 und in-
jektiv fiir p 4+ ¢ = dim X — 1. Aus der exakten Sequenz folgt die Behauptung,
wenn wir nachweisen kénnen, daB g, auch Isomorphismus fiir p 4 ¢ =dim X — 1
und injektiv fiir p + ¢ = dim X — 1 ist.

Wiihrend bisher der Beweis rein algebraisch verlief, benutzen wir nun transzendente
Hilfsmittel. ‘

(1) Satz von LEFscHETZ iiber Hyperebenenschnitte : Es seien X, D wie zuvor; dann vst
die kanonische Abbildung

HYX, C) > HYD, C)

ein Isomorphismus fiir v < n — 1 und injektiv fiir  =n — 1.
(2) Hodge-Zerlegung:

HYX,C)~ @ H?(X, %)

ptg=i
(1) und (2) liefern nun genau die Bedingungen fiir g,.

Es bleibt nun noch zu zeigen, daB wir uns stets an den Fall einer ,,very amplen‘¢
Garbe beschrinken kénnen. Es sei nun n eine natiirliche Zahl, so da #-* ,,very

ample” ist. Dann existiert eine n-fach zyklische Uberlagerung X' —— X, so daB
r*#-1  very ample® ist. Dann ist

H/(X', & @ 1*2) =~ HY (X, 1,2 @ &),

T*
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weil  ein endlicher Morphismus ist. Nun hat die kanonische Abbildung Q% — 7,24

einen Schnitt, némlich L] - Spur. Somit ist H?(X, &% ® &) in H?(X, r,% ® &)
enthalten, q.e. d. L

Der Satz 1aBt sich nicht fiir den Fall eines Grundkérpers der Charakteristik p < 0
verallgemeinern. So hat beispielsweise MuMFORD?) ein Beispiel dafiir angegeben, in
dem mit unseren Bezeichnungen H(X, %) von Null verschieden ist (X ist eine Flache).
Das liegt daran, daB der Frobeniusendomorphismus auf H'(X, @) nicht injektiv zu
gein braucht. Es wire interessant, Bedingungen dafiir zu finden, daB der Satz iiber
Kérpern mit der Charakteristik p gilt. So kann man sich iiberlegen, daB fiir den Fall
einer Fliche vom allgemeinen Typ genau dann H°(X, 0) = HY (X, 2, ® wy') =0
ist, wenn die Abbildung H(X, Qy) — H(D, 2p) injektiv ist (dabei sei wy = 0Ox(D)
der kanonische Divisor auf X, den wir hier als »very ample‘ voraussetzen). Es bleibt
jedoch offen, fiir welche Flichen diese Bedingung nicht erfiillt ist.

4. Hilbertschema

Wir wollen das vor uns stehende Problem an Hand des affinen Falls erkliren.
Es sei 8 = Spec A4, Proj A[T,, ..., T,] = P* X S der projektive Raum iiber S und

P(t) € Z[t], 8o daB P(m) = ) aq, (’” + ”) fiir m € Z ist, wobei die a, ¢ Z sind und
a, > 0 ist. =0 L4

Wir betrachten den Funktor Q7 = Q aus der Kategorie der S-Schemata in die Kate-
gorie der Mengen (N sei eine feste natiirliche Zahl):

8' > {9 S Oprxs | F = OF)|9  ist S'-flach
und besitzt das Hilbertpolynom P}.

Dabei soll also x(f e(r)) = P(r) fiir die betrachteten Quotientengarben fiir alle r > 0
und fiir alle geometrischen Punkte & von S’ gelten. Da & §'-flach ist, ist xF ¢(r))
auch tatsichlich unabhiingig von dem betrachteten geometrischen Punkt &.

Wir fragen nun, ob der Funktor Q darstellbar ist, d. h, wir suchen ein S-Schema
HP = H und eine universelle Untergarbe 4~ = OF.;},; OF:1, /A ist flach iiber H, so
daB der Morphismus

Homs (Ts H) QQ(T)9
¢:T —>Hv o*N) = A ®g, Or

bijektiv und funktoriell in den S-Schemata T ist. Die Idee fiir die Konstruktion
eines den Funktor @ darstellenden Schemas ist die folgende. Es sei ¢ ¢ Q(S). Dann
ist ¢ Untergarbe von 08, }g = A[T,, ..., T,]¥+'~ und hat daher die Form ¥ = I~,
wobei I homogener Untermodul in A[T,, ..., T,]¥*! = H ist. Wir bezeichnen mit
I(r) bzw. H(r) die Formen vom Grad r aus I bzw. H. Dann ist H(r)/T(r) fiir hin-
reichend groBes r frei vom Rang P(r). Wesentlich ist nun, da man ein numerisches
Polynom F konstruieren kann, so daB H/I~ m-regular ist, m = F(ay, ..., a,), wobei
dg, «.., ay die Koeffizienten des Hilbertpolynoms sind. Daraus folgt, daB fiir alle
homogenen Untermoduln I, fiir die I~ € Q(S) gilt, der Modul H (r)/I(r) frei vom
Rang P(r) fir r = m ist. Dadurch konnen wir, indem wir dem Paar (I(m) = H (m))
die Pliickerkoordinaten zuordnen, ¥ € Q(S) auf einen Punkt der GraBmannschen

1) D. Mumrorp, Pathologies ITI. Amer. J. Math. 89 (1967), 94—104. Die Flache ist allerdings
nicht singularititenfrei.
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Mannigfaltigkeit Grass (P(m), H (m)) abbilden und haben damit eine injektive
Abbildung @s: Q(S) — Grass (P(m), H(m)):: G(S) erhalten (G bezeichnet hierbei
das GraBmannschema). @ ist ein projektives Schema, und um die Darstellbarkeit
von () nachzuweisen, geniigt es zu zeigen, daB durch die ¢g eine abgeschlossene Ein-
bettung ¢ von @ in G induziert wird.

Es sei p ein Punkt von G. Dann entspricht p eincr Inklusion I(m) < H(m), wobei
dim (H(m)/I(m)) = P(m) gilt. Mit I, werde das von I(m) in H erzeugte homogene
Ideal bezeichnet. Dann besteht also das Problem darin, algebraische Bedingungen
dafiir anzugeben, daf}

1. (H/I,.)~ flach iiber 4 jst und
2. (H[I,)~ das Hilbertpolynom P besitzt.

Satz. Der Funktor Q ist durch ein projekiives Schema, das wieder mit Q bezeichnet
werden soll, und eine Q-flache Quotientengarbe Fqo = O} [9q mit dem Hilbert-
polynom P darstellbar.

Beweis. Es sei ¥ € Q(8). Wir betrachten die Sequenz

0—>% - Opils > Opits|9 — 0 0)
und wollen die Quotientengarbe mit*# bezeichnen. Wegen Satz 2 aus Abschnitt 3
wissen wir, daB fiir m > 0 die Garbe 0,5 und die betrachteten & € Q(S) m-regulir
sind. Daraus folgt zusammen mit den Korollaren 1, 2, 4 zum Satz 1 aus Abschnitt 1,
daB die Sequenz

0 — Py (m) — Py(Oprys(m))¥*! — pyeF (m) — 0 (1)
exakt ist.
Wir bezeichnen mit 5 g(m) den ¢s-Modul der Formen vom Grad m in Og[T,, ..., T,].

Es ist py(Opnys(m)) = #5(m) und H#s(m)¥*! >~ 0% mit ¢ + 1 = (N + 1) (n T m)
ist. Damit erhalten wir aus (1) die exakte Sequenz m

0 — p,&(m) > %! > p F (m) — 0. (2)
Es sei p + 1:= P(m) und Grasgs (q, p) der GraBmannfunktor:

Grass (g, p) (S) = {# < 0% | A& kohirent, 0% [N
lokal frei vom Rang p + 1}.

Wegen m > 0 ist rk(py(F (m)) = y(F(m)) = P(m) =p + 1, d. h., es ist p,%(m)
€ Grass (g, p) (S). Andererseits ist ¥ nach Satz 1 aus Abschnitt 3 durch p,%(m)
und damit auch & eindeutig bestimmt. (Es sei etwa § affin: § = Spec 4. Dann ist

@ H(0F:x)5(k)) = A[T,, ..., T4]¥+1.

k=0
Bezeichnet man mit G, den graduierten Untermodul, der iiber A[T,, ..., T,] durch
H"(?(m)) erzeugt wird, so ist ¥ = (G,)~.) Damit haben wir eine Einlagerung Q(S)
< Grass (g, p) () definiert. Aus den Sétzen iiber Basiswechsel folgt, daB diese Ein-
lagerung auch funktoriell ist: @ = Grass (g, p).
Wir wollen noch einma) an die Pliickerkoordinaten erinnern. Der GraBmannfunktor
wird dargestellt durch eine projektive Mannigfaltigkeit
(31

Gg,p) < P
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Dabei wird G(g, p) durch homogene Koordinaten p;, i, 0 <7, <-- <17, =g,
beschrieben, wobei folgendes festgelegt werde: Die iibrigen Koordinaten p;,. ;,
(d. h. solche, fiir die nicht 0 < 7, < --- < 1, < q erfiillt ist) seien dadurch bestimmt,
daB p,..;, alternierend von den Indizes abhingen soll. Es gelten die Pliickerrela-
tionen

v
Z; (= 1) Diy..ipsjoPiseeivenipn = 0
fiir alle Folgen 0 < % < -+ < ipy £ ¢,0 < jo <+ < jpu1 < ¢, durch die Grass (g, p)
definiert wird als abgeschlossenes Unterschema eines projektiven Raumes.
Die Bijektion
Grass (g, p) (8) = Hom (8, &(g, p))

ist lokal folgendermafBen definiert:
Es sei A" € Grass (g, p) (S). Dann ist 4" lokal (iiber 8) durch p + 1 lineare Formen

a0 = zq‘ iy Ty, u;; Funktionen auf 8§, +=0,.., p,
gegeben: =0
N = {(tgy 0 t) € O% | giltoy ..or 8g) = 0,2 =0, ..., p}.
Dann ist lokal w(A#") = p: S — G(g, p) definiert durch die Pliickerkoordinaten

Ugi, Uoiy, « + + Uiy
Ui, u"“ o (o ® ul.-,
DPiy..iy =

Upi, Upiy + o« u,,;,

Diese Definition ist unabhingig von der Auswahl der p + 1 linearen Formen g;,
die 4" definieren, da bei einer anderen Wahl dieser p + 1 linearen Formen die ge-
wonnenen Pliickerkoordinaten sich nur um einen gemeinsamen umkehrbaren Faktor
unterscheiden.

Zum Beweis des Satzes geniigt es also zu zeigen, daB die Injektion @ < Grass (g, p)
eine abgeschlossene Einbettung ist. Der Vorbereitung dieses Beweises dienen die
folgenden Betrachtungen.

Es sei « ein Morphismus: § — G. Da G(g, p) := G den Funktor Grass (g, p) darstellt
und Q < Grass (g, p), hat es Sinn, zu fragen, wann « € Q(S) gilt. Dazu entspreche bei
der Isomorphie Grass (¢, p) (G) = Hom (@, @) der Identitdt auf der rechten Seite
die universelle Garbe 4" — 0%+!. Wegen A~ € Grass (p, q) (@) ist €%'/A" lokal frei
vom Rang p + 1 (es war m > 0). Die Antwort auf die obige Frage gibt nun

Lemma 1. a:8 — G st ein Element von Q(S) genau dann, wenn #s(m + 1)¥+/
Hs(l) a*(A") lokal frei vom Rang m + 1 fiir alle I = O ist.

Beweis. Ist « € Q(S), so ist nach Satz 1 aus Abschnitt 3 die obige Bedingung er-
fiillt. Wir haben noch zu zeigen, daB, wenn ¢ die durch « induzierte Untergarbe
bezeichnet, die Quotientengarbe F = O0.}/¥ das Hilbertpolynom P besitzt und
S-flach ist. ¥ wird durch & folgendermaBen induziert: Es sei f, der Untermodul
von Og[T,, ..., T,]¥+! der durch a*(A4") erzeugt wird. Es ist dann 4 = #3. Da der
homogene Teil vom Grad m + [ von Os[T, ..., T,] gerade

Hsm + YV H5(1) a¥(H) =: F,
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ist, hat Of.;}s/¥ das Hilbertpolynom P, und da &, lokal frei ist, ist # S-flach, d. h.,
es ist a € Q(S).

Bemerkung. Ist N = 0,8 = Spec 4, so ist a*.A4” ein Untermodul von 4A[T,, ..., T},
bestehend aus Formen vom Grad m. Diese Formen definieren ein abgeschlossenes
Unterschema X von P"x 8. Die obige « entsprechende Quotientengarbe # von
(prxs ist dann gerade @y.

LLemma 2. Es sei B ein Noethersches Schema, #y = Og[Ty, ..., Tl My €00 H,-
Modul, der von endlichem Typ und quastkohiirent als Og-Modul ist. Auferdem sei
m ¢ Z und P € Q[t].

Dann existiert ein lokal abgeschlossenes Schema Z < B mit folgenden Eigen-
schaften:

(i) Mot ®p, Oz 18t fiir alle I = 0 iber Oz lokal frei vom Rang P(m + l).
(i) Ist «: S — B ein Morphismus, so daf8 o*# ., lokal fret vom Rang P(m + 1)
iiber O fiir alle [ = 0 st, so laft sich « diber Z faktorisieren.

Lemma 2 folgt aus den Behauptungen:

() U ={teB |kt @, k) S P),n Zmi
ist eine offene Teilmenge von B.

(I1) Zu jedem kohirenten Modul .# vom Rang < r iiber einem Noetherschen
Schema U existiert ein abgeschlossenes Unterschema Z von U mit den
beiden folgenden Eigenschaften
a) M ®g, Oz ist lokal frei vom Rang r.

b) Ist x: S — U ein Morphismus, so daB «*.# lokal frei vom Rang r ist, so
laBt sich « iiber Z faktorigieren.

Wir nehmen an, daB (I) und (II) richtig sind, und betrachten die Garben 4,

iiber der durch (I) definierten offenen Teilmenge U von B, die also wieder ein Noether-

sches Schema ist. Setzt man in (II) 4 = #,,; und r = P(m + 1), so gewinnt man

abgeschlossene Unterschemata Z; von U mit den Eigenschaften a) und b). Da U

Noethersch ist, muB die absteigende Kette der Z(l):= Zy n Z; n -+- n Z; stationdr

werden. Dann besitzt Z(l) = Z(l + 1) = .- =: Z die im Lemma 2 geforderten

Eigenschaften.

Beweis von (I): B ist Vereinigung von endlich vielen disjunkten reduzierten
Unterschemata B; derart, daB .# ®g, 05, flach iiber 8 ist. Da 8 nur endlich viele
Zusammenhangskomponenten besitzt, kann man sich auf die Situation beschrinken,
daB .# bzw. 4, flach iiber § ist, wobei S zusammenhéingend ist. In diesem Fall ist
aber bekannt (siehe Verschwindungssiitze), daB ein n, existiert, so daB fiir n = n,

k(M nt R, k() = z(n, #7) = HP(n, #]):= R(n)

ist (HP(n, %) soll das Hilbertpolynom fiir eine Garbe & bezeichnen). U, sei die
offene Menge

U, = {t € B| rkp( M miv,t Dpn, *(t)) = P(v) firm < v <1},
Dann ist U = N U, und folglich geniigt es zu zeigen, daB die absteigende Folge der

- 120

U, nach endlich vielen Schritten abbricht. Gibt es aber ein 7, = n,, so daB R(n,)
> P(n,) ist, so ist U,, = 0, und die Folge U, ist damit stationér. Ist aber B(n) < P(n)
fiir alle n = ny, so ist U,, = Uppy = -+-.
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Beweis von (II): Da .# kohirent ist, hat man lokal eine Darstellung ¢, — ¢},
— M — 0. Ist x: 8 — U ein Morphismus, so daB a*.# lokal frei ist, so ist in der
exakten Folge 0f ® 05— 0 ® Oy - M %) Os— 0 der erste Homomorphismus
Null, da der zweite Homomorphigmus ein Isomorphismus ist. Das besagt aber, daB
das geforderte abgeschlossene Unterschema Z von U durch das Ideal definiert wird,
welches durch die Koeffizienten erzeugt wird, die den Homomorphismus ¢4, — (7,
induzieren.

Mit Lemma 1 und Lemma 2 ist bewiesen, daB der Funktor Q darstellbar ist und daB
das darstellende Objekt, welches wieder mit Q bezeichnet wird, ein lokal abgeschlos-
senes Unterschema der GraBmannmannigfaltigkeit G ist.

DaB aber @ auch ein abgeschlossenes Unterschema von @ ist, folgt aus

Lemma 3. Es sev C ein eindimensionales reguliires Schema (d. h. cine Kurve), C,
(# O) ein offenes Unterschema, a: Cy — Q, b: C — G Morphismen, so daff das Dia-
gramm

-2

el

kommutativ 1st. Dann existiert etn. Morphismus c: C — Q, so daf das resultierende
Diagramm

C,—=<+Q

1/

kommutativ vst.

Beweis. Durch Lokalisierung gelangt man zu der Situation, daB C = Spec (R),
C, = Spec (R,) ist, wobei R eindimensionaler Ring und f€ R ist. Setzt man
H = R[T,, ..., T,), so ist b (b ist Punkt von G mit Wert in C) derart durch einen
Untermodul M — H(m)¥*! definiert, daB H(m)¥*!/M R-frei ist. Wegen a)gilt fiir alle
1=0,daB .

[H(@) ®r (Hm)Y*!/M)], = Hm + 1}*'[H(E) M,

und frei vom Rang P(m + ) ist. Wegen der Flachheit des Quotientenmoduls gilt
das dann auch fiir ganz Spec (R), und daher gibt es wegen der Universaleigenschaft
von @ einen Morphismus ¢ mit den gewiinschten Eigenschaften, q. e. d.

Bemerkungen.
a) Schrinkt man den Funktor QP(N) auf die Kategorie der S-Schemata ein, d. h.,
es sei in der Kategorie der S-Schemata

SWN) (1) = {(oF < Oty | F = OFLy| o ist T-flach, HP(n, F) = P(n)},

so ist dieser Funktor ebenfalls darstellbar, und aus der Universalititseigenschaft
folgt, daB er durch @?(N) X S dargestellt wird.

b) Eine weitere Verallgemeinerung ergibt sich in der folgenden Weise. Wir betrachten
wieder die Kategorie der S-Schemata. Dort sollen jetzt aber nicht mehr die Unter-
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moduln von €.}, fiir das Schema 7'/S zugrunde gelegt werden. Wir gehen viel-
mehr aus von einem Quotientenmodul § = Of..},, der zueiner Untergarbe X" — 0.}
gehort. Mit &7 werde fiir ein S-Schema T die Garbe & ® g, Or auf P* X T bezeichnet.
Dann definieren wir einen Funktor Q%(&) durch

Q%(&) (T) = (# < 67 | F = &Ep|# ist T-flach, HP(n, F) = P(n)}.

Behauptung. Q%(&) ist darstellbar durch ein abgeschlossenes Unterschema von
Q%(N).

Beweis. Wir bezeichnen den Funktor Q%(N) mit @, und den Funktor Q2(¢) mit Q.
Da sich jeder Quotient von &7 als Quotient von @f.}, darstellen lit, gilt Q < Q,.
Wir haben zu zeigen, daBl Q@ < Q, eine abgeschlossene Einlagerung ist. Dazu sei #°
die universelle Untergarbe von 0.}, mit dem flachen Quotienten & := Opste
(der das Hilbertpolynom P besitzt), die dem Funktor @ zugeordnet ist. £ =& ®g, Oq
ist Quotient von Op..},, und es sei ¥ = Ker (03’.‘;0 —> &¢). Weiterhin sei
I = (X 4 #)/#, und mit ¢ werde die Injektion I < & bezeichnet. Da F# die
universelle Quotientengarbe beziiglich des Funktors @ ist, gilt fiir ein S-Schema 7'

QT) = {u€Qo(T) | (1 X w)* I =@y (1 x u)* F) = 0}.
Hierbei bezeichnet 1 die identische Abbildung von P®. Wir haben weiter oben ge-

sehen, daB fir m >0, wenn wir ¢ = (N + 1) (n —;m setzen, eine Surjektion

Opnyq —> I(m) existiert und g(m) bzw. ¢ eindeutig durch
y: 0% = pyl(m) — pyuF (m)

bestimmt ist. Es ist also (1 X u)* (p) = 0 genau dann, wenn u*(p) = 0 ist, und

wir kénnen damit das Verschwinden von (1 X u)* (@) durch das Verschwinden von y

ausdriicken. Da aber p,.% (m) wegen m > 0 lokal frei ist, wird das Verschwinden von

0% — pyF (m) lokal durch das Verschwinden der Koeffizienten einer Matrixdar-

stellung von y ausgedriickt. Die entsprechenden Gleichungen definieren damit Q als

abgeschlossenes Unterschema von Q,, q. e. d.

¢) Man kann auch von einem projektiven Schema X iiber S ausgehen, eine kohirente

Garbe & auf X fixieren, &7 durch & ®p, T definieren und damit wie in b) einen Funk-

tor Q% (&) auf der Kategorie der S-Schemata erhalten.

Behauptung. Q2(&) ist durch ein projektives S-Schema darstellbar.

Beweis. Wir wiihlen eine solche Uberdeckung {S,} von 8, so daB X | S, < P*x S

ist. Die entsprechenden Funktoren Q% (¢ | 8,) sind nach b) durch projektive Sche-

mata QF (¢ | S,) darstellbar (wir behalten die alte Bezeichnung bei). Infolge der

Universaleigenschaft der Q (& | S,) kann man sie zu einem projektiven S-Schema

Q%(€) zusammenkleben, so daB Q3(&) | S, = Q%.(€ | 8,) ist und QE(&) den be-

trachteten Funktor darstellt, q. e. d.

Insbesondere ergibt sich also daraus: Es existiert eine universelle flache Quotienten-

garbe & von &, (Q = Q{;(ca”’)) mit dem Hilbertpolynom P, und fiir » > 0 ist

(i) Pu(F (n)) lokal frei auf @ vom Rang ¢ — P(n) (hierbei bezeichnet p die
Projektion von X X s @ auf den zweiten Faktor)

und

q
(i) A (pg(F (n)) = &£ ,,very ample* beziiglich S).
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6. Ein Beispiel von Mumford

Wir werden jetzt nach einem Beispiel aus MuMFORD (2] zeigen, daB das Hilbert-
schema nicht reduziert zu sein braucht. Dazu werden wir zeigen, daB fiir gewisse
Kurven y im dreidimensionalen projektiven Raum keine algebraische Familie A
mit reduziertem Parameterraum existiert, die diese Kurven enthdlt und fiir die die
charakteristische Abbildung

T, <+ H°(N)

(a der Punkt aus A, der y entspricht, 7, der Tangentenraum von a in 4, N das
Normalenbiindel von y in P?) surjektiv ist. Die charakteristische Abbildung werden
wir gleich erkliren. Fiir das Hilbertschema ist aber die obige Abbildung ein Isomor-
phismus. Damit kann das Hilbertschema nicht reduziert sein, denn anderenfalls
wire ja dadurch eine algebraische Familie gegeben, fiir die ¢ surjektiv ist.

Die charakteristische Abbildung

Es seien X, T Schemata, Z sei ein abgeschlossenes Unterschema von X X T, ¢ be-
zeichne die Einlagerung von Z in X X T und p bzw. ¢ die Projektion von X X T
auf T bzw. auf X. Ist J = Oxxr die Idealgarbe, die Z definiert, so ist die Folge

F|I3 = QY > Q4 >0
exakt. Es ist
Ay, = ¢* Q% ® p*Qr,

und daher erhalten wir, wenn wir » mit der Projektion :*Q%,  — p*Qr komponieren,
eine (@z-lineare Abbildung

I|I* — p*Qr. (1

Ist T — A™, t+ (4, ..., t,) ein Etalmorphismus von 7' auf den m-dimensionalen
affinen Raum (z. B. existiert ein solcher lokal, falls 7' glatt ist), so ist (1) gegeben
durch

f'—)f%dt;.

i=1

Die Dualisierung von (1) ergibt
P*6r - N zixxr
bzw. auf Grund der Adjunktion

®3i7: Or > PN z1xx7-
Setzen wir mit den obigen Bezeichnungen b; = 2 80 ist @z definiert durch

ot;
@zr(di) = (f - ait. Z)-

Fiir ¢ € T liefert eine Tensorierung von gz mit k(f) die Abbildung
Or.t — PaH zixxr g, kit) > HYZy, ¥ zixxr R, k(t))- (2)
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Nehmen wir an, daB die Abbildung Z — T flach ist (was in den uns interessierenden
Fillen auch der Fall sein wird), so ist & ®gp, k(t) = S, und in Oxxr R, k(t) ent-
halten als das Z, definierende Ideal. Somit haben wir eine Abbildung

/ZIXXT @J‘r k(t) = X“”‘(ﬂ_\'xr(;’ 02) ®07‘ k(t)

— Hem (I Qg, k1), Oz,) = N z,x-
Aus (2) ergibt sich damit

®z1.t: Or,y > HYZy, N 7,x),

of
b;l—*(/!—) —aI (I,O)).
Wenn Z lokal vollstindiger Durchschnitt ist, dann ist #/f* lokal frei, und wir
haben

x’“@.\'xr(}’wz) ®01~ k(t) = ‘*0"‘0,{(!" 02;);
daher muB in diesem Fall, falls ¢, surjektiv ist, auch die Abbildung
e z1xx17 Dy k(t) = HZy, A 2,) @)

surjektiv sein (siche dazu die Folge (2)).

Mit Hilfe der Sétze iiber Basiswechsel erhidlt man aus (3):

a) pyA zxxr i8t in einer Umgebung von ¢ mit Basiswechsel vertriiglich,

b) @z/r: Op — PN z/xx7 i8t in einer Umgebung von ¢ surjektiv.

Dabei bedeutet b) gerade: Ist Z lokal durch u; = +++ = %p4 =10 definiert, wobei
Uj, .., Uy Tegulire Parameter sind, dann ist das Gleichungssystem

2%(95,0)@:;,,, fi beliebig, k =1,...,m—d, f,=0, k>m—d,
i

stets losbar.

Wir wollen uns jetzt noch speziell mit dem infinitesimalen Fall beschéftigen. Dazu
sei T" = Spec (k[¢]), & = 0. Es seien X, T, Z wie oben angegeben und « ein Morphis-
mus von 7" in T: T 2 T. Wir setzen Z':=Z X7 T' = X X T, und es sei p’ die
Projektion p': Z' — T".

Dann folgt aus a), daB das Diagramm

Paore
Op == PN zxxT
+ +
*0 a*pziT * ‘/V'
&TOp ——> &Py N z/xXT

universell ist.

Ist Spec (k) — Spec (k[e]) der der Projektion k[e] - k entsprechende Morphismus,
80 wird dadurch fiir jedes abgeschlossene Unterschema Z von X X I ein abge-
schlossenes Unterschema Z, von X induziert.

Es sei Z flach iiber I. Wie wir oben gesehen haben, induziert Z einen Morphismus
Pz 6} —)p*./y.g/xxr. Esist @; = k. Indem wir Z das Element ¢1/1(1) € H°(Z, /Z/XXI)
zuordnen, ist ein Element aus H%(Zy, A"z, x) definiert, das wir mit ¢(Z/I) bezeichnen
wollen. Wir haben also fiir ein fixiertes Z, — X einen Morphigmus

@:{Z = X X I|Z flach iiber I, Z n (X X 0) = Zy} - H*Zy, A 7,x)
erhalten.
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Satz ¢ st etn Isomorphismus.

Beweis. 1. Wir wollen zunichst einen Morphismus y in umgekehrter Richtung an-
geben. Dazu sei s € H*Zy, A 5, x) = Hom (F,, Oz)). Wir haben eine Idealgarbe
F in Oxxr = Ox[e] anzugeben, die ein Z — X X I mit den geforderten Eigenschaften
definiert. Es sei Z, = X durch die Idealgarbe #, — Oy definiert. Dann setzen wir

yE) =F ={f+eg|f€Fos(f) =gmod Fo}.

a) Wie man unmittelbar sieht, ist # ein Ideal.

b) AuBerdem ist das Bild der Abbildung #/ef — Ox[e]/eCOx[¢] gleich £, da f gerade
alle Elemente aus #, durchlduft.

¢) Die obige Abbildung ist injektiv. Denn fiir f 4+ ge — 0 ist f = 0, also folgt s(f) = 0
=gmod #, d. h. ge € ¢7.

Somit haben wir vermittels # ein I-flaches Unterschema Z von X X I mit

Z n (X X 0) = Z, definiert.

2. Wir zeigen jetzt, daB gy(s) = s gilt. Dazu sei Z := y(s). Wir erinnern noch einmal
daran, wie

9(Z[I) € HYZ,, N z,x) = Hom (F,, 03,)
definiert ist. Man geht aus von der Abbildung
F >, P*Q} = Ozde = Oy de,
of

fl—)-é;-de.

Wegen
Hom (Ozde, 07) = Oze = Oz,

u > u(de)
ergibt sich aus der obigen Abbildung durch Dualisierung

q’ZIT: 01.8 — Hom (/, 02),

he = (f + ge > hg).
@ war aber gerade bestimmt durch den Wert fiir A = 1, d. h., wir erhalten die Ab-
bildung (Z := y(s))

f+ge>g=s(f),

d. h,, es ist @(Z[I) = s
Damit ist nachgewiesen, daB ¢ surjektiv ist.

3. Wir haben noch zu zeigen, daB ¢ injektiv ist. Es sei also ¢(Z/I) = @(Z’[I), wobei
Z durch # und Z’' durch #' definiert werde. Da aber

8:= @(Z[I) = ¢(Z'[T) = (f > s(f)) € Hom (F¢, 0z,

a(f + eg)
o€

ist mit

8(f) (x) = (2o, 0) = g(2,),
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ergibt sich

I ={f+eglfeFopZ/l) ({f)=gmod f} =S,
dh zZ=2.
Insbesondere erhalten wir aus dem Satz, da ja

{Z <= X X1I|Zflach iiber I, Zy = Z n (X X 0)} = Hilby (I) X gy1us) Zo
= Tangentenraum des Hilbertschemas in Z,
ist, daB H%(Zy, 4 7, x) der Tangentenraum des Hilbertschemas von X in Z, ist.

Wir wollen uns jetzt mit dem eingangs erwiahnten Beispiel beschiftigen. Es sei
C — P3 X H die universelle Familie glatter Kurven in P® mit dem Hilbertpolynom
Qo(t) = 14t — 23 (d. h. Kurven vom Geschlecht 24 und vom Grad 14 in P3). Wir
werden zeigen:

(i) Es gibt cin nichtleeres offenes Unterschema U < H, so daB U,y glatt ist
und dim U = 56.

(i) Es gibt Punkte « € U, in denen der Tangentialraum 7',(U) die Dimension 57
hat.

Hilfssatz 1. Es sei V, = P? eine glatte kubische Fliiche, E eine Gerade auf Vo und H
ein. Hyperebenenschnitt. Dann hat das lineare System |4H + 2E| keine Basispunkte,
die Kurven aus diesem System haben das Hilbertpolynom Q,(t) (in P3).

Beweis. Die letzte Behauptung folgt nach der Adjunktionsformel und aus wy,
= Oy,(—H). Da |4H| 4 2E < |[4H + 2E| ist, konnen héchstens auf F Basispunkte
liegen. Die Folgen

0— 0Oy, 4H + E) — Oy,(4H + 2E) -—){93 ®0Oyp,(4H + 2E) - 0,
=(0x(2)
0 —> Oy, (&H) — Oy(4H + E) > Op ® Op,4H + E) -0

503(3)

und
00— @p-(l) -> @pl(4) = (9;:(4[1) —-0

sind exakt. Hieraus folgt
. HY(V,, Oy,(4H)) = HY(V o, Oy,4H + E)) = 0
un

E - |4H + 2E| = |0g(2)|,
q.e. d.

Nach BErTINIS Siitzen gibt es eine nichtleere offene Teilmenge in [4H + 2E|, die
den glatten Kurven dieses linearen Systems entspricht.

Hilfssatz 2. Ist V, wie oben und Co = V, eine glatte Kurve mit dem Hilbertpolynom
Qo(t), so ist dim |C,| = 37.

Beweis. Nach SERRES Dualititssatz ist dim HX(V,, 0y,(C,)) = 0. Aus der Adjunk-
tionsformel folgt

deg Oc, ® Oy,(Co) = (CF) = 48 + (C, - H) = 60,
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also HY(C,, O¢, @ Oy,(C,)) = 0, woraus wegen der exakten Folge
0 — Oy, — Oy, (Co) > Oc, ® Oy,(Co) > 0

das Verschwinden von Hl( Vo GJV,(CO)) folgt. Nach dem Satz von RiEMANN-RocH
ist

dim |Co| = (C - (C + H))/2 =37,
q.e.d.

Hilfssatz 3. Eine Kurve Cy = P® mit dem Hilbertpolynom Q(t) liegt auf hochstens
etner kubischen Fliche.

Beweis. Die Kurve kann nicht in einer Ebene oder Quadrik liegen, da sich glatte
Kurven vom Geschlecht 24 nicht in P? einbetten lassen. Also ist jede kubische Flache,
die C, enthilt, irreduzibel; der Schnitt zweier solcher Flichen hitte den Grad 9, C,
hat aber den Grad 14.

Hilfssatz 4. Die Menge H' aller t € H, so daf C, auf einer kubischen Fliiche liegt,
ist abgeschlossen in H, ebenso die Menge H' < H' aller t, so daf C, auf einer singu-
liren kubischen Fliche liegt. Ist U' = H' \. H"', 80 1st dim U’ = 56 und Ul glatt. Es
gibt Komponenten von U’, auf denen dim T\ (H) > 56 gilt.

Beweis. Die Idealgarben I, = Kern (Ops — 0;,) sind die Fasern der H-flachen
Idealgarbe I = Kern (Opsxcg — Oc), und die Menge

HN\H ={te H; H'(P% I,3)) = 0}

ist offen, also ist H’ abgeschlossen. Es sei L' = |0ps(3)| und V = P3® X L’ die uni-
verselle Familie aller Divisoren vom Grad 3 in P3, 7" < H' X L' die Menge aller
(¢, 1) mit C; < V,. Offensichtlich ist 7" abgeschlossen in H' X L'; wir betrachten 7"
als reduziertes Unterschema. Nach Hilfssatz 3 ist die Projektion 7" — H’ bijektiv und
projektiv, also ist 7" — H'’ ein Homéomorphismus. Es sei L < L’ die offene Teilmenge
aller glatten kubischen Flichen, 7' = T" n (L X H'); das Bild von T in H' ist eine
offene Teilmenge U’ und entspricht genau den Kurven C,, die auf einer glatten
kubischen Fliche liegen.

Die Fasern der Projektion T — L sind disjunkte Vereinigungen offener Teilmengen
von linearen Systemen |Cy| auf V;, wobei C, eine glatte Kurve mit dem Hilbert-
%olynom Q,(t) ist und auf V; liegt, da auf rationalen Flichen lineare und algebraische

quivalenz iibereinstimmen. Somit ist nach Hilfssatz 2

dim U’ = dim T = dim L + dim |Cy| = dim |0p:(3)| + 37 = 56,

und 7 ist glatt (da L und |Cy| glatt sind).

Wir berechnen schlieBlich d = dim 7',(H) = dim H°(C,, N¢_ps) (N = Normalen-
biindel).

Es sei V, eine glatte kubische Fliche, C, eine glatte Kurve auf ¥V, mit dem Hilbert-
polynom Q,(t), N das Normalenbiindel von C, in P? und N’ das Normalenbiindel in
Vs N" das auf C, eingeschrinkte Normalenbiindel von V, in P®. Dann haben wir
eine kanonische exakte Folge 0 — N’ — N — N"’ — 0 und Isomorphismen

N' =~ 0y,(Cy)) ® Oc, und N" = 0y,(3H) ® O,-

Wie im Beweis von Hilfssatz 2 folgt deg N’ = 60, also H(C,, N') = 0,
dim H°(Cy, N’) = 37 und d = 37 + dim H°(C,, N'') = 56 4 dim H(C,, N"') (wegen
deg N'' = (C, - 3H) = 42). Hieraus berechnet man leicht d =57, wenn C, € |4H + 2E|
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ist. Wihlt man zundchst V, und dann C, € |[4H + 2E| jeweils als allgemeines Ele-
ment, so siecht man, da C, einem allgemeinen Punkt einer Komponente von U’
entspricht (da V, von 19 und C, iiber dem Definitionskérper von (V,, E) von 37
Parametern abhingt). Auf einer solchen Komponente ist also dim 7',(H) > 56.

Da T glatt ist und homéomorph zu U’, ist jede Zusammenhangskomponente von U’
irreduzibel; aus dim HO(P3, I,(3)) = 1 folgt daher, daB p,(I(3)| Uyeq) lokal freie
Untergarbe von py(Opixu: (3)) ist und mit Basiswechsel vertréglich, also eine
flache Familie von kubischen Flichen in P3 X U/, definiert, die C/U/,y enthilt.
Dadurch wird ein zur Projektion T' — U/, inverser Morphismus definiert, also ist
U/.q glatt.

Hilfssatz 5. Das Schema H \\ H"' hat die Dimension 56.

Beweis. Es geniigt, die offene Menge der nicht auf einer kubischen Fliache liegenden
Kurven zu untersuchen. Fiir eine solche Kurve C ist jede sie enthaltende Flache
vom Grad 4 notwendig irreduzibel, und wegen dim |Op:(4)| = 34, dim |O¢, X Ops(4)]
= 32 gibt es ein Biischel solcher Flichen vom Grad 4. Der Basisort dieses Biischels
hat die Form C,, + @, Q eine Kurve vom Grad 2 (wegendeg Cy = 14,deg V - V' = 16).
Nach BERTINIS Satz kann ein allgemeines Element V des Biischels hochstens auf
Cy 4+ @ Singularitdaten haben, und da fiir die Multiplizititen eines Punktes p auf
VoV’
m(p, V) m(p, V') < m(p, Co + Q)

(£3und =1auf Cy\ @, < 2auf @\ Cy)

gilt, hat ¥V hochstens einen isolierten singuliren Punkt p. Dieser ist ein Doppelpunkt
und kann nur auftreten, wenn Q eine Doppelgerade ist. Es sei jetzt V < P? X 8 die
universelle Familie der Flichen vierten Grades und 7 < (H \ H') X 8 die abge-
schlossene Menge aller (¢, 8) mit C;, = V,; dann ist dim (H\N H') S dim 7T — 1
(die Faser von 7' — (H \\ H') in ¢t ist das lineare System der Quartiken durch C,,
also von einer positiven Dimension). Da nicht jede Fliche vierten Grades einen Kegel-
schnitt @ enthilt, ist das Bild der Projektion T' — S von einer Dimension kleiner
als dim 8 = dim |Ops(4)| = 34, die Fasern bestehen aus linearen Systemen |C,|
(da lineare Aquivalenz wieder gleich algebraischer Aquivalenz ist). Nach dem Satz
von RieMANN-RocH ist dim |Cy| = p,(C,y) = 24 (K 3-Flichen!), also dim (H \\ H')
< b7, q.e.d.
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