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III. Technik

In diesem Kapitel bringen wir einige allgemeine, fiir viele Konstruktionen grund-
legende Techniken, die spiter benotigt werden bzw. teilweise schon in Kapitel I
benutzt wurden. AuBerdem wird ein Beispiel von MuMFORD gebracht, das zeigt,
daB das Hilbertschema im allgemeinen nicht reduziert ist.

Die Literaturangaben beziehen sich auf das Literaturverzeichnis in Teil I dieser
Arbeit. ‘

1. Basiswechsel und Folgerungen

Unter einer algebraischen Familie verstehen wir einen flachen algebraischen Morphis-
mus V — T. Dabei spielt 7' die Rolle eines Parameterraumes, und die geometrischen
Fasern V, = V x 1 Spec (k) (wobei ¢: Spec (k) — T' ein geometrischer Punkt ist) sind
die Elemente der Familie.

Ist F eine Oy-Modulgarbe, so bezeichnen wir mit #, die Oy,-Modulgarbe F ®r k
= (1 X t)* & ; allgemeiner sei fiir jeden Morphismus h:S — T mit Fs die Garbe
F ®p 0g = (1 X h)*F auf Vg = V X7 8 bzeichnet, mit ps die Projektion V5 — S.
Es interessiert das Verhalten der Kohomologie H*(V,, #,) bei variablem ¢; die
diesbeziiglichen Resultate stammen von GROTHENDIECK (vgl. [2], Kap. III, § 7),
fiir den analytischen Fall von GRAUERT.

Eine leichter zugiingliche Darstellung findet man bei Mumrorp [5], Lecture 7,
und [6], § 6. Generell werde & als T-flache kohirente Garbe auf V vorausgesetzt,
ferner sei V — T eigentlich und 7' Noethersch. Dann sind die folgenden Resultate
(1) bis (4) die grundlegenden Fakten iiber Bagiswechsel:

(1) Rip.F ist eine kohiirente Garbe auf T'; fiir jedes T-Schema S — T gibt
es einen kanonischen Morphismus (,,Basiswechsel*)

(R¥peF)s — RY(ps)s (F5)

(induziert kozyklenweise durch die Abbildungen & (U) — % 5(Uj) fiir offene
U < V oder auf Grund der Theorie der §-Funktoren).
Insbesondere erhilt man fiir ¢ € 7 Morphismen

(RpeF) @ k(t) > HI(V, F).
(2) Fiir gegebenes g € Z gilt: Die Menge T, aller ¢ € T, so daB
quof @ k(t) —)H'(V‘, f‘)

surjektiv ist, ist offen. Fiir jeden beliebigen Morphismus g: § — T' mit
g(8) < T, ist dann

(RIpeF)s — RI(ps)s (Fs)

ein Isomorphismus.
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(3) Auf dem offenen Unterschema T, n T,_, (d. h., wenn
surjektiv fiir j =¢ — 1 und ¢ ist) ist R%p«F lokal frei, und Ty n T,
ist als Teilmenge von T', dadurch charakterisiert.
Die Aussagen (2) und (3) erhidlt man, indem man zeigt, daB man den Komplex
C*(U, #) der alternierenden Cechschen Koketten beziiglich einer affinen Zariski-
offenen Uberdeckung {U — V} (wobei wir o. B. d. A. T' = Spec (4) als affin annehmen
konnen) durch einen endlichen projektiven Komplex K* = (K°® — K — ... — K")
ersetzen kann, so daB fiir jedes affine T-Schema S = Spec (B) - T

H*(Vs, F5) = HP(K* ®4 B)

gilt (vgl. Mumrorp [6], § 5). Hieraus folgt weiterhin unmittelbar
(4) a) Die Funktion ¢+ h9(%F,) = dim HY(V,, #,) ist halbstetig in dem Sinne,
daB {t | h9(F,) < r fiir alle r € Z} in T offen ist.
b) Die Funktion ¢ > y(F,) = J (— 1)9 hY(F,) ist stetig auf T
q=0

() Das offene Unterschema T; = {t | h%*}(F,) = 0} ist in T, enthalten, und
es ist
T, = T — U supp Rip.F.
i>q

Beweis. Es ist T; & T,,,, und daher ist auf T; nach (2) und dem Lemma von
NagaYaMA R%*1p.#F = 0, also lokal frei. Nach (3) ist T'py; n T’y die Teilmenge von
T4iy, auf der R*1p.F lokal frei ist. Also ist T; & Toyy n Ty & T Fiir n> 0 ist
H™\(V,, F,) =0 fiir alle ¢, also T =T, = T, (und somit H*(V,, #;) = 0), also
T=T, ,< Ty, usw.

(6) Ist T reduziert und irreduzibel, so ist die Funktion ¢ — h9(& ;) genau dann
konstant, wenn T =T, und R%.# lokal frei ist. In diesem Fall ist
Tq—l = T.

Beweis. Esseit > h9(#,) konstant ; aus T' = T, folgt dann (nach (2) und dem Lemma
von NARAYAMA) leicht, daB R9p«# lokal frei vom Rang h9(F ) ist.

Wir wollen daher zeigen, daB 7T = T, gilt. Offensichtlich ist 7', nicht leer, da der
allgemeine Punkt von 7' darin enthalten ist. Wir konnen durch Lokalisierung an-
nehmen, daB 7 Spektrum eines lokalen Ringes A ist und 7, & T das punktierte
Spektrum Spec (4) — {m,} enthilt. Der lokale Ring 4 wird durch einen diskreten
Bewertungsring B dominiert. Ist k (bzw. k') der Restklassenkorper von 4 (bzw. B),
u ein Primelement von B, so ist folgendes Diagramm kommutativ:

[HY(V,F) Quk] @ek’ —> H(V, F [y F) ik’
¥ ¢
Hc(VB, fn) ®Bk’ e H'(Vn.fnllkfx)

Um zu zeigen, daB 7, =T, d. h. m, € T, ist, geniigt es offensichtlich, daB der
untere Pfeil surjektiv ist. Aus der exakten Folge

0—).?3—)}3—).9—3/%9-’-)0 (*)
erhalten wir

HY(Vp, F35) Qs k' © HUV 3, F p[uF p),



04 HENz-J6rG FITZNER u. a.

und weil 29(F,) konstant ist, muB somit
HY(Vp, ) @ k' =~ HY(Vp, F p[uF p)

sein, woraus T = T, folgt. Insbesondere ist dann H9(Vp, Fp) frei, und aus ()

folgt
H*Y(V3, #5) s k' =~ H"'(Vp, F p/uF p)

und analog wie oben 7' = T',_;, q. e. d.

(7 (,,See-saw-Theorem*; vgl. Mumrorp [6], § 10.) Ist ¥ -2 S eigentlich und
flach, # eine umkehrbare Garbe auf ¥, so gibt es ein abgeschlossenes Unter-
schema Z — T, das durch folgende Eigenschaften eindeutig charakterisiert ist :

a) & ist von der Form p}.#, # eine umkehrbare Garbe auf Z.

b) Ist 8 — T derart, daBl £s von der Form p$A4~ ist, &~ eine umkehrbare
Garbe auf 8, 8o zerlegt sich § >TinS - Z o T.

Die Z zugrunde liegende Punktmenge besteht also aus allen Punkten ¢ € T, in denen
&, trivial ist.

2. Dualitét tiir K ohomologie quasikohirenter Garben

Im folgenden sei k ein fester Grundkérper, P* der n-dimensionale projektive Raum
iiber ¥ und

wpnr = .Q;.”,g 0’»\.

Ist X ein beliebiges projektives Schema, sind r > ¢ natiirliche Zahlen und ist w
eine 0x-Modulgarbe, so liefert die Yonedainterpretation von Ext eine bilineare
Abbildung

HY(X, F) ® Exlig I(F, 0) = H'(X, 0). (*)
Fiir X = P*, o = wpr, ist das nach Resultaten von J.-P. SERRE!) eine vollstindige
Paarung (und H'(P', wpr) =< k).
Fiir ein r-dimensionales abgeschlossenes Cohen-Macaulaysches Unterschema X — P*
sei

wxi= Exlg (Ox, wp);
dann gibt es einen kanonischen Morphismus

H'(X, wr) =+ H*P*, ops),
der sich aus der Spektralfolge

E§i:= H'(P*, &xt!(0x, wps)) = Ext;';'i (Ox, wpn)
und der durch

Exty_ (0x, ops) ® HY(P*, Ox) = H*(P*, wp»)

1) J.-P. SERRE, Faisceaux algébriques cohérents. Ann. Math. 61 (1955), 197 —278.
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induzierten Abbildung e > Y (e ® 1) von

Ext}y (Ox, wps) — H*(P", wps)

ergibt, da Ei/ = 0 fiir j < n — r, also

Ey"— — B C Exty (Ox, wps)

gilt. Das liefert nach (%) mit w = wy eine Paarung 70 ¥:
HY(X, F) @ Extpgd(F, wx) > H*P*, wp»), (k)
und es gilt folgender

Satz (GROTHENDIECK [3]). Ist X € P* rein r-dimensional und Cohen-Macaulaysch,
80 w8t fiir alle q € Z die Paarung (¥x) nicht ausgeartet.

Beweis. Es gilt
Hom(yx(gf, fomapn(ax, —)) = Homwrn(f, —)

auf der Kategorie der Op.-Moduln. Die zu diesen Funktoren gehérige Spektralfolge
ist
Ext}, (#, é'xt%u((vx, —))=> Ext&*:“(.?, -).

Ist Ox Cohen-Macaulaysch, so ist dhpp.(Ox) = n — r, also
éaxl{?Pn(ax, wps) = 0

fiir j 4= n — r, also
Extf (F, wy) = Extb"'“'"(.g‘" ) Wpn) = Ext‘"y;"’.(f s WPn),

und die Behauptung ist damit auf den Serreschen Dualitéitssatz fiir P* reduziert,
q.e.d.

3. Verschwindungssiitze

Zur Konstruktion des Hilbertschemas ist es giinstig, nach einer Idee aus Mum-
FORD [5], Lecture 14, zunichst einige Verschwindungssiitze zu verallgemeinern.

Es gei k ein Korper, P* = Proj Z [T, ..., T,], P2 = P* X Spec (k) und 8§ ein iiber &
algebraisches Schema.

Definition. Eine kohirente Garbe & auf P} heiBt m-regulir, falls
HYPy, F(m — i)) = (0)

fiir alle ¢ > 0 gilt. Eine Familie # von kohirenten Garben auf P} iiber S (d. h. eine
kohirente Garbe & auf P2 xS = P* X 8 heiBt m-regulir, falls F; = (1 X £)* F
fiir jeden geometrischen Punkt & ¢ 8(k) m-regulir ist.
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Satz 1. Es sei F eine kohdrente m-reguliire Garbe auf P* x S und p die Projektion von
P" X 8 auf den zweiten Faktor. Dann gilt:

a) Rp,Flk—1)=0firk=m, >0

(/olglich 18t F auch k-reguliir fiir k = m).

b) ): T,peF (m) = ppF (m + 1)

(/olglwh 18t @ PuZ (k) durch p,F (m)iiber Z[T,, ..., T,)] erzeugt).

Beweis. Basiswechsel fithrt dazu, daB folgendes zu beweisen ist. Es sei S = Spec (k)
und & kohdrente m-regulire Garbe auf P} = Proj k[T, ..., T',]. Dann gilt

a') H{(# (k — 1)) fiir k 2 m, 7 > 0.
b') );O THO(F (m)) = HY(F (m + 1)).

Wir werden den Beweis durch Induktion iiber » fiihren.

Fiir » = 0 gind a’) und b’) offensichtlich. Wir nehmen daher an, da a’) und b’)
fiir n — 1 erfiillt sind.

Es sei k Linearform aus k[T, ..., T,], so daB A ¢ p fiir alle p € Ass (F) gilt. H sei die
entsprechende Hyperebene in P}. Dann ist @pz(1) =~ Op;(H), und die Folge

0— Orx(—1) > 0Opp >0 >0

ist exakt. Da H durch h definiert und H n Ass (¥) = 0 ist, ist der Morphismus
F 2 F(1) =F @ 0r(1) bzw. F(k — 1) B F (k) injektiv. Daher erhalten wir
durch Tensorierung der obigen Sequenz mit & (k) die exakte Sequenz

0>F(k—1)>F(k) > 05 Q F (k) = Fgk) — 0. (1)
Daraus gewinnen wir die exakten Folgen
HYF (k)) > HI(F g(k)) > H*YF (k — 1)).

Wir kénnen daraus schliefen, daBl auch &5 m-regulir ist. Wegen H ~ P! trifft
fiir # g die Induktionsvoraussetzung zu. Daher ist in der Sequenz

N m — i — 1)) > B (F m — ) > B F o — ),

die wir aus (1) gewinnen, neben der ersten Gruppe auch die letzte Gruppe gleich
Null. Damit ist & als (m 4 1)-regulir nachgewiesen. Damit ergibt eine iterative
Anwendung der eben benutzten Methode die Richtigkeit von a’).

Wegen der Induktionsvoraussetzung b’) fiir F 5 ist im folgenden kommutativen
Diagramm 7 surjektiv:

é‘) TH(Fm) > é: T, H(F g(m)
HO(F (m)) 22 H(F (m + 1)) = H(F z(m + 1))

Wegen HY(# (m — 1)) = 0 ist aber auch o surjektiv. Daher ist
YIm (u)) = HY(F g(m + 1)),
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bzw. HYF (m + 1)) wird von hH(F (m)) und von Im (u) erzeugt. Esist aber hH(# (m))
C Im (u). Damit ist also

Y T,HYF (m)) = HY(F (m + 1))

v=0
gezeigt, q.e.d.
Bemerkung. Essei 0 > 4% — & — &F — 0 eine exakte Folge von kohérenten flachen
Garben iiber P" X S und ¥ m-regulir. Dann ergibt sich unmittelbar aus der abge-

leiteten Kohomologiesequenz, dall 6 genau dann m-regulir ist, wenn & m-regulir
ist.

Satz 2. Es seien F und & kohiirente S-flache Garben auf P* X S und F < &. Weiterhin
seten ay, ..., a, durch das Hilbertpolynom

2F m) = Y (m j_ 7.)

von F bestimmit. Es existiert evn Polynom F(t,, ..., t,) € @[t,, ..., t,], unabhingig von F,
so daf F m-reguliir fiir m = F(ag, ..., a,) 1st.

Beweis. Basiswechsel fithrt wieder dazu, daB der Satz fiir S = Spec (k) zu be-
weisen ist. Der Beweis wird durch vollstindige Induktion gefiihrt. Da fiir n =0
alles offensichtlich ist, konnen wir annehmen, da8 Satz 2 fiir n — 1 richtig ist.

Um die Reduktion von n auf n — 1 durchfiihren zu kénnen, suchen wir wieder eine
geeignete Hyperebene H (=~ P;7~!) in P}. Da fiir eine kohérente Garbe # die Menge
Ass ./ endlich ist, ist also auch Ass (§') u Ass (6/#) endlich, und daher gibt es eine
Hyperebene H mit H n Ass (&) u (Ass (é’/.?)) =d. Ed sei Fg:=F ® Op,
6g:= & ® O und H durch die Linearform h € k [T, ..., T,] definiert.

Aus

0 — Opx(—1) 224 Opz > O — 0 (1)
folgt TO!‘?P:((UH, &|F) = 0, da wegen der obigen Wahl von H bzw. h gerade erreicht
wird, daB & kein Nullteiler in &# bzw. &/ ist. Damit folgt aus

0>F >6—>E|F -0

durch Tensorierung mit @g, daB & g kohirente Untergarbe von &g ist. Aus (1) er-
geben sich wieder wie beim Beweis von Satz 1 fiir jedes m die exakten Folgen

0>Fm)>F(m+1)—>Fgm+ 1) —>0. (2)
Damit ist
2 Falm + 1)) = fFm + 1)) — y(F(m))
=fai [(m +1.f+ 1) _ (m-l-—z)] =:‘51¢s‘+1 (m—.{-i)’
i=0 1 7 . i=0 )

und nach Induktionsvoraussetzung existiert ein Polynom @, unabhingig von &g,
so daB die kohirente Untergarbe F g von &5 G(a,, ..., a,)-regulir ist. Wir setzen
m, = G(ay, ..., a,). Dann ergibt sich aus (2) fir m = m, — 2

0 - HY(F (m)) > HY(F (m + 1)) =22y HY(F g(m + 1))
— HY(F (m)) > HYF (m + 1)) >0 (3)

7 Beitrage gur Algebra 7
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bzw. firt:=2undm=m, — 1
0 — HY# (m)) - H{F (m + 1)) > 0. )

Aus (4) folgt H{# (m — 7)) = O fiir 7 = 2, da ja nach einem Theorem von SERRE
HY{# (m)) = 0 fiir m>0 und 7 = 1 ist. Das bedeutet, daB beziiglich H?2, H3, ...
die Garbe & m,-regulir ist. Daher haben wir jetzt H' zu untersuchen. Da es nach
(3) einen surjektiven Morphismus H(F (m)) — H(& (m + 1)) gibt, ist

dim HY(& (m)) = dim H{(F (m + 1)). (5)
Es sei my := m, + dim H{F (m, — 1)), und wir behaupten, daB F m,-reguliir ist.
Da nach dem Obigen HY(# (my — 7)) = 0 ist fiir ¢ = 2, ist noch HYF(@m, — 1)) =0
zu zeigen. Das folgt aber aus dem folgenden Sachverhalt: Ir (5) kann das Gleich-
heitszeichen genau dann gelten, wenn dim H 1(.9' (m)) = 0 ist.

Beweis. Da H! (% (m)) = Oist fiir m > 0, geniigt es zu zeigen, daB aus dim H(F (m))
= dim H{(F (m + 1))

dim HY(# (m + 1)) = dim HY(F (m + 2))
folgt. Aus (3) folgt aber, daB dim HY# (m)) = dim HY(F (m + 1)) fir m > my — 2
genau dann gilt, wenn l,,, surjektiv ist. Damit ist also zu zeigen, daB I,,, surjektiv

ist, falls [,,,, surjektiv ist.
Dazu betrachten wir das folgende kommutative Diagramm:

HY(&F (m + 1)) ® HO(Op(1)) —> HY(F (m + 2))

P llmn

HY(F g(m + 1)) @ HY(Og(1)) > HY(F g(m + 2))

q ist surjektiv infolge der Induktionsvoraussetzung fiir # 5 (und Satz 1), und p ist
surjektiv, da l,,,, surjektiv vorausgesetzt wurde. Daher ist g o p surjektiv und deshalb
auch 7,.q.

Damit haben wir gezeigt, daB % (m, + dim HY{(#F(m, — 1)))-regu1§.r ist. Wegen
m, = GQ(ay, ..., a,) geniigt es jetzt zum vollstindigen Beweis von Satz 2,
HY(# (m, — 1)) durch den Wert eines entsprechenden Polynoms H an der Stelle
(@gs + ++» @y, m;) abzuschitzen:
dim HY# (my — 1)) = dim H(F (m, — 1)) — z(F (m, — 1))
< dim HY(&(m;, — 1)) — (& (m, — 1))
< H(ag, - .., ap,my) = H(ag, ..., @, G(ay, ..., @)
Damit hat also das Polynom
Fltay «oostn) = Qlbyy coes ta) + H(bs +oes bns Gllss -+ £a))
die im Satz geforderten Eigenschaften.
Zum AbschluB dieses Abschnitts erwihnen wir den Verschwindungssatz von Ko-
DAIRA:

Satz. Es set X eine singularititenfreie algebraische Mannigfaltigkeit iiber dem Korper
der komplexen Zahlen C und £~ ein amples Linienbiindel. Dann gilt HY(X, 2 ¥ £)
= (0) fiir p + q < dim X (dabet ist Q° die Garbe der p-Differentialformen auf X).
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Beweis. Wir fiihren den Beweis mit vollstindiger Induktion iiber die Dimension
von X. Ist X eine Kurve, so ist der Satz klar (es kommt dabei ja nur darauf an zu
zeigen, daB HO(X, #) = (0) ist. Wir nehmen zunichst einmal an, daB £-! ,very
ample ist. Dann existiert ein effektiver und nichtsinguldrer Divisor D mit Ox(D)
= #-1. Nach dem Satz von BERTINI kénnen wir annehmen, daB D irreduzibel ist.
Fir &' :=% ® 0p gilt dann H?(D,Q* ® &£') = (0) fir p+¢g<dimX — 1
(Induktionsvoraussetzung). Wir betrachten nun die exakten Sequenzen

0>2 R ¥ % > X 0,0, (1)
0% -0y ®0p—>02p—0. (2)

Aus der zweiten erhalten wir
0> % - & ®0Op—~> 2 —0. (3)
Aus (1) und (3) erhalten wir die exakte Kohomologiesequenz

H?(D, @)

Pt

HY (X, & @ @) — HP(X, 2%) 22+ HY(D, 2% @ Op)

I

H?(D, %' ® £')

dabei ist g, die durch die Einschrinkung induzierte kanonische Abbildung. Nach
Induktionsvoraussetzung ist @, Isomorphismus fiir p 4+ ¢ < dim X — 1 und in-
jektiv fiir p 4+ ¢ = dim X — 1. Aus der exakten Sequenz folgt die Behauptung,
wenn wir nachweisen kénnen, daB g, auch Isomorphismus fiir p 4 ¢ =dim X — 1
und injektiv fiir p + ¢ = dim X — 1 ist.

Wiihrend bisher der Beweis rein algebraisch verlief, benutzen wir nun transzendente
Hilfsmittel. ‘

(1) Satz von LEFscHETZ iiber Hyperebenenschnitte : Es seien X, D wie zuvor; dann vst
die kanonische Abbildung

HYX, C) > HYD, C)

ein Isomorphismus fiir v < n — 1 und injektiv fiir  =n — 1.
(2) Hodge-Zerlegung:

HYX,C)~ @ H?(X, %)

ptg=i
(1) und (2) liefern nun genau die Bedingungen fiir g,.

Es bleibt nun noch zu zeigen, daB wir uns stets an den Fall einer ,,very amplen‘¢
Garbe beschrinken kénnen. Es sei nun n eine natiirliche Zahl, so da #-* ,,very

ample” ist. Dann existiert eine n-fach zyklische Uberlagerung X' —— X, so daB
r*#-1  very ample® ist. Dann ist

H/(X', & @ 1*2) =~ HY (X, 1,2 @ &),

T*
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weil  ein endlicher Morphismus ist. Nun hat die kanonische Abbildung Q% — 7,24

einen Schnitt, némlich L] - Spur. Somit ist H?(X, &% ® &) in H?(X, r,% ® &)
enthalten, q.e. d. L

Der Satz 1aBt sich nicht fiir den Fall eines Grundkérpers der Charakteristik p < 0
verallgemeinern. So hat beispielsweise MuMFORD?) ein Beispiel dafiir angegeben, in
dem mit unseren Bezeichnungen H(X, %) von Null verschieden ist (X ist eine Flache).
Das liegt daran, daB der Frobeniusendomorphismus auf H'(X, @) nicht injektiv zu
gein braucht. Es wire interessant, Bedingungen dafiir zu finden, daB der Satz iiber
Kérpern mit der Charakteristik p gilt. So kann man sich iiberlegen, daB fiir den Fall
einer Fliche vom allgemeinen Typ genau dann H°(X, 0) = HY (X, 2, ® wy') =0
ist, wenn die Abbildung H(X, Qy) — H(D, 2p) injektiv ist (dabei sei wy = 0Ox(D)
der kanonische Divisor auf X, den wir hier als »very ample‘ voraussetzen). Es bleibt
jedoch offen, fiir welche Flichen diese Bedingung nicht erfiillt ist.

4. Hilbertschema

Wir wollen das vor uns stehende Problem an Hand des affinen Falls erkliren.
Es sei 8 = Spec A4, Proj A[T,, ..., T,] = P* X S der projektive Raum iiber S und

P(t) € Z[t], 8o daB P(m) = ) aq, (’” + ”) fiir m € Z ist, wobei die a, ¢ Z sind und
a, > 0 ist. =0 L4

Wir betrachten den Funktor Q7 = Q aus der Kategorie der S-Schemata in die Kate-
gorie der Mengen (N sei eine feste natiirliche Zahl):

8' > {9 S Oprxs | F = OF)|9  ist S'-flach
und besitzt das Hilbertpolynom P}.

Dabei soll also x(f e(r)) = P(r) fiir die betrachteten Quotientengarben fiir alle r > 0
und fiir alle geometrischen Punkte & von S’ gelten. Da & §'-flach ist, ist xF ¢(r))
auch tatsichlich unabhiingig von dem betrachteten geometrischen Punkt &.

Wir fragen nun, ob der Funktor Q darstellbar ist, d. h, wir suchen ein S-Schema
HP = H und eine universelle Untergarbe 4~ = OF.;},; OF:1, /A ist flach iiber H, so
daB der Morphismus

Homs (Ts H) QQ(T)9
¢:T —>Hv o*N) = A ®g, Or

bijektiv und funktoriell in den S-Schemata T ist. Die Idee fiir die Konstruktion
eines den Funktor @ darstellenden Schemas ist die folgende. Es sei ¢ ¢ Q(S). Dann
ist ¢ Untergarbe von 08, }g = A[T,, ..., T,]¥+'~ und hat daher die Form ¥ = I~,
wobei I homogener Untermodul in A[T,, ..., T,]¥*! = H ist. Wir bezeichnen mit
I(r) bzw. H(r) die Formen vom Grad r aus I bzw. H. Dann ist H(r)/T(r) fiir hin-
reichend groBes r frei vom Rang P(r). Wesentlich ist nun, da man ein numerisches
Polynom F konstruieren kann, so daB H/I~ m-regular ist, m = F(ay, ..., a,), wobei
dg, «.., ay die Koeffizienten des Hilbertpolynoms sind. Daraus folgt, daB fiir alle
homogenen Untermoduln I, fiir die I~ € Q(S) gilt, der Modul H (r)/I(r) frei vom
Rang P(r) fir r = m ist. Dadurch konnen wir, indem wir dem Paar (I(m) = H (m))
die Pliickerkoordinaten zuordnen, ¥ € Q(S) auf einen Punkt der GraBmannschen

1) D. Mumrorp, Pathologies ITI. Amer. J. Math. 89 (1967), 94—104. Die Flache ist allerdings
nicht singularititenfrei.
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Mannigfaltigkeit Grass (P(m), H (m)) abbilden und haben damit eine injektive
Abbildung @s: Q(S) — Grass (P(m), H(m)):: G(S) erhalten (G bezeichnet hierbei
das GraBmannschema). @ ist ein projektives Schema, und um die Darstellbarkeit
von () nachzuweisen, geniigt es zu zeigen, daB durch die ¢g eine abgeschlossene Ein-
bettung ¢ von @ in G induziert wird.

Es sei p ein Punkt von G. Dann entspricht p eincr Inklusion I(m) < H(m), wobei
dim (H(m)/I(m)) = P(m) gilt. Mit I, werde das von I(m) in H erzeugte homogene
Ideal bezeichnet. Dann besteht also das Problem darin, algebraische Bedingungen
dafiir anzugeben, daf}

1. (H/I,.)~ flach iiber 4 jst und
2. (H[I,)~ das Hilbertpolynom P besitzt.

Satz. Der Funktor Q ist durch ein projekiives Schema, das wieder mit Q bezeichnet
werden soll, und eine Q-flache Quotientengarbe Fqo = O} [9q mit dem Hilbert-
polynom P darstellbar.

Beweis. Es sei ¥ € Q(8). Wir betrachten die Sequenz

0—>% - Opils > Opits|9 — 0 0)
und wollen die Quotientengarbe mit*# bezeichnen. Wegen Satz 2 aus Abschnitt 3
wissen wir, daB fiir m > 0 die Garbe 0,5 und die betrachteten & € Q(S) m-regulir
sind. Daraus folgt zusammen mit den Korollaren 1, 2, 4 zum Satz 1 aus Abschnitt 1,
daB die Sequenz

0 — Py (m) — Py(Oprys(m))¥*! — pyeF (m) — 0 (1)
exakt ist.
Wir bezeichnen mit 5 g(m) den ¢s-Modul der Formen vom Grad m in Og[T,, ..., T,].

Es ist py(Opnys(m)) = #5(m) und H#s(m)¥*! >~ 0% mit ¢ + 1 = (N + 1) (n T m)
ist. Damit erhalten wir aus (1) die exakte Sequenz m

0 — p,&(m) > %! > p F (m) — 0. (2)
Es sei p + 1:= P(m) und Grasgs (q, p) der GraBmannfunktor:

Grass (g, p) (S) = {# < 0% | A& kohirent, 0% [N
lokal frei vom Rang p + 1}.

Wegen m > 0 ist rk(py(F (m)) = y(F(m)) = P(m) =p + 1, d. h., es ist p,%(m)
€ Grass (g, p) (S). Andererseits ist ¥ nach Satz 1 aus Abschnitt 3 durch p,%(m)
und damit auch & eindeutig bestimmt. (Es sei etwa § affin: § = Spec 4. Dann ist

@ H(0F:x)5(k)) = A[T,, ..., T4]¥+1.

k=0
Bezeichnet man mit G, den graduierten Untermodul, der iiber A[T,, ..., T,] durch
H"(?(m)) erzeugt wird, so ist ¥ = (G,)~.) Damit haben wir eine Einlagerung Q(S)
< Grass (g, p) () definiert. Aus den Sétzen iiber Basiswechsel folgt, daB diese Ein-
lagerung auch funktoriell ist: @ = Grass (g, p).
Wir wollen noch einma) an die Pliickerkoordinaten erinnern. Der GraBmannfunktor
wird dargestellt durch eine projektive Mannigfaltigkeit
(31

Gg,p) < P
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Dabei wird G(g, p) durch homogene Koordinaten p;, i, 0 <7, <-- <17, =g,
beschrieben, wobei folgendes festgelegt werde: Die iibrigen Koordinaten p;,. ;,
(d. h. solche, fiir die nicht 0 < 7, < --- < 1, < q erfiillt ist) seien dadurch bestimmt,
daB p,..;, alternierend von den Indizes abhingen soll. Es gelten die Pliickerrela-
tionen

v
Z; (= 1) Diy..ipsjoPiseeivenipn = 0
fiir alle Folgen 0 < % < -+ < ipy £ ¢,0 < jo <+ < jpu1 < ¢, durch die Grass (g, p)
definiert wird als abgeschlossenes Unterschema eines projektiven Raumes.
Die Bijektion
Grass (g, p) (8) = Hom (8, &(g, p))

ist lokal folgendermafBen definiert:
Es sei A" € Grass (g, p) (S). Dann ist 4" lokal (iiber 8) durch p + 1 lineare Formen

a0 = zq‘ iy Ty, u;; Funktionen auf 8§, +=0,.., p,
gegeben: =0
N = {(tgy 0 t) € O% | giltoy ..or 8g) = 0,2 =0, ..., p}.
Dann ist lokal w(A#") = p: S — G(g, p) definiert durch die Pliickerkoordinaten

Ugi, Uoiy, « + + Uiy
Ui, u"“ o (o ® ul.-,
DPiy..iy =

Upi, Upiy + o« u,,;,

Diese Definition ist unabhingig von der Auswahl der p + 1 linearen Formen g;,
die 4" definieren, da bei einer anderen Wahl dieser p + 1 linearen Formen die ge-
wonnenen Pliickerkoordinaten sich nur um einen gemeinsamen umkehrbaren Faktor
unterscheiden.

Zum Beweis des Satzes geniigt es also zu zeigen, daB die Injektion @ < Grass (g, p)
eine abgeschlossene Einbettung ist. Der Vorbereitung dieses Beweises dienen die
folgenden Betrachtungen.

Es sei « ein Morphismus: § — G. Da G(g, p) := G den Funktor Grass (g, p) darstellt
und Q < Grass (g, p), hat es Sinn, zu fragen, wann « € Q(S) gilt. Dazu entspreche bei
der Isomorphie Grass (¢, p) (G) = Hom (@, @) der Identitdt auf der rechten Seite
die universelle Garbe 4" — 0%+!. Wegen A~ € Grass (p, q) (@) ist €%'/A" lokal frei
vom Rang p + 1 (es war m > 0). Die Antwort auf die obige Frage gibt nun

Lemma 1. a:8 — G st ein Element von Q(S) genau dann, wenn #s(m + 1)¥+/
Hs(l) a*(A") lokal frei vom Rang m + 1 fiir alle I = O ist.

Beweis. Ist « € Q(S), so ist nach Satz 1 aus Abschnitt 3 die obige Bedingung er-
fiillt. Wir haben noch zu zeigen, daB, wenn ¢ die durch « induzierte Untergarbe
bezeichnet, die Quotientengarbe F = O0.}/¥ das Hilbertpolynom P besitzt und
S-flach ist. ¥ wird durch & folgendermaBen induziert: Es sei f, der Untermodul
von Og[T,, ..., T,]¥+! der durch a*(A4") erzeugt wird. Es ist dann 4 = #3. Da der
homogene Teil vom Grad m + [ von Os[T, ..., T,] gerade

Hsm + YV H5(1) a¥(H) =: F,
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ist, hat Of.;}s/¥ das Hilbertpolynom P, und da &, lokal frei ist, ist # S-flach, d. h.,
es ist a € Q(S).

Bemerkung. Ist N = 0,8 = Spec 4, so ist a*.A4” ein Untermodul von 4A[T,, ..., T},
bestehend aus Formen vom Grad m. Diese Formen definieren ein abgeschlossenes
Unterschema X von P"x 8. Die obige « entsprechende Quotientengarbe # von
(prxs ist dann gerade @y.

LLemma 2. Es sei B ein Noethersches Schema, #y = Og[Ty, ..., Tl My €00 H,-
Modul, der von endlichem Typ und quastkohiirent als Og-Modul ist. Auferdem sei
m ¢ Z und P € Q[t].

Dann existiert ein lokal abgeschlossenes Schema Z < B mit folgenden Eigen-
schaften:

(i) Mot ®p, Oz 18t fiir alle I = 0 iber Oz lokal frei vom Rang P(m + l).
(i) Ist «: S — B ein Morphismus, so daf8 o*# ., lokal fret vom Rang P(m + 1)
iiber O fiir alle [ = 0 st, so laft sich « diber Z faktorisieren.

Lemma 2 folgt aus den Behauptungen:

() U ={teB |kt @, k) S P),n Zmi
ist eine offene Teilmenge von B.

(I1) Zu jedem kohirenten Modul .# vom Rang < r iiber einem Noetherschen
Schema U existiert ein abgeschlossenes Unterschema Z von U mit den
beiden folgenden Eigenschaften
a) M ®g, Oz ist lokal frei vom Rang r.

b) Ist x: S — U ein Morphismus, so daB «*.# lokal frei vom Rang r ist, so
laBt sich « iiber Z faktorigieren.

Wir nehmen an, daB (I) und (II) richtig sind, und betrachten die Garben 4,

iiber der durch (I) definierten offenen Teilmenge U von B, die also wieder ein Noether-

sches Schema ist. Setzt man in (II) 4 = #,,; und r = P(m + 1), so gewinnt man

abgeschlossene Unterschemata Z; von U mit den Eigenschaften a) und b). Da U

Noethersch ist, muB die absteigende Kette der Z(l):= Zy n Z; n -+- n Z; stationdr

werden. Dann besitzt Z(l) = Z(l + 1) = .- =: Z die im Lemma 2 geforderten

Eigenschaften.

Beweis von (I): B ist Vereinigung von endlich vielen disjunkten reduzierten
Unterschemata B; derart, daB .# ®g, 05, flach iiber 8 ist. Da 8 nur endlich viele
Zusammenhangskomponenten besitzt, kann man sich auf die Situation beschrinken,
daB .# bzw. 4, flach iiber § ist, wobei S zusammenhéingend ist. In diesem Fall ist
aber bekannt (siehe Verschwindungssiitze), daB ein n, existiert, so daB fiir n = n,

k(M nt R, k() = z(n, #7) = HP(n, #]):= R(n)

ist (HP(n, %) soll das Hilbertpolynom fiir eine Garbe & bezeichnen). U, sei die
offene Menge

U, = {t € B| rkp( M miv,t Dpn, *(t)) = P(v) firm < v <1},
Dann ist U = N U, und folglich geniigt es zu zeigen, daB die absteigende Folge der

- 120

U, nach endlich vielen Schritten abbricht. Gibt es aber ein 7, = n,, so daB R(n,)
> P(n,) ist, so ist U,, = 0, und die Folge U, ist damit stationér. Ist aber B(n) < P(n)
fiir alle n = ny, so ist U,, = Uppy = -+-.
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Beweis von (II): Da .# kohirent ist, hat man lokal eine Darstellung ¢, — ¢},
— M — 0. Ist x: 8 — U ein Morphismus, so daB a*.# lokal frei ist, so ist in der
exakten Folge 0f ® 05— 0 ® Oy - M %) Os— 0 der erste Homomorphismus
Null, da der zweite Homomorphigmus ein Isomorphismus ist. Das besagt aber, daB
das geforderte abgeschlossene Unterschema Z von U durch das Ideal definiert wird,
welches durch die Koeffizienten erzeugt wird, die den Homomorphismus ¢4, — (7,
induzieren.

Mit Lemma 1 und Lemma 2 ist bewiesen, daB der Funktor Q darstellbar ist und daB
das darstellende Objekt, welches wieder mit Q bezeichnet wird, ein lokal abgeschlos-
senes Unterschema der GraBmannmannigfaltigkeit G ist.

DaB aber @ auch ein abgeschlossenes Unterschema von @ ist, folgt aus

Lemma 3. Es sev C ein eindimensionales reguliires Schema (d. h. cine Kurve), C,
(# O) ein offenes Unterschema, a: Cy — Q, b: C — G Morphismen, so daff das Dia-
gramm

-2

el

kommutativ 1st. Dann existiert etn. Morphismus c: C — Q, so daf das resultierende
Diagramm

C,—=<+Q

1/

kommutativ vst.

Beweis. Durch Lokalisierung gelangt man zu der Situation, daB C = Spec (R),
C, = Spec (R,) ist, wobei R eindimensionaler Ring und f€ R ist. Setzt man
H = R[T,, ..., T,), so ist b (b ist Punkt von G mit Wert in C) derart durch einen
Untermodul M — H(m)¥*! definiert, daB H(m)¥*!/M R-frei ist. Wegen a)gilt fiir alle
1=0,daB .

[H(@) ®r (Hm)Y*!/M)], = Hm + 1}*'[H(E) M,

und frei vom Rang P(m + ) ist. Wegen der Flachheit des Quotientenmoduls gilt
das dann auch fiir ganz Spec (R), und daher gibt es wegen der Universaleigenschaft
von @ einen Morphismus ¢ mit den gewiinschten Eigenschaften, q. e. d.

Bemerkungen.
a) Schrinkt man den Funktor QP(N) auf die Kategorie der S-Schemata ein, d. h.,
es sei in der Kategorie der S-Schemata

SWN) (1) = {(oF < Oty | F = OFLy| o ist T-flach, HP(n, F) = P(n)},

so ist dieser Funktor ebenfalls darstellbar, und aus der Universalititseigenschaft
folgt, daB er durch @?(N) X S dargestellt wird.

b) Eine weitere Verallgemeinerung ergibt sich in der folgenden Weise. Wir betrachten
wieder die Kategorie der S-Schemata. Dort sollen jetzt aber nicht mehr die Unter-
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moduln von €.}, fiir das Schema 7'/S zugrunde gelegt werden. Wir gehen viel-
mehr aus von einem Quotientenmodul § = Of..},, der zueiner Untergarbe X" — 0.}
gehort. Mit &7 werde fiir ein S-Schema T die Garbe & ® g, Or auf P* X T bezeichnet.
Dann definieren wir einen Funktor Q%(&) durch

Q%(&) (T) = (# < 67 | F = &Ep|# ist T-flach, HP(n, F) = P(n)}.

Behauptung. Q%(&) ist darstellbar durch ein abgeschlossenes Unterschema von
Q%(N).

Beweis. Wir bezeichnen den Funktor Q%(N) mit @, und den Funktor Q2(¢) mit Q.
Da sich jeder Quotient von &7 als Quotient von @f.}, darstellen lit, gilt Q < Q,.
Wir haben zu zeigen, daBl Q@ < Q, eine abgeschlossene Einlagerung ist. Dazu sei #°
die universelle Untergarbe von 0.}, mit dem flachen Quotienten & := Opste
(der das Hilbertpolynom P besitzt), die dem Funktor @ zugeordnet ist. £ =& ®g, Oq
ist Quotient von Op..},, und es sei ¥ = Ker (03’.‘;0 —> &¢). Weiterhin sei
I = (X 4 #)/#, und mit ¢ werde die Injektion I < & bezeichnet. Da F# die
universelle Quotientengarbe beziiglich des Funktors @ ist, gilt fiir ein S-Schema 7'

QT) = {u€Qo(T) | (1 X w)* I =@y (1 x u)* F) = 0}.
Hierbei bezeichnet 1 die identische Abbildung von P®. Wir haben weiter oben ge-

sehen, daB fir m >0, wenn wir ¢ = (N + 1) (n —;m setzen, eine Surjektion

Opnyq —> I(m) existiert und g(m) bzw. ¢ eindeutig durch
y: 0% = pyl(m) — pyuF (m)

bestimmt ist. Es ist also (1 X u)* (p) = 0 genau dann, wenn u*(p) = 0 ist, und

wir kénnen damit das Verschwinden von (1 X u)* (@) durch das Verschwinden von y

ausdriicken. Da aber p,.% (m) wegen m > 0 lokal frei ist, wird das Verschwinden von

0% — pyF (m) lokal durch das Verschwinden der Koeffizienten einer Matrixdar-

stellung von y ausgedriickt. Die entsprechenden Gleichungen definieren damit Q als

abgeschlossenes Unterschema von Q,, q. e. d.

¢) Man kann auch von einem projektiven Schema X iiber S ausgehen, eine kohirente

Garbe & auf X fixieren, &7 durch & ®p, T definieren und damit wie in b) einen Funk-

tor Q% (&) auf der Kategorie der S-Schemata erhalten.

Behauptung. Q2(&) ist durch ein projektives S-Schema darstellbar.

Beweis. Wir wiihlen eine solche Uberdeckung {S,} von 8, so daB X | S, < P*x S

ist. Die entsprechenden Funktoren Q% (¢ | 8,) sind nach b) durch projektive Sche-

mata QF (¢ | S,) darstellbar (wir behalten die alte Bezeichnung bei). Infolge der

Universaleigenschaft der Q (& | S,) kann man sie zu einem projektiven S-Schema

Q%(€) zusammenkleben, so daB Q3(&) | S, = Q%.(€ | 8,) ist und QE(&) den be-

trachteten Funktor darstellt, q. e. d.

Insbesondere ergibt sich also daraus: Es existiert eine universelle flache Quotienten-

garbe & von &, (Q = Q{;(ca”’)) mit dem Hilbertpolynom P, und fiir » > 0 ist

(i) Pu(F (n)) lokal frei auf @ vom Rang ¢ — P(n) (hierbei bezeichnet p die
Projektion von X X s @ auf den zweiten Faktor)

und

q
(i) A (pg(F (n)) = &£ ,,very ample* beziiglich S).
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6. Ein Beispiel von Mumford

Wir werden jetzt nach einem Beispiel aus MuMFORD (2] zeigen, daB das Hilbert-
schema nicht reduziert zu sein braucht. Dazu werden wir zeigen, daB fiir gewisse
Kurven y im dreidimensionalen projektiven Raum keine algebraische Familie A
mit reduziertem Parameterraum existiert, die diese Kurven enthdlt und fiir die die
charakteristische Abbildung

T, <+ H°(N)

(a der Punkt aus A, der y entspricht, 7, der Tangentenraum von a in 4, N das
Normalenbiindel von y in P?) surjektiv ist. Die charakteristische Abbildung werden
wir gleich erkliren. Fiir das Hilbertschema ist aber die obige Abbildung ein Isomor-
phismus. Damit kann das Hilbertschema nicht reduziert sein, denn anderenfalls
wire ja dadurch eine algebraische Familie gegeben, fiir die ¢ surjektiv ist.

Die charakteristische Abbildung

Es seien X, T Schemata, Z sei ein abgeschlossenes Unterschema von X X T, ¢ be-
zeichne die Einlagerung von Z in X X T und p bzw. ¢ die Projektion von X X T
auf T bzw. auf X. Ist J = Oxxr die Idealgarbe, die Z definiert, so ist die Folge

F|I3 = QY > Q4 >0
exakt. Es ist
Ay, = ¢* Q% ® p*Qr,

und daher erhalten wir, wenn wir » mit der Projektion :*Q%,  — p*Qr komponieren,
eine (@z-lineare Abbildung

I|I* — p*Qr. (1

Ist T — A™, t+ (4, ..., t,) ein Etalmorphismus von 7' auf den m-dimensionalen
affinen Raum (z. B. existiert ein solcher lokal, falls 7' glatt ist), so ist (1) gegeben
durch

f'—)f%dt;.

i=1

Die Dualisierung von (1) ergibt
P*6r - N zixxr
bzw. auf Grund der Adjunktion

®3i7: Or > PN z1xx7-
Setzen wir mit den obigen Bezeichnungen b; = 2 80 ist @z definiert durch

ot;
@zr(di) = (f - ait. Z)-

Fiir ¢ € T liefert eine Tensorierung von gz mit k(f) die Abbildung
Or.t — PaH zixxr g, kit) > HYZy, ¥ zixxr R, k(t))- (2)
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Nehmen wir an, daB die Abbildung Z — T flach ist (was in den uns interessierenden
Fillen auch der Fall sein wird), so ist & ®gp, k(t) = S, und in Oxxr R, k(t) ent-
halten als das Z, definierende Ideal. Somit haben wir eine Abbildung

/ZIXXT @J‘r k(t) = X“”‘(ﬂ_\'xr(;’ 02) ®07‘ k(t)

— Hem (I Qg, k1), Oz,) = N z,x-
Aus (2) ergibt sich damit

®z1.t: Or,y > HYZy, N 7,x),

of
b;l—*(/!—) —aI (I,O)).
Wenn Z lokal vollstindiger Durchschnitt ist, dann ist #/f* lokal frei, und wir
haben

x’“@.\'xr(}’wz) ®01~ k(t) = ‘*0"‘0,{(!" 02;);
daher muB in diesem Fall, falls ¢, surjektiv ist, auch die Abbildung
e z1xx17 Dy k(t) = HZy, A 2,) @)

surjektiv sein (siche dazu die Folge (2)).

Mit Hilfe der Sétze iiber Basiswechsel erhidlt man aus (3):

a) pyA zxxr i8t in einer Umgebung von ¢ mit Basiswechsel vertriiglich,

b) @z/r: Op — PN z/xx7 i8t in einer Umgebung von ¢ surjektiv.

Dabei bedeutet b) gerade: Ist Z lokal durch u; = +++ = %p4 =10 definiert, wobei
Uj, .., Uy Tegulire Parameter sind, dann ist das Gleichungssystem

2%(95,0)@:;,,, fi beliebig, k =1,...,m—d, f,=0, k>m—d,
i

stets losbar.

Wir wollen uns jetzt noch speziell mit dem infinitesimalen Fall beschéftigen. Dazu
sei T" = Spec (k[¢]), & = 0. Es seien X, T, Z wie oben angegeben und « ein Morphis-
mus von 7" in T: T 2 T. Wir setzen Z':=Z X7 T' = X X T, und es sei p’ die
Projektion p': Z' — T".

Dann folgt aus a), daB das Diagramm

Paore
Op == PN zxxT
+ +
*0 a*pziT * ‘/V'
&TOp ——> &Py N z/xXT

universell ist.

Ist Spec (k) — Spec (k[e]) der der Projektion k[e] - k entsprechende Morphismus,
80 wird dadurch fiir jedes abgeschlossene Unterschema Z von X X I ein abge-
schlossenes Unterschema Z, von X induziert.

Es sei Z flach iiber I. Wie wir oben gesehen haben, induziert Z einen Morphismus
Pz 6} —)p*./y.g/xxr. Esist @; = k. Indem wir Z das Element ¢1/1(1) € H°(Z, /Z/XXI)
zuordnen, ist ein Element aus H%(Zy, A"z, x) definiert, das wir mit ¢(Z/I) bezeichnen
wollen. Wir haben also fiir ein fixiertes Z, — X einen Morphigmus

@:{Z = X X I|Z flach iiber I, Z n (X X 0) = Zy} - H*Zy, A 7,x)
erhalten.
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Satz ¢ st etn Isomorphismus.

Beweis. 1. Wir wollen zunichst einen Morphismus y in umgekehrter Richtung an-
geben. Dazu sei s € H*Zy, A 5, x) = Hom (F,, Oz)). Wir haben eine Idealgarbe
F in Oxxr = Ox[e] anzugeben, die ein Z — X X I mit den geforderten Eigenschaften
definiert. Es sei Z, = X durch die Idealgarbe #, — Oy definiert. Dann setzen wir

yE) =F ={f+eg|f€Fos(f) =gmod Fo}.

a) Wie man unmittelbar sieht, ist # ein Ideal.

b) AuBerdem ist das Bild der Abbildung #/ef — Ox[e]/eCOx[¢] gleich £, da f gerade
alle Elemente aus #, durchlduft.

¢) Die obige Abbildung ist injektiv. Denn fiir f 4+ ge — 0 ist f = 0, also folgt s(f) = 0
=gmod #, d. h. ge € ¢7.

Somit haben wir vermittels # ein I-flaches Unterschema Z von X X I mit

Z n (X X 0) = Z, definiert.

2. Wir zeigen jetzt, daB gy(s) = s gilt. Dazu sei Z := y(s). Wir erinnern noch einmal
daran, wie

9(Z[I) € HYZ,, N z,x) = Hom (F,, 03,)
definiert ist. Man geht aus von der Abbildung
F >, P*Q} = Ozde = Oy de,
of

fl—)-é;-de.

Wegen
Hom (Ozde, 07) = Oze = Oz,

u > u(de)
ergibt sich aus der obigen Abbildung durch Dualisierung

q’ZIT: 01.8 — Hom (/, 02),

he = (f + ge > hg).
@ war aber gerade bestimmt durch den Wert fiir A = 1, d. h., wir erhalten die Ab-
bildung (Z := y(s))

f+ge>g=s(f),

d. h,, es ist @(Z[I) = s
Damit ist nachgewiesen, daB ¢ surjektiv ist.

3. Wir haben noch zu zeigen, daB ¢ injektiv ist. Es sei also ¢(Z/I) = @(Z’[I), wobei
Z durch # und Z’' durch #' definiert werde. Da aber

8:= @(Z[I) = ¢(Z'[T) = (f > s(f)) € Hom (F¢, 0z,

a(f + eg)
o€

ist mit

8(f) (x) = (2o, 0) = g(2,),
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ergibt sich

I ={f+eglfeFopZ/l) ({f)=gmod f} =S,
dh zZ=2.
Insbesondere erhalten wir aus dem Satz, da ja

{Z <= X X1I|Zflach iiber I, Zy = Z n (X X 0)} = Hilby (I) X gy1us) Zo
= Tangentenraum des Hilbertschemas in Z,
ist, daB H%(Zy, 4 7, x) der Tangentenraum des Hilbertschemas von X in Z, ist.

Wir wollen uns jetzt mit dem eingangs erwiahnten Beispiel beschiftigen. Es sei
C — P3 X H die universelle Familie glatter Kurven in P® mit dem Hilbertpolynom
Qo(t) = 14t — 23 (d. h. Kurven vom Geschlecht 24 und vom Grad 14 in P3). Wir
werden zeigen:

(i) Es gibt cin nichtleeres offenes Unterschema U < H, so daB U,y glatt ist
und dim U = 56.

(i) Es gibt Punkte « € U, in denen der Tangentialraum 7',(U) die Dimension 57
hat.

Hilfssatz 1. Es sei V, = P? eine glatte kubische Fliiche, E eine Gerade auf Vo und H
ein. Hyperebenenschnitt. Dann hat das lineare System |4H + 2E| keine Basispunkte,
die Kurven aus diesem System haben das Hilbertpolynom Q,(t) (in P3).

Beweis. Die letzte Behauptung folgt nach der Adjunktionsformel und aus wy,
= Oy,(—H). Da |4H| 4 2E < |[4H + 2E| ist, konnen héchstens auf F Basispunkte
liegen. Die Folgen

0— 0Oy, 4H + E) — Oy,(4H + 2E) -—){93 ®0Oyp,(4H + 2E) - 0,
=(0x(2)
0 —> Oy, (&H) — Oy(4H + E) > Op ® Op,4H + E) -0

503(3)

und
00— @p-(l) -> @pl(4) = (9;:(4[1) —-0

sind exakt. Hieraus folgt
. HY(V,, Oy,(4H)) = HY(V o, Oy,4H + E)) = 0
un

E - |4H + 2E| = |0g(2)|,
q.e. d.

Nach BErTINIS Siitzen gibt es eine nichtleere offene Teilmenge in [4H + 2E|, die
den glatten Kurven dieses linearen Systems entspricht.

Hilfssatz 2. Ist V, wie oben und Co = V, eine glatte Kurve mit dem Hilbertpolynom
Qo(t), so ist dim |C,| = 37.

Beweis. Nach SERRES Dualititssatz ist dim HX(V,, 0y,(C,)) = 0. Aus der Adjunk-
tionsformel folgt

deg Oc, ® Oy,(Co) = (CF) = 48 + (C, - H) = 60,
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also HY(C,, O¢, @ Oy,(C,)) = 0, woraus wegen der exakten Folge
0 — Oy, — Oy, (Co) > Oc, ® Oy,(Co) > 0

das Verschwinden von Hl( Vo GJV,(CO)) folgt. Nach dem Satz von RiEMANN-RocH
ist

dim |Co| = (C - (C + H))/2 =37,
q.e.d.

Hilfssatz 3. Eine Kurve Cy = P® mit dem Hilbertpolynom Q(t) liegt auf hochstens
etner kubischen Fliche.

Beweis. Die Kurve kann nicht in einer Ebene oder Quadrik liegen, da sich glatte
Kurven vom Geschlecht 24 nicht in P? einbetten lassen. Also ist jede kubische Flache,
die C, enthilt, irreduzibel; der Schnitt zweier solcher Flichen hitte den Grad 9, C,
hat aber den Grad 14.

Hilfssatz 4. Die Menge H' aller t € H, so daf C, auf einer kubischen Fliiche liegt,
ist abgeschlossen in H, ebenso die Menge H' < H' aller t, so daf C, auf einer singu-
liren kubischen Fliche liegt. Ist U' = H' \. H"', 80 1st dim U’ = 56 und Ul glatt. Es
gibt Komponenten von U’, auf denen dim T\ (H) > 56 gilt.

Beweis. Die Idealgarben I, = Kern (Ops — 0;,) sind die Fasern der H-flachen
Idealgarbe I = Kern (Opsxcg — Oc), und die Menge

HN\H ={te H; H'(P% I,3)) = 0}

ist offen, also ist H’ abgeschlossen. Es sei L' = |0ps(3)| und V = P3® X L’ die uni-
verselle Familie aller Divisoren vom Grad 3 in P3, 7" < H' X L' die Menge aller
(¢, 1) mit C; < V,. Offensichtlich ist 7" abgeschlossen in H' X L'; wir betrachten 7"
als reduziertes Unterschema. Nach Hilfssatz 3 ist die Projektion 7" — H’ bijektiv und
projektiv, also ist 7" — H'’ ein Homéomorphismus. Es sei L < L’ die offene Teilmenge
aller glatten kubischen Flichen, 7' = T" n (L X H'); das Bild von T in H' ist eine
offene Teilmenge U’ und entspricht genau den Kurven C,, die auf einer glatten
kubischen Fliche liegen.

Die Fasern der Projektion T — L sind disjunkte Vereinigungen offener Teilmengen
von linearen Systemen |Cy| auf V;, wobei C, eine glatte Kurve mit dem Hilbert-
%olynom Q,(t) ist und auf V; liegt, da auf rationalen Flichen lineare und algebraische

quivalenz iibereinstimmen. Somit ist nach Hilfssatz 2

dim U’ = dim T = dim L + dim |Cy| = dim |0p:(3)| + 37 = 56,

und 7 ist glatt (da L und |Cy| glatt sind).

Wir berechnen schlieBlich d = dim 7',(H) = dim H°(C,, N¢_ps) (N = Normalen-
biindel).

Es sei V, eine glatte kubische Fliche, C, eine glatte Kurve auf ¥V, mit dem Hilbert-
polynom Q,(t), N das Normalenbiindel von C, in P? und N’ das Normalenbiindel in
Vs N" das auf C, eingeschrinkte Normalenbiindel von V, in P®. Dann haben wir
eine kanonische exakte Folge 0 — N’ — N — N"’ — 0 und Isomorphismen

N' =~ 0y,(Cy)) ® Oc, und N" = 0y,(3H) ® O,-

Wie im Beweis von Hilfssatz 2 folgt deg N’ = 60, also H(C,, N') = 0,
dim H°(Cy, N’) = 37 und d = 37 + dim H°(C,, N'') = 56 4 dim H(C,, N"') (wegen
deg N'' = (C, - 3H) = 42). Hieraus berechnet man leicht d =57, wenn C, € |4H + 2E|
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ist. Wihlt man zundchst V, und dann C, € |[4H + 2E| jeweils als allgemeines Ele-
ment, so siecht man, da C, einem allgemeinen Punkt einer Komponente von U’
entspricht (da V, von 19 und C, iiber dem Definitionskérper von (V,, E) von 37
Parametern abhingt). Auf einer solchen Komponente ist also dim 7',(H) > 56.

Da T glatt ist und homéomorph zu U’, ist jede Zusammenhangskomponente von U’
irreduzibel; aus dim HO(P3, I,(3)) = 1 folgt daher, daB p,(I(3)| Uyeq) lokal freie
Untergarbe von py(Opixu: (3)) ist und mit Basiswechsel vertréglich, also eine
flache Familie von kubischen Flichen in P3 X U/, definiert, die C/U/,y enthilt.
Dadurch wird ein zur Projektion T' — U/, inverser Morphismus definiert, also ist
U/.q glatt.

Hilfssatz 5. Das Schema H \\ H"' hat die Dimension 56.

Beweis. Es geniigt, die offene Menge der nicht auf einer kubischen Fliache liegenden
Kurven zu untersuchen. Fiir eine solche Kurve C ist jede sie enthaltende Flache
vom Grad 4 notwendig irreduzibel, und wegen dim |Op:(4)| = 34, dim |O¢, X Ops(4)]
= 32 gibt es ein Biischel solcher Flichen vom Grad 4. Der Basisort dieses Biischels
hat die Form C,, + @, Q eine Kurve vom Grad 2 (wegendeg Cy = 14,deg V - V' = 16).
Nach BERTINIS Satz kann ein allgemeines Element V des Biischels hochstens auf
Cy 4+ @ Singularitdaten haben, und da fiir die Multiplizititen eines Punktes p auf
VoV’
m(p, V) m(p, V') < m(p, Co + Q)

(£3und =1auf Cy\ @, < 2auf @\ Cy)

gilt, hat ¥V hochstens einen isolierten singuliren Punkt p. Dieser ist ein Doppelpunkt
und kann nur auftreten, wenn Q eine Doppelgerade ist. Es sei jetzt V < P? X 8 die
universelle Familie der Flichen vierten Grades und 7 < (H \ H') X 8 die abge-
schlossene Menge aller (¢, 8) mit C;, = V,; dann ist dim (H\N H') S dim 7T — 1
(die Faser von 7' — (H \\ H') in ¢t ist das lineare System der Quartiken durch C,,
also von einer positiven Dimension). Da nicht jede Fliche vierten Grades einen Kegel-
schnitt @ enthilt, ist das Bild der Projektion T' — S von einer Dimension kleiner
als dim 8 = dim |Ops(4)| = 34, die Fasern bestehen aus linearen Systemen |C,|
(da lineare Aquivalenz wieder gleich algebraischer Aquivalenz ist). Nach dem Satz
von RieMANN-RocH ist dim |Cy| = p,(C,y) = 24 (K 3-Flichen!), also dim (H \\ H')
< b7, q.e.d.



IV. Globale Moduln von Kurven

0. Einleitung

Klassisch versteht man unter den Moduln der algebraischen Kurven gewisse Para-
meter, deren Werte eineindeutig den Isomorphieklassen von Kurven vom Ge-
schlecht g entsprechen.
Genauer und allgemeiner hat MuMrorDp dieses Problem formuliert. Es sei k ein al-
gebraisch abgeschlossener Korper. Gesucht ist ein algebraisches Schema iiber £,
dessen k-rationale Punkte M (k) umkehrbar eindeutig Isomorphieklassen von Kurven
vom Geschlecht g entsprechen. Damit die Frage verniinftig wird, mufl man noch eine
Forderung an die algebraische Struktur von M stellen. Es sei dazu § das Parameter-
schema einer Familie algebraischer Kurven. Man fordert, daBl die Abbildung, die
jedem Punkt 8 € S(k) den Punkt von M (k) zuordnet, der zu der Klasse gehort, die
dem Parameterwert 8 entspricht, algebraisch ist. Den resultierenden Morphismus
7: 8 = M nennt man die Invariante der Familie von Kurven. Verlangt man noch, da
j universell ist (siehe 3.6.), so ist M durch diese Forderungen eindeutig bestimmt. Man
nennt M auch den groben Modulraum der Kurven vom Geschlecht g.
Es sei C eine Kurve vom Geschlecht g = 2 iiber einem algebraisch abgeschlossenen
Grundkérper k, we die Garbe der reguldren Differentialformen auf C. Wir wollen
beweisen, daB wg” ,»very ample* ist, d. h., die globalen Schnitte von w?" definieren
eine abgeschlossene Einbettung C — P(H%(w®3)). Dazu miissen wir zeigen, daB
C —~ P(H"(w?a)) a) definiert, b) injektiv und c¢) in den Tangentialrdumen injektiv
ist.
Bedingung a) bedeutet, daB fiir alle z € C ein € H*(w$?) existiert, so daB n(z) + 0
oder anders ausgedriickt H*(w®3) — H(k(z)) surjektiv ist.
Bedingung b) bedeutet, daB fiir alle 2,y € C, z % y ein 7 € H*(w$?) existiert mit
n(x) = 0 und n(y) = 0, oder H*(w®3) — H(k(z)) @ H°(k(y)) ist surjektiv.
Bedingung c) bedeutet, daB Ho(m,w®?) — H(m/m; @ w@?®) surjektiv ist, wobei m,
die Idealgarbe der Funktionen bezeichnet, die in # verschwinden.
a), b) und ¢) kann man wie folgt zusammenfassen: Fiir zwei beliebige Punkte z, y € C
ist

Hw®?) — H(Oc/m,m,)
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surjektiv. Diese Bedingung ist erfiillt, wenn H'(m,m,w®3) = 0 ist. Nach dem Rie-
mann-Rochschen Satz ist die letzte Gruppe dual zu HO(w®-2 @ m;' ® m;*). Der Grad
von 0®-2 Q) m;' @ mytist —4g + 6,dadeg we = 29 — 2 ist. Wegen —4g + 6 < 0
fiir g = 2 folgt H*(w®~? ® mz' ® m;"') = 0und damit die Bedingungen a), b) und c).
Eine Kurve C vom Geschlecht g = 2 mit einem Isomorphismus P(H®(w®?) o~ Py¥—*
nennt man eine trikanonisch eingebettete Kurve. Die Menge HJ(k) der Isomorphie-
klassen trikanonisch eingebetteter Kurven ist eine lokal abgeschlossene Menge im
Hilbertschema und ist deshalb die Menge der k-rationalen Punkte eines Schemas
HY ;. Vergleichen wir die Betrachtungen mit denen fiir elliptische Kurven, so sind
wir jetzt an der Stelle, wo wir gesehen haben, daB es zu jeder elliptischen Kurve
eine Weierstra3sche Normalform gibt, die von zwei Parametern abhéngt.

Es seien (C, ¢), (C', ¢') zwei trikanonisch eingebettete Kurven. Offenbar ist C' ge-
nau dann isomorph zu C’, wenn ein Isomorphismus v € PQL(bg — 6) existiert, so
daB 7o ¢ = ¢’ ist. Daraus folgt, daB die Punkte der Menge HJ(k)/PGL(5g — 6)
auf natiirliche Weise bijektiv den Isomorphieklassen von glatten Kurven vom
Geschlecht g entsprechen. Wenn man dann zeigen kann, daB der Quotient
Hj/GL(5g — 6) in einem geeigneten Sinne in der Kategorie der algebraischen Sche-
mata existiert, so erhélt man das grobe Modulschema der glatten Kurven vom Ge-
schlecht g (MuMFORD [4]). Man kann direkt oder mit Hilfe der Deformationstheorie
zeigen, dall HY, glatt ist und MY, normal und von der Dimension 3g — 3. Von
DeLiGNE und MUMFORD [1] wurde zuerst bewiesen, daB der Raum M}, zusammen-
hiangend ist. DaB M? , normal ist, folgt daraus, daB der Raum auch irreduzibel ist.
Wenn k = C der Korper der komplexen Zahlen ist, kann man das zeigen, indem man
beweist, daB der klassische Teichmiillerraum eine Uberlagerung von Mj ¢ ist. Fiir be-
liebige algebraisch abgeschlossene Korper erhidlt man das Resultat folgendermaBen.
Man konstruiert ein Schema M) 2y Spec (Z), dessen geometrische Fasern die Sche-
mata M}, sind. Da M{ ¢ zusammenhingend ist, ist auch die allgemeine Faser von n°
geometrisch zusammenhéngend.

Wire n® eigentlich, so folgte nach dem Zusammenhangssatz von ZaAriskr, dafB alle
geometrischen Fasern zusammenhéngend sind. Leider kann man leicht sehen, dag »°
nicht eigentlich sein kann.

Um die Beweisidee trotzdem verwirklichen zu kénnen, konstruiert man durch Ad-
junktion gewisser singuldrer Kurven einen eigentlichen Morphismus : M, — Spec (Z)
dessen geometrische Fasern M), als offene dichte Unterriume enthalten. M,
nennt man auch eine Kompaktifizierung von MJ. Auf M, "+ Spec (Z)kann man jetzt
den Zusammenhangssatz von Zariskr anwenden und erhilt das gewiinschte Resultat.

1. Gefaserte Gruppoide, Felder

Es sei ¢ eine Kategorie von Schemata. Unter einem gefaserten Gruppoid iiber €
verstehen wir eine Kategorie # und einen Funktor p: # — €, fiir die folgendes gilt:
a) Fir jeden Morphismus 8’ 2+ 8 in ¢ und jedes Objekt X in & mit p(X) = 8
gibt es eine Liftung @': X' — X von ¢’ in &.
b) Ist in ¥ ein kommutatives Diagramm

S ,

o P

g2
§—F

8 Beitriige zur Algebra 7

S (1)
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gegeben und in & Liftungen X’ 23 X «2° X" von ¢, so liBt sich das ganze Dia-
gramm (1) zu einem kommutativen Diagramm

X' P
\ .
w X (2)
lv/!b"
liften.

Hieraus folgt leicht: Alle Morphismen @ in & mit p(®) = 1 sind Isomorphismen
in #. Mit % (8) bezeichnen wir das Gruppoid der Morphismen iiber 15 und Objekte
iiber S.

Wir setzen jetzt weiterhin voraus, dal in € Faserprodukte mit Etalmorphismen
8’ — 8 existieren. Ein gefasertes Gruppoid heiBt ein Feld iiber €, wenn noch folgende
Bedingungen erfiillt sind:

¢) Fiir je zwei Objekte X, X, aus & (S) ist der Kofunktor

Isom (X, X,): (€¢/8)°PP — (&'ns),

(8" - 8) » Homg s (¢*X,, p*X,)
eine Etalgarbe. (Hierbei bezeichnet ¢*X, ein bis auf Isomorphie eindeutig bestimmtes
Objekt aus #, so daB eine Liftung ¢*X, 2+ X, von ¢ existiert).

d) Jedes Abstiegsdatum in & beziiglich einer Etaliiberdeckung (S, — 8) in € ist
effektiv.

Explizit bedeutet das: Ist S,p =8, Xs Sﬂ, 8.5y =8 Xs Sp XsS

Pas

2 LR
U Saﬂy——> L Saﬁ P, U S -8
&,y Pu o8

(pmn die Projektion auf den n-ten und m-ten Faktor und p, die Projektion auf den
n-ten Faktor), g0 ist ein Abstiegsdatum ein Objekt Y aus [J #(S,) und ein Isomor-
phismus 2: p}Y =~ p?Y, so daB p},(7) p(2) = pl(z) ist.
Die Bedmgungen c) und d) besagen, daf die Kategorie aller Abstiegsdaten beziiglich
einer Uberdeckung von S dquivalent zur Kategorie & (S) ist.

Die Klasse aller Felder iiber € bildet eine 2-Kategorie und w1r definieren das Faser-

produkt #, X g &, von 1-Morphismen (Funktoreniiber¢) #, — # «L F,wiefolgt:
Die Objekte von &, X g &, sind Tripel

(X1, Xy, @), X; € Ob F, pi(X)) = po(Xy), D: f(X;) = 9(Xs),
mit p(P) = 1.

Die Morphismen sind Paare
(X1, Xy, @) 222y (Y, X, P),
o;: X; — Y; Morphismus in &; (t=1,2),
Pi(®) = pa(xs) und  ¥o flx;) = g(xg) o P.

Beispiele von gefaserten Kategorien sind die Kategorien €/S der Morphismen in ¥
mit dem Ziel S (S Objekt von €); p: €/S — € ordnet jedem Morphismus 8’ — 8§
seinen ,,Start‘‘ S’ zu.
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Ein Feld & heiBt algebraisch, wenn es folgende Eigenschaften besitzt:
e) Fiir alle Objekte S, 8’ aus € und 1-Morphismen von Feldern €/S — # « €[S’
gibt es ein Objekt S’ in € und eine Aquivalenz
€IS X 5 €8 =€[S".
Wir bezeichnen €/S einfach mit S und €/S X & €/S8" mit § X g 8".
f) Es gibt ein Objekt M in € und einen surjektiven Etalmorphismus €/M — #

(d. h., fiir alle Objekte S von € und 1-Morphismen €/S — & ist M X & S — § sur-
jektiv und etal).

Wenn die Fasern von & nur die identischen Automorphismen besitzen, heiit #
ein algebraischer Raum. Es seien z und z' zwei Schnitte von & iiber X. Fiir ein
Schema T' £+ X sei Isomyg (X, X') (T') die Menge der Isomorphismen von ¢*z mit
¢*x'. Die Bedingung e) besagt, daB fiir zwei Schnitte z: X - &, y: ¥ > & der
Funktor Isomyyy (piz, piy) reprisentierbar ist.

Theorem (ARTIN). Es sei & ein Feld iiber der Kategorie € der S-Schemata (S ein
Noethersches Basisschema) mit folgenden Eigenschaften:

!
(1) F erfiillt e), und fiir alle S-Schemata S’ aus € und 1-Morphismen S’ ; F st

der Morphismus A(f, g) — S’ quasikompakt, separiert und unverzweigt. Hierbes
bezeichnet A(f, g) das S-Schema 8’ X gx (S’ X & 8') (§' & §' X 8" Diagonal-
einbettung).

(i) Es existiert ein S-Schema von endlichem Typ und ein glatter surjektiver S-
Morphismus X — F.

Dann vst F algebravsch.
Die Eigenschaft (i) bedeutet: Ist # — % X & der Diagonalmorphismus und
F >F XsF

[ o

FX gxog 8 =8

Faserproduktdiagramm, so wird der untere Pfeil durch einen quasikompakten, se-
parierten unverzweigten Morphismus von S-Schemata dargestellt.

Bemerkungen. Man kann viele Definitionen und Sitze aus der Kategorie der
Schemata auf algebraische Felder iibertragen. Wir werden im weiteren solche Uber-
tragungen ohne Beweise benutzen. Mehr Details findet man bei DELIGNE und Mum-
FORD [1] sowie KNUTSON [1]. Wir hédtten in diesem Abschnitt auch die Kategorie der
analytischen Riéume zugrunde legen kénnen und dann den Begriff des analytischen
Feldes erhalten. Ein analytisches Feld ohne nichttriviale Automorphismen in den
Fasern ist ein analytischer Raum.

2. Das Feld der algebraischen Kurven

2.1. Definition. Eine relative Kurve ist ein eigentlicher, flacher Morphismus von
endlicher Darstellung f: X — S, dessen geometrische Fasern rein eindimensionale
Schemata sind. f: X — S heiBt reduziert, zusammenhingend oder glatt usw., wenn
das fiir jede Faser der Fall ist.

8*
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Wir interessieren uns im folgenden fiir die gefaserte Kategorie aller glatten Kurven
von einem festen Geschlecht g = 2. Dabei lassen wir als Morphismen nur kartesische
Morphismen zu. Wir bezeichnen die Faserung mit MJ. Da Kurven nichttriviale
Automorphismen besitzen konnen, kann M? nicht durch einen algebraischen Raum
reprégentierbar sein.

Wir zeigen jedoch, daBl M ein algebraisches Feld ist. Dazu benutzen wir das Kriterium
von ARTIN aus § 1.

2.2. Es sei #: C — S eine glatte Kurve iiber S. Ist S das Spektrum eines algebraisch
abgeschlossenen Korpers, so haben wir bereits in der Einleitung gesehen, daB
(£2,5)®% = w®% very ample ist. Im allgemeinen Fall erhilt man daraus, daB 0
fir r = 3 relativ sehr ample ist. Aus dem Satz von RiemanN-RocH folgert man,

daB 7,w®% lokal frei ist und das Hilbertpolynom P(z) = (2rx — 1)(g — 1) besitzt.

2.3. Wir kénnen jetzt den Funktor der r-kanonisch eingebetteten Kurven definieren.
Fiir ein Schema S ist HY,(S) die Menge aller glatten, irreduziblen, relativen Kurven
CoPy—>S(n=©2r—1)(@g—1)— 1) mit folgenden Eigenschaften:

(i) Die invertierbare Garbe, die durch Ops(1) auf C induziert wird, ist isomorph
zu w®" @ n*L, wobei L eine geeignete Garbe auf 3 ist.
(ii) Es sei «:P3— S der Strukturmorphismus. Der kanonische Homo-

morphismus &, 0Ops(1) > 7, (") ® g, L ist ein Isomorphismus.
Aquivalent 1Bt sich der Funktor HJ, auch wie folgt beschreiben:

glatte irreduzible Kurven C — 8
H? (8) = { zusammen mit einem Isomorphismus

P3 = P(w®), modulo Isomorphismen.

Es gilt der folgende nicht sehr schwere Satz

24. Satz. HY, st darstellbar durch ein Unterschema des Hilbertschemas Hilbfl?
und glatt iiber épec (Z). :

2.5. Satz. M) st ein algebraisches Feld iber Spec (Z).

Wir benutzen Theorem aus § 1. Die Bedingung (i) folgt, wenn wir zeigen, daB
M} — Mj x M darstellbar, endlich und unverzweigt ist. Nach § 1 bedeutet das, daB
fiir zwei Schnitte z: X — M), y: ¥ — M der Funktor Isomyxy (p}z, piy) reprisentier-
bar durch ein endliches unverzweigtes Schema iiber X X Y ist. Das ergibt sich
unmittelbar aus folgendem Lemma, das wir in Abschnitt 4.2. iiber stabile Kurven in
einer allgemeineren Form beweisen werden.

Lemma. Es seien C, und C, zwei glalte irreduzible Kurven iiber 8. Die Garbe
Isomg (Cy, Cs) wird durch ein endliches unverzweigtes S-Schema reprisentiert.

Die Bedingung (ii) von § 1 folgt, wenn wir zeigen, daB der VergiBfunktor H), — M}
darstellbar glatt und surjektiv ist. Ist j:§ — M? ein Schnitt, so ist HY, X e 8
der Funktor der Isomorphismen des P2 mit dem P(w?fs), wobei C die Kurve ist,
die dem Morphismus j entspricht. Daraus erhalten wir das gewiinschte Resultat.

2.6. Man kann aus H}  das Feld der algebraischen Kurven zuriickgewinnen. Dazu

bemerken wir, daB die Gruppe PGL(k) auf dem Hilbertschema und folglich auf
H?, operiert.
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Es sei G eine glatte algebraische Gruppe von endlicher Darstellung iiber einem Basis-
schema 8, weiter sei 7' ein S-Schema. Mit Gy bezeichnen wir die Gruppe G X T'.
Ein Morphismus p: E — T heiBt ein prinzipalhomogener Raum, wenn Gr auf E
operiert und der Morphismus Gr X1 E — E Xp E ein Isomorphismus ist. Ist E
im Sinne der Etaltopologie lokal isomorph zum prinzipalhomogenen Raum Gr,
so nennen wir E vsotrivial. .

Es sei X ein S-Schema, auf dem @ operiert. Wir definieren das klassifizierende Feld
| X/@). Die Kategorie der Schnitte dieses Feldes iiber einem S-Schema 7' ist die Katego-
rie der isotrivialen prinzipalhomogenen Rdume E — T, versehen mit einem G-Mor-
phismus E — X. Wir wollen diesen Begriff veranschaulichen. Es sei k ein algebraisch
abgeschlossener Kérper und [X/G]; die Kategorie der Schnitte von X/G iiber Spec (k).
Da alle isotrivialen prinzipalhomogenen Raume iiber Spec (k) trivial sind, ist [X/G
dquivalent zur Kategorie der G-Morphismen G; — X. Ein solcher Morphismus ist
durch das Bild des Einselementes 1 € Gy(k) in X (k) eindeutig bestimmt. Offenbar
sind zwei G-Morphismen G} — X genau dann isomorph in [X/G];, wenn die ent-
sprechenden Punkte in X (k) im gleichen Orbit liegen. Die Isomorphieklassen von
Objekten von [X/G], entsprechen folglich bijektiv den Orbits von X (k) unter der
Wirkung von G(k). Die Automorphismengruppen von Objekten entsprechen dabei

den Stabilisatoren. Der prinzipalhomogene Raum @ x5 X 220y X versehen mit

dem G-Morphismus @ X s X £+ X, der die Operation von G auf X definiert, entspricht
einem Morphismus ¢: X — [X/G].

Das Faserprodukt von ¢ mit einem Schnitt 7 — [X/G] ist offenbar das durch diesen
Schnitt definierte Biindel £ — 7T'. Der Morphismus ¢ ist damit glatt und surjektiv.
Man zeigt ohne Schwierigkeit, daB [X/G] — [X/@]Xs[X/G] der Bedingung (i)
von § 1 geniigt, wenn G X X — X X X quasikompakt, separiert und unverzweigt
ist.

Man kann leicht zeigen, daB das klassifizierende Feld genau dann darstellbar ist,
wenn X/G = Y in der Kategorie der Schemata existiert und X — Y ein prinzipal-
homogener Raum unter der Gruppe @ ist.

Wie wir bereits in der Einleitung gesehen haben, ist eine Hauptschwierigkeit bei
der Losung von Modulproblemen die Bildung des Quotienten nach der Wirkung einer
algebraischen Gruppe. Aus der Bemerkung erkennen wir, da8 das Problem in der
Kategorie der algebraischen Felder unter sehr schwachen Voraussetzungen eine Losung
hat. Es sei jetzt C — S eine glatte irreduzible Kurve vom Geschlecht g. Dem pro-
jektiven Biindel P(w®Z) entspricht ein prinzipalhomogener Raum E — 8§ mit der

Strukturgruppe PGL(n). Durch Basiswechsel erhalten wir eine Kurve Cg X ,E.Da
das Biindel P(n;wgg) isomorph zu p* P(wgg) ist, erhalten wir eine kanonische Tri-
vialisierung P(n;wg"'lx) ~ P». Daher wird Cp durch einen eindeutig bestimmten
Morphismus E — H?, induziert. Auf diese Weise erhalten wir einen Isomorphismus

zwischen dem Feld M9 und dem klassifizierenden Feld [H?,/PGL(n)].

3. Modulrdume algebraischer Kurven

3.1. Definition. Es sei y eine abstrakte Gruppe. Weiter sei P: O/S — P(C/S) ein
Funktor aus der Kategorie der glatten irreduziblen Kurven C iiber § in die Kategorie
der prinzipalhomogenen Réume iiber S mit der Gruppe y, der mit Basiswechsel ver-
triglich ist. P heiBt rigid, wenn jeder Automorphismus einer Kurve C/S, der die
Identitit auf P(C/S) induziert, trivial ist.
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3.2. Definition. Es sei P ein rigider Funktor. Eine P-Kurve ist eine glatte irredu-
zible Kurve C — 8, zusammen mit einem Schnitt des Biindels P(C/S).

3.3. Beispiele.

3.3.1. p: C — 8 sei eine glatte Kurve und k eine natiirliche Zahl, die in @g invertier-
bar ist. Dann ist R'p,Z/kZ eine lokal konstante Etalgarbe mit der typischen Faser
(Z/kZ)*. Das Cupprodukt definiert eine perfekte Paarung

R\, Z[KZ X R'p,Z/kZ — Rp, Z[kZ ~ u;'.

Diese Paarung ist wohlbekannt aus der Theorie der abelschen Mannigfaltigkeiten.
Es sei Picd,s die Picardgruppe der Kurve C. Der kanonische Morphismus C — Pic%s
definiert eine Polarisierung des abelschen Schemas Pic},g, d. h. eine Abbildung

o
Pic},s 2+ = Pic%s in das duale abelsche Schema.

Es sei j(Pic},s) die Garbe der k-Teilungspunkte. Nach der Kummerschen Theorie
hat man einen kanonischen Isomorphismus

k(Pic?:/s) o~ R'poup =~ (R Z[EZ) ® py.

Die angegebene Paarung erhdlt man aus der zu @ assoziierten Riemannschen Form
¥(Picd,s) X (Pic},s) — m durch Tensorierung mit puz? (siche MuMFORD [4]).

Es sei jetzt (Z/kZ)%x (Z/kZ)% s Z/kZ eine beliebige nicht ausgeartete alternie-
rende Bilinearform. Man sieht leicht, daB eine Basis y,, ..., yy, ¥1, ..., ¥, von (Z[kZ)%
existiert, so daB (yi, ¥j) = &ij, (vi» v5) = 0, (¥{, ¥}) = 0 ist. Diejenige Bilinearform,
die der kanonischen Basis von (Z/kZ)% entspricht, nennen wir die kanonische symplek-
tische Struktur.

Wenn die Garben R'p,Z/kZ und p; konstant sind, finden wir daher einen Isomor-
phismus Rp,Z/kZ =~ (Z/kZ)*, der das Cupprodukt auf die kanonische symplek-
tische Struktur bis auf Multiplikation mit einer Einheit aus Z/kZ abbildet. Das
letzte muB man zulassen, da man verschiedene Isomorphismen pu; o~ Z/kZ wihlen
kann. Es sei @ die Gruppe der Automorphismen von (Z/kZ)%», die die kanonische
symplektische Struktur bis auf eine Einheit invariant lassen. Durch R'p,Z/kZ
wird dann ein Prinzipalfaserbiindel J; mit der Gruppe G definiert. J; heift der
Jacobische Funktor der Stufe k. Nach SERRE ist J; fiir k = 3 rigid. Eine Jacobstruktur
auf der Kurve C/S kann man als einen Isomorphismus von Rp,Z/kZ mit der kon-
stanten Garbe (Z/kZ)% interpretieren, der die symplektische Struktur bis auf Multi-
plikation mit einer Einheit invariant 148t.

3.3.2. In diesem Beispiel legen wir die Kategorie der analytischen Réume zugrunde.
Analog zum Beispiel 3.3.1. betrachten wir den Funktor R'p,Z. In diesem Fall haben
wir durch die Orientierung einen kanonischen Isomorphismus R*p,Z ~ Z. Wir
konnen daher anstelle von G die symplektische Gruppe selbst betrachten. Man erhélt
dann den Torellischen Funktor, der nach dem letzten Beispiel ebenfalls rigid ist.
Explizit ist eine Torellistruktur ein Isomorphismus von R'p,Z mit der konstanten
Garbe Z%, der die symplektische Struktur respektiert.

3.3.3. Wir bleiben in der Kategorie der analytischen Réume. Es sei C, eine feste
Riemannsche Fliche vom Geschlecht g. Fiir eine beliebige Riemannsche Fliche sei
I(X, Cy) die Menge aller die Orientierung erhaltenden Diffeomorphismen (oder
Homdomorphismen) von X nach C, modulo Homotopieiquivalenz. Fiir unsere
Kurve p: C — S bezeichne C, die Faser in einem Punkt s € S. Die Vereinigung
U I(C,, Cy) kann man als Prinzipalfaserbiindel unter der Gruppe G = I(C,, C,)
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auffassen. Den dadurch definierten Funktor in die Kategorie der G-Prinzipalfaser-
biindel nennt man den Teickmiillerfunktor. Er ist nach dem letzten Beispiel rigid.

3.3.4. Fiir den Begriff der Teichmiillerstruktur gibt es ein Analogon im Falle belie-
biger Charakteristik.

Es sei P eine vorgegebene Menge von Primzahlen. Wir betrachten Schemata, fiir
die die Charakteristiken der Restklassenkorper in P liegen. Fiir eine proendliche
Gruppe bezeichnen wir mit G'?) den maximalen Quotienten von zu P primer Ordnung.
Es sei p: C — 8 eine glatte, irreduzible Kurve mit einem Schnitt s. Nach GROTHEN-
piECK [4], Exp. X, Théoréme 38, bilden die Fundamentalgruppen =,(C., s(z))?,
wobei z einen geometrischen Punkt von § bezeichnet, ein lokales System =, (C/S, s)?
auf S, das wir als Proobjekt der Kateogrie der endlichen lokalen Systeme iiber 8
betrachten. Es sei G eine endliche Gruppe von zu P primer Ordnung. m,(C/S, 8)?
wirkt mittels innerer Automorphismen auf Hom (,(C/8, )7, G). Der Quotient dieser
Wirkung ist unabhingig von dem gewihlten Schnitt s, und wir bezeichnen ihn mit
Hom“‘ﬁz,(C/S)P, G). Wir definieren eine Teichmiillerstruktur als die Klasse eines
surjektiven Morphismus von 7;(C/S)? nach G in Homex* (n, (C|S)P, G).

3.4. Es sei P ein rigider Funktor. Wir bezeichnen mit M% das Feld aller glatten irre-
duziblen Kurven mit einer P-Struktur. Dann existiert ein kanonischer Vergi8-
morphismus M% — M. Es sei x: § — M} ein Schnitt, der einer Kurve C/S entspricht.
Offenbar ist das Faserprodukt § X M 9 die Garbe der P-Strukturen auf C/§ und

folglich isomorph zu P(C/S). Das bedeutet, daB der VergiBmorphismus reprisentier-
bar und etal ist. Daraus folgt unmittelbar, daB M% ein algebraisches Feld ist und,
da es keine Automorphismen in den Fasern besitzt, sogar ein algebraischer Raum.
Nimmt man fiir P den Teichmiillerfunktor, so erhélt man den klassischen Teich-
miillerraum der Riemannschen Fliachen vom Geschlecht g. '

3.5. Bekanntlich sind die algebraischen Rdume M9 bereits Schemata. Es sei J,
der Jacobifunktor der Stufe n = 3. Dann ist M, ein algebraischer Raum iiber

Spec (Z 71’: . Mit Hilfe der Theorie der Moduln abelscher Mannigfaltigkeiten hat

Mumrorp [4] folgendes Theorem bewiesen:

Theorem. M5, n = 3, ist ein quasiprojektives Schema iiber Spec Z [%] .
Wir vergleichen jetzt die Funktoren M} fiir verschiedene P. Es sei P ein rigider
Funktor in die Kategorie der G-Prinzipalfaserbiindel und G — H ein surjektiver
Morphismus mit dem Kern K. Ferner sei Q der Funktor P X H = P/K. Wir setzen
voraus, daB K endlich ist. G operiert auf der Menge der P-Strukturen einer Kurve
und damit auf dem algebraischen Raum Mp. Es sei § —[Mp/K] ein Schnitt des klassi-
fizierenden Feldes, d. h. ein K-Morphismus E — Mp, wobei E ein Prinzipalfaserbiindel
iiber S mit der Gruppe K ist. Einen K-Morphismus E — Mp kann man als eine P-
Kurve C/E auffassen, auf der K operiert. Das bedeutet, daB C' eine Kurve mit einem
Abstiegsdatum relativ zu dem Morphismus E — § ist. Man priift nach, da man so
einen Isomorphismus [Mp/K] =~ Mg erhilt.
Ist @ — H injektiv, so ergibt sich Mg = || Mp. Esseien jetzt P und @ rigide Funk-
H/G

I
toren in die Kategorie der G- bzw. H-Prinzipalfaserbiindel. Wir setzen voraus, da
G und H endliche Gruppen sind. Wendet man die erhaltenen Resultate auf die Homo-
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morphismen G — G X H — H an, so erhilt man, daB Mp quasiprojektiv ist genau
dann, wenn M, quasiprojektiv ist. Aus dem Theorem von Mumrorp folgt unmittel-
bar:

Es sei P ein rigider Funktor aus der Kategorie MJ X S in die Kategorie der G-Prinzi-
palfaserbiindel. Dann ist Mp ein Schema iiber S, das quasiprojektiv iiber jeder offenen

Menge der Form S ®z Z [%] (p Primzahl) ist.

3.6. Der grobe Modulraum M, der Kurven vom Geschlecht g. Wir wissen,
daB M? nicht durch ein Schema reprisentiert wird. Man kann sich fragen, ob wenig-
stens der Funktor F, der jedem Schema S die Isomorphieklassen von Objekten der
Faser (MJ)s zuordnet, représentierbar ist. Die Existenz von nichttrivialen Auto-
morphigmen in (MJ) verhindert jedoch, daBl F eine Garbe ist. Von GROTHENDIECK
wurde bewiesen, daB auch die zu F assoziierte Garbe nicht reprisentierbar ist. Nach
Mumrorp kann man aber ein schwaches Modulschema konstruieren.

Definition. M, heiBt ein grobes Modulschema der glatten Kurven vom Geschlecht g,
wenn folgendes gilt:

(i) Es gibt einen Morphismus M) — M,, iiber den sich jeder andere Morphis-
mus in ein Schema eindeutig faktorisieren laft.

(ii) Fiir jeden algebraisch abgeschlossenen Korper 2 ist die Menge der geome-
trischen Punkte M,(£2) gleich der Menge der Isomorphieklassen von Kurven
iiber Q.

Durch (i) und (ii) ist M, offenbar bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.
Zur Konstruktion definieren wir den Begriff eines geometrischen Quotienten.

Definition. Es sei @ eine algebraische Gruppe, die auf einem Schema X operiert.
Ein geometrischer Quotient ist ein G-invarianter Morphismus p: X — Y mit folgenden
Eigenschaften:

() Y ist ein Quotient von X in der Kategorie der geometrischen Rdume,
d. h., Y hat die Quotiententopologie und es ist p,0% = Oy.
(id) Fiir jeden algebraisch abgeschlossenen Korper Q definiert p einen Isomor-

phismus von X(2)/G mit Y ().
Nach GROTHENDIECK [4] gilt folgender

Satz. Es sei G eine endliche Gruppe, die auf evnem quasiprojekiiven Schema X operiert.
Dann existiert der geometrische Quotient X |G und ist quasiprojektiv.

Wir benutzen die Bezeichnungen von 3.3.1. G ist eine endliche Gruppe, die auf dem
quasiprojektiven Schema M; (n = 3) operiert. Folglich existiert der geometrische
Quotient Y, = M, [G. 1

Wir zeigen, daf Y, ein schwaches Modulschema iiber Spec (Z [-TT]) ist.

Zunéchst hat man einen Morphismus M) — Y,. Dazu sei S — M} ein Schnitt, der
durch die Kurve C — § gegeben ist. Wenn man eine J,-Struktur auf C — S wihlen
kann, erhélt man einen Morphismus S — M;_ und damit einen Morphismus § — Y.
Es ist klar, da8 der letzte Morphismus von der gewihlten Jacobistruktur unabhiingig
ist. Da man lokal stets eine Jacobistruktur wihlen kann, erhdlt man allgemein einen
Morphismus § — Y, durch Zusammenkleben. Es sei M) — N ein beliebiger Mor-
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phismus in ein Schema N. Dann erhalten wir durch Komposition mit dem kano-
nischen Morphismus M; — M} einen G-invarianten Morphismus M; — N. Nach
der Bedingung (i) fiir geometrische Quotienten 1iBt sich der letzte Morphismus
auf eindeutige Weise iiber Y, faktorisieren. Da die geometrischen Punkte M; (£2)
genau die Isomorphieklassen von Kurven iiber £ mit einer J,-Struktur sind, folgt
die Eigenschaft (ii) fiir das grobe Modulschema aus der entsprechenden fiir geome-
trische Quotienten.

Wegen der Eindeutigkeit des groben Modulschemas stimmen Y, und Y, iiber

Spec (Z [;ln]) iiberein. Durch Zusammenkleben erhélt man:

3.7. Satz. Das schwache Modulschema M, iiber Spec (Z) existiert und st fiir jede
Primzahl p quasiprojektiv iiber Spec (Z [—:;])

3.8. Der Teichmiillerraum. In diesem Punkt gehen wir kurz auf den Zusammen-
hang mit der transzendenten Theorie ein. Die Details findet man in den Arbeiten
von AHLFORS [1], BErs [1] und WELL [1].

3.8.1. Uniformisierungssatz. Es set Cy evne Riemannsche Fliche vom Geschlecht
g = 2. Dann existiert evne Fuchssche Untergruppe I'y = QL4(R) ohne elliptische
Elemente, so daf8 H|T'y ~ C 1st, wobei H die obere Halbebene bezeichnet.

Es sei C — M eine analytische Familie von Riemannschen Flachen, wobei M
isomorph zu einem Polyzylinder ist. Weiter sei Cy die Faser im Punkt 0 € M. Bekannt-
lich kann man einen Diffeomorphismus x: C — Cy X M finden, der mit der Projek-
tion auf M vertriglich ist. Es seien ¢, ..., ¢, Parameter in M, und z sei eine Uni-
formisierende von C,. Es sei w eine Uniformisierende auf einer Faser C,, wobei s
geniigend dicht bei O liegt.

Mit Hilfe von & kénnen wir

dw = «x(z, by, ..., ty) dz + B(2, by, o0y ty) dZ

schreiben. Da die Formen «dz + gdz, dt,, ..., dt, eine Basis fiir die (1, 0)-Formen
einer komplexen Struktur sein miissen, rechnet man leicht nach, da der Quotient

(2 byy ooy ty) = % holomorph von ¢, ..., ¢, abhéingen muB.

Wiahlt man x so, daB die Orientierung erhalten bleibt, so folgt |u| < 1. Da dw eine
komplexe Struktur auf H/I', definiert, muB es bis auf eine Konstante invariant
unter I'y sein.

Daraus erhilt man, daB u (cll_z invariant unter I'; ist, oder explizit

(%) wAR@) AR)|A'(2) = pz) firalle A€ T,

Eine Funktion u(z) (der Klasse L,) mit |u| < 1, die der Bedingung (*) geniigt, heiBt
ein Beltramidifferential von I'y. Aus der Theorie der quasikonformen Abbildungen
folgt:

3.8.2. Es sei u ein Beltramidifferential. Dann definiert die Riemannsche Metrik
dz + pdz eine komplexe Struktur auf H/[I,, die wir mit C% bezeichnen. Es sei
w* de© Homoomorphismus, der H mit der alten komplexen Struktur auf H mit der
neuen Struktur abbildet. w* ist eindeutig bestimmt bis auf einen gebrochen rationalen
Isomorphismus von H, also eindeutig, wenn wir fordern, daB die Punkte 0, 1, co
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bei w* invariant bleiben sollen. Wir wollen diese Annahme im folgenden stets machen.

Wenn dann u holomorph oder glatt von Parametern abhiingt, so auch w*. Die Faser

C, und die Kquivalenzklasse von w* in I(C,, C%) definieren einen Punkt des Teich-

miillerraumes 7,(C).

In der analytischen Theorie wird die komplexe oder glatte Struktur auf der Menge

T,(C) durch folgende Bedingung definiert:

(T) Wenn u(z, t) holomorph oder glatt von Parametern ¢ abhingt, ist die Ab-
bildung ¢ > (C4*9, wrtzh) ¢ T')(C) holomorph bzw. glatt.

Es ist aus den Betrachtungen am Anfang dieses Abschnittes klar,daB eine analytische

Struktur auf 7,(C), die der Bedingung (T) geniigt, mit der in 3.4. definierten iiber-

einstimmen muB.

3.8.3. Eine glatte Einbettung des Teichmiillerraumes. Es sei x ein Beltrami-
differential. Die gebrochen linearen Transformationen A ¢ I'y induzieren auf der
oberen Halbebene H mit der komplexen Struktur w* gebrochen lineare Trans-
formationen A*:

wh(A(2) = A*(wH(2)).

Wenn Iy die Gruppe der Transformationen A* bezeichnet, gilt C% = H/[I™.
Wir wihlen jetzt fiir Iy Erzeugende A;, B;, j = 1,...,g, die nur der Relation

g
A;B;A7'B; ') = 1 geniigen. Wenn wir alles mit einer geeigneten Matrix konjugieren,
) 044 " Dj genug geeig g

6nnen wir, da keine der auftretenden Transformationen elliptisch ist, annehmen,
daB 4, die Fixpunkte 0, 1 und B, den Fixpunkt co hat. Ein solches System von Er-
zeugenden nennt man normalisiert. Man iiberzeugt sich sofort, daB man 4, und B,
aus den 4; und By, j =1,...,¢9 — 1, erhalten kann. Da jede gebrochen rationale
Transformation von drei Parametern abhingt, héngt ein normalisiertes System
von Erzeugenden von 6, — 6 reellen Parametern ab. Wir fassen die normalisierten
Systeme daher als Teilmenge des R%—¢ auf.
Es sei § — T, ein glatter Punkt des Teichmiillerraumes, der lokal durch ein Bel-
tramidifferential gegeben ist, wie wir es am Anfang dieses Abschnittes beschrieben
haben.
Die Abbildung

ue (44, BY), j=1,..,9—1,

definiert dann einen Punkt 8 — R%~%. Die so erhaltene Abbildung T, - R%~¢ ist
eine offene Einbettung.

3.8.4. Die Kontraktibilitdt des Teichmiillerraumes. Wir haben gesehen, dafl
man die Punkte des Teichmiillerraumes in der Form (8%, w*) reprisentieren kann.
Dabei kénnen verschiedene x den gleichen Punkt des Teichmiillerraumes reprisen-
tieren. Genauer definieren x4 und u’' den gleichen Punkt, wenn w*(w*)-! homotop
zu einer holomorphen ‘Abbildung ist.

Wir kommen jetzt zum entscheidenden Punkt der Theorie TEICHMULLERS.

Definition. Ein Teichmiillerdifferential ist ein Beltramidifferential der Form

1@

B(2) = xm, wobei x eine reelle Zahl, 0 < x < 1 und f(z) d2? ein holomorphes
quadratisches Differential auf C, ist.

3.8.6. Jeder Punkt des Teichmiillerraumes hat eine eindeutige Darstellung (84, w*),
wobei u ein Teichmiillerdifferential ist. u ist dabei eindeutig bestimmt durch die
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Extremaleigenschaft, dal

max [u(z)| < max |u'(@)

2€H 2€H
ist fiir alle u'(z), die den gleichen Punkt des Teichmiillerraumes definieren. Wir
zeigen jetzt, daB daraus die Kontraktibilitat des Teichmiillerraumes folgt.
Es sei (2,, ..., 2,_¢) = £ eine reelle Basis des Raumes H°(C,, »%?) der quadratischen
Differentiale. Fiir alle Vektoren x ¢ R%-%, |z| < 1, entspricht dem Teichmiiller-
differential |z|(23)/|x2| ein Punkt y(z) des Teichmiillerraumes. Nach 3.8. ist die
Abbildung z — y(z) eine eineindeutige differenzierbare Abbildung der Einheits-
kugel im R%~® auf den Teichmiillerraum 7', — R%~%, Nach dem Theorem von Hopr
iiber die Gebietsinvarianz ist § dann ein Homéomorphismus.

4. Die Kompaktifizierung des Feldes der Kurven vom Geschlecht g = 2

Zunichst definieren wir den Begriff ,eigentlich* fiir algebraische Felder.

Es sei P eine Eigenschaft fiir Morphismen f: X — Y von Schemata, die lokal auf X
und Y beziiglich der Etaltopologie ist. Wir sagen, daB ein Morphismus ¢: #, - &%,
von algebraischen Feldern die Eigenschaft P hat, wenn fiir ein und folglich fiir jedes
Diagramm der Form

XZy 7,

!l lw

Yy £,
wobei z und y surjektive Etalmorphismen sind, f die Eigenschaft P hat (z. B. lokal
v.e. T., flach, etale, glatt usw.). &#, heillt quasikompakt (Noethersch usw.) wenn ein
surjektiver Etalmorphismus z: X — %, mit X quasikompakt (Noethersch usw.)
existiert. ¢: F, > F, heibt quasikompakt, wenn F, X &, Y fiir alle quasikompak-
ten Y quasikompakt ist. Wenn ¢ auBerdem lokal von endlichem Typ ist, heift ¢
von endlichem Typ.

4.1. Definition. Ein Morphismus f: # — 8 eines algebraischen Feldes # in ein
Noethersches Schema 8 heiBit eigentlich, wenn f von endlichem Typ und separiert
ist und fiir jeden Bewertungsring ¥V mit dem Quotientenkérper K und jedes Diagramm

F
|
Spec(K) — Spec(V) — S
ein diskreter Bewertungsring V' mit dem Quotientenkorper K’ existiert, der eine
endliche Erweiterung von V ist, und ein Morphismus Spec (V') — &, so daB folgendes
Diagramm kommutativ wird:

Spec(K') — Spec(V') —> &

| —"1

Spec(K) —> Spec(V) — S
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Fiir eigentliche Morphismen algebraischer Felder gelten wichtige Sitze der alge-
braischen Geometrie wie das Lemma von CHow, der Zusammenhangssatz von
ZAr1skI und der Endlichkeitssatz.

Da es Kurven mit potentiell schlechter Reduktion gibt, existieren diskret bewertete
Korper K und Morphismen Spec(K) — MJ, die sich nicht auf Spec (V") fortsetzen
lassen, wobei V' irgendeine endliche Erweiterung des Bewertungsringes ¥ von K
ist. M ist also nicht eigentlich iiber Spec(Z). Um M} zu kompaktifizieren, miissen
wir zu M) geeignete Kurven hinzufiigen, die sich bei Reduktion potentiell gut ver-
halten.

4.2. Stabile Kurven.

Definition. Es sei S ein Schema. Eine stabile Kurve vom Geschlecht g = 2 ist ein
flacher eigentlicher Morphismus =: C — 8, dessen geometrische Fasern C, wie folgt
beschaffen sind:

(i) C, ist reduziert, zusammenhidngend und besitzt hochstens gewohnliche
Doppelpunkte.
(ii) Auf jeder nicht singuliren rationalen Komponente E von C, liegen min-

destens drei Doppelpunkte von Cs.
(iii) dim HY(C,, Oc,) = g.
Es gilt:
1. C ist lokal vollstindiger Durchschnitt, da @, in einem Punkt O ¢ C, voll-
sténdiger Durchschnitt ist und damit wegen der Flachheit auch 0 .

2. Auf C existiert eine invertierbare Garbe mit folgenden Eigenschaften (siche
HArTSHORNE [1]):
a) wgyg ist vertridglich mit Basiswechsel.
b) Es sei S das Spektrum eines algebraisch abgeschlossenen Kérpers; z, ..., z,
seien die Doppelpunkte von C und z;, y; die beiden Punkte auf der Normali-
sierung €' von C, die iiber z; liegen. Dann ist w¢,s isomorph zum direkten Bild
der Garbe der meromorphen Differentiale 5 auf C’, die hichstens einfache Pole
in den Punkten z;, y; haben, so daB

resy,(n) + resy,(n) = 0

ist.

¢) Wie in b) sei § = Spec (k). Dann hat man einen kanonischen Isomorphismus
EXt"@c(F, w¢s) =~ Hom, (Hl-‘(09 F), k)

fiir jede kohdrente @¢-Garbe F.

Wie im Fall von glatten Kurven zeigt man ohne groBe Schwierigkeiten

4.3. Satz. HsseiC[S eine stabile Kurve. Dann ist o% fiirn = 3 sehrampel und ny(w@3)
lokal frei vom Rang (2n — 1)(g — 1).

Es sei Hy der Funktor der trikanonisch eingebetteten Kurven

C — 8 stabile Kurve und ein Isomorphismus
Hg(S )= {

P(08%) =~ P%¥~¢ modulo Isomorphismen.
Vollig analog zum Fall der glatten Kurven erhilt man
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4.4. Satz. H, ist darstellbar durch ein Unterschema des Hilbertschemas Hilbgysi,
wobet Py(x) = (bx— 1)(g —1) st.

Um zu zeigen, daB das Feld der stabilen Kurven algebraisch ist, miissen wir die
Automorphismen untersuchen.

Lemma. Hom(2, ¢c) = 0.

Beweis. Wir miissen zeigen, daB jedes Vektorfeld D auf C Null ist. D ist eine
Derivation D: @y — (¢, die man auf die Garbe der meromorphen Funktionen in
eindeutiger Weise ausdehnen kann. Es sei ¢ der Fiihrer von ¢ nach O¢. Da D eine
Derivation ist, folgt c¢D(0¢) < D(¢)0¢ + D(c). Daraus folgt leicht D(0O¢) < O,
(ieometrisch bedeutet das, daB die Vektorfelder auf C eineindeutig den Vektor-
feldern auf C’ entsrpechen, die in den Punkten z;, y; verschwinden. Es sei C; eine
Komponente von C’. Wir unterscheiden drei Fille

a) 9(C;) = 2;

b) g(C?) = 1, D/C; verschwindet an mindestens einem Punkt von C;;

¢) g(C}) = 0, D/C; verschwindet an drei Punkten von Cj.

In allen drei Fillen folgt aus dem Satz von RIEMANN-Roca D/C; = 0 und damit
D =0.

Es seien X und Y Schemata von endlichem Typ iiber einem Basisschema S und &
und # Garben auf X und Y die relativ sehr ampel sind. Wir definieren folgenden
Funktor auf der Kategorie der S-Schemata:

Isoms((X, £)(Y, #)) (T) = Isomorphismen f: X7 —> Y7 mit f*#r =%y

Aus der Theorie der Hilbertschema folgt, daB Isom durch ein quasiprojektives Schema
iiber S reprisentiert wird. Wenn X und Y stabile Kurven sind, so gilt nach Eigen-
schaft a) der Garbe w

f *wn/r = Wx,|T

fiir jeden Isomorphismus f. Also ist Isomg (X, ¥) in diesem Fall ein quasiprojektives
Schema iiber 8.

Wir beweisen jetzt die versprochene Verallgemeinerung von Lemma 2.4.

4.5, Satz. Es seien X und Y stabile Kurven iiber einem Schema 8. Dann vst Isomg (X, Y)
endlich und unverzweigt iber S.

Beweis. Wir zeigen zuerst, daB Isom quasiendlich und unverzweigt ist. Dazu
miissen wir beweisen, daB die geometrischen Fasern endlich und reduziert sind. Offen-
bar sind die geometrischen Fasern leer oder isomorph zu einem Schema der Form
Aut,(C), wobei C eine stabile Kurve iiber dem algebraisch abgeschlossenen Kérper k
ist. Nach dem letzten Lemma ist der Tangentialraum von Aut; (C) im Punkte id¢
Null. Da Aut; (C) quasiprojektiv ist, muB es dann ein endliches reduziertes Gruppen-
schema sein.

Nach einem bekannten Resultat von CHEVALLEY bleibt zu beweisen, da Isomg (X, ¥)
eigentlich iiber § ist. Indem wir eine trikanonische Einbettung von X und Y wihlen,
erhalten wir einen Morphismus S — H, X H,. Nach Basiswechsel kénnen wir anneh-
men, daB 8 = H, X H, und daB X und Y die Urbilder der universellen trikanonisch
eingebetteten stabilen Kurve iiber H, bei den beiden Projektionen von 8 auf H,
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sind. Mit Hilfe von Sidtzen aus GROTHENDIECK [2], Kap. II, zeigt man leicht die
folgende Variante des Bewertungskriteriums fiir eigentliche Morphismen:

Es sei Z ein Schema iiber 8 und U eine offene und dichte Teilmenge von Z. Z ist
eigentlich iiber 8, wenn fiir jeden diskreten Bewertungsring ¥V mit dem Quotienten-
korper K und jedes Diagramm

Spec (K) > U — Z

|

Spec (V) —— S

ein Morphismus Spec(V) — Z existiert, so da3 das resultierende Diagramm kommu-
tativ wird.

Wir zeigen weiter unten, da8 Hj dicht in H, ist. Daraus folgt leicht, daB die offene
Teilmenge von Isomg (X, Y), die glatten Kurven entspricht, dicht ist. Folgender
Satz zeigt, da das Bewertungskriterium erfiillt ist.

4.6. Satz. Es ser V ein diskreter Bewertungsring; 8 und 7 seien der spezielle und der
allgemeine Punkt von Spec (V). Es seien ferner X und Y stabile Kurven iiber Spec (V),
deren allgemeine Fasern glatt sind. Dann kann man jeden Isomorphismus ¢,: X, — Y,
zu etnem Morphismus ¢: X — Y erweitern.

Wir bemerken nachtriglich, daB8 aus 4.5. folgt, daB8 die Bedingung ,,X, und Y,
glatt' tiberfliissig ist.

Beweis. Da X, nur gewohnliche Doppelpunkte hat, haben die Singularitdten von X
die Form z - y = #n", wobei = ein lokaler Parameter von V ist. Aus der Bedingung
»X, glatt* folgt » = 1. Blast man die Singularitdten auf, so erhilt man folgende
Konstellation von » — 1 projektiven Geraden:

Nach Aufblasung aller Singularititen von X erhdlt man daher eine singularititen-
freie Fliche ohne ausgezeichnete Kurven erster Art, also das minimale Modell von
X,. Umgekehrt erhidlt man X aus dem minimalen Modell in eindeutiger Weise, indem
man alle Kurven, die in einer Konstellation der angegebenen Art vorkommen,
zusammenblist. Da ¢,: X, — Y, einen Isomorphismus der minimalen Modelle
induziert, erhilt man den gewiinschten Isomorphismus ¢: X — Y.

Analog zu 2.4. erhilt man aus 4.6.

4.7. Satz. Das Feld M, der stabilen Kurven ist algebraisch.
Wir kommen jetzt zum entscheidenden Punkt der Theorie der stabilen Kurven.

4.8. Satz (iiber stabile Reduktion). Es ser V ein diskreter Bewertungsring mit dem
Quotientenkiorper K, und C sei eine geometrisch irreduzible glatte Kurve iiber K. Dann
existiert eine endliche Erweiterung K' von K und eine stabile Kurve C iiber dem ganzen
Abschlup V' von V in K', deren allgemeine Faser isomorph zu C ®g K’ 1st.
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Man kann 4.8. aus einem entsprechenden Resultat iiber abelsche Mannigfaltig-
keiten folgern, das zuerst von GROTHENDIECK und MuMFORD bewiesen wurde. Einen
elementaren Beweis ohne den schwierigen Apparat haben ARTIN und WINTERS
[1] gegeben.

Nach den Bemerkungen am Anfang dieses Abschnitts erhalten wir aus 4.8.
4.9. Satz. Das algebraische Feld der stabilen Kurven M, st eigentlich tiber Spec (Z).

5. Die Irreduzibilitit des Modulraumes der glatten Kurven
vom Geschlecht g = 2

Der natiirliche Morphismus M? — M, ist darstellbar und eine offene Einbettung.
Wir untersuchen zunéchst das entsprechende lokale Problem.

5.1. Lemma. Es sei C[k eine stabile Kurve. Dann st Ext? (R, O¢) = 0.
Beweis. Wir benutzen die Spektralsequenz
E3 = H?(X, &xt? (Qby, Oc)) = Ext? ¢ (QL,,, Oc) o

und zeigen E}? = 0 fiir p 4+ ¢ = 2. Das ist trivial fiir ¢ 3= 2. Da C lokal ein voll-
sténdiger Durchschnitt ist, haben wir lokal eine Resolution

0—p/p?— .QlA../‘r ® O — 2L, — 0.
Daraus folgt &xt?2 = 0.

Im folgenden ist k ein algebraisch abgeschlossener Kérper und C eine stabile Kurve
iiber k. Wir betrachten die formale semiuniverselle Deformation €/# von C iiber
dem Wittring o.

Wegen Ext®(2f,, Oc) =0 ist diese Deformation sogar universell und wegen
Ext? (2L, Oc) = 0 folgt aus der Deformationstheorie, daB die Basis # formal glatt
ist, d. h. # = Spf 04lty, ...; ty], wobei N = dim Ext! (QL,,, O¢) ist. Die invertier-
bare Garbe we 4 ist ampel. Nach GRoOTHENDIECKS Existenzsatz findet man deshalb
ein eindeutig bestimmtes projektives flaches Schema iiber Spec(4), wobei
A = o4ty ..., ty] ist, dessen Komplettierung € ist und das wir im weiteren ebenfalls
mit € bezeichnen. Es sei 2; ein Doppelpunkt von C und 0;/4; die verselle Deformation
der k-Algebra 0, ¢ iiber dem Wittring. Wir haben 0,‘ = k[u;, v;D/u; - v;. Nach
einem allgemeinen Resultat iiber die versellen Deformationen von vollsténdigen
Durchschnitten (vgl. Kap. IIT) gilt

0; =~ kl[w;, vi, ;1 (wivi — ), A; = 041
Da @34 | A einc Deformation von @, ist, gibt es einen Morphismus ¢;: 4; > A
derart, daB @z‘,g = A Qg , 0; ist.
5.2. Lemma. ¢: 4,®s, -+ Qo, Ay — A st formal glatt. Das bedeutet, daff Isomorphis-
men A; =~ oi[t;] und A =~ oilt,, ..., ty], existieren, so daf ¢(t;) = t; ist.
Beweis. Die Tangentialabbildung von ¢ kann man mit der folgenden Abbildung
identifizieren:

Ext! (Qcp, Oc) ~[] EXt@z‘(Qz.’ d.).

i=1

Aus der Sepktralsequenz von Lemma 5.1 erhilt man leicht die Surjektivitét.
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Da (D,‘,g =~ A ®4, 0; hat man nach 5.2.
0..¢ == oillu;, vi, by ...y I/ (wiv; — 8).
“ssei H, = H, X Spec (0;) das Schema der trikanonisch eingebetteten stabilen Kurven

iiber dem Wittring. Ferner sei z ein Punkt von Hj, der der Kurve C entspricht,
und 7' = Spec(0,, #;)- Nach der Universalitit von M hat man einen eindeutig bestimm.-

ten Morphismus f: 7' — Spec (4), der durch die universelle Kurve Z; iiber H; induziert
wird. Wihlen wir eine trikanonische Einbettung der Kurve C iiber Spec (4), so erhal-
ten wir einen Schnitt 8 von f. Es sei G die Komplettierung von PGL(5g — 6) im
Einselement. G operiert offenbar auf T, da PGL(6g — 6) auf H, operiert. Beriici-
sichtigt man, daB der Stabilisator von C in PGL(5g — 6) nach 4.5. reduziert und

endlich ist, so folgt, daB G X M — G X T' £ T ein Isomorphismus ist (siche Mum-
FoRD [4], Kap. 5, §2). Also ist f: T — Spec (4) formal glatt. Daraus folgt 0,,5,
= 0ty -..» ty]-

Da man die universelle Kurve (Z;)r aus ¢ durch Basiswechsel erhalt, gilt weiter
O3}z, =2 04llty, -, bary i, v/ (wiv; — ¢). Die Menge der nicht glatten Punkte des

Morphismus Z; — H, wird also lokal durch die Gleichung ¢, --- ¢, = 0 beschrieben.

Definition. Es sei p: X — Y ein glatter Morphismus von endlichem Typ und
D c X ein relativer Cartierdivisor. Wir sagen, daB D normale Schnitte hat, wenn
fiir alle z € D die lokale Gleichung d = 0 von D in der strikten Komplettierung
O, xvon0, x eine Darstellung d = d, --- d; besitzt, wobei d,, ..., d; linear unabhéngig
in m,,xé,,x/mi.x(ﬁ,_x + m,,y(D,,x sind.

Es sei S die Menge der Punkte von H,;, wobei der Morphismus Z, — H, nicht glatt
ist. Man kann die oben durchgefiihrten Uberlegungen wie folgt zusammenfassen.

5.3. Batz. H, st evn glattes Schema iiber Z und S evn Divisor mit normalen Schnitten
relativ zu Z.

5.4. Korollar. Das Komplement von M} in M, ist ein Divisor mit normalen Schnit-
ten.

Beweis. Essei z: X — M, ein Etalmorphismus. Wir miissen zeigen, daB X, = z~(M})
das Komplement eines Divisors mit normalen Schnitten ist. Wir betrachten den
glatten Morphismus X X, H, =+ X. Dann ist 2'-(X,) das Urbild von Hj bei
dem Etalmorphismus X Xy, H, — H, und deshalb das Komplement eines Divisors mit
normalen Schnitten. Da z’ glatt ist, muB X, ebenfalls das Komplement eines solchen
Divisors sein.

5.6. Satz. Die geometrischen Fasern des Morphismus M) — Spec(Z) sind vrreduzibel.

Beweis. Da das Komplement von M) in M, ein Divisor relativ zu Z ist, ist die
Anzahl der Zusammenhangskomponenten (= irreduzible Komponenten, da p glatt
ist) einer geometrischen Faser (M}), gleich der Anzahl der Komponenten von (M,)g.
Auf den eigentlichen Morphismus p: M, — Spec (Z) konnen wir den Zariskischen
Zusammenhangssatz anwenden. Danach geniigt es zu zeigen, daB eine der geometri-
schen Fasern zusammenhéngend ist. Aus der analytischen Theorie wissen wir, daB
der Teichmiillerraum 7T, zusammenhéngend ist. Damit ist auch (M;)c zusammen-
hiingend, denn es existiert ein surjektiver Morphismus T — (M})c.

5.6. Korollar. Das schwache Modulschema M, der Kurven vom Geschlecht g iiber
einem algebraisch abgeschlossenen Korper k 1st vrreduzibel.



V. K 3-Fliachen

1. Grundlegende Tatsachen iiber K 3-Flichen

Die K 3-Flichen spielen in der Flichentheorie eine Sonderrolle, die mit der der
elliptischen Kurven vergleichbar ist. Ihre Untersuchung erfordert daher spezielle
Methoden. Obwohl viele der Resultate fiir K 3-Flachen iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Grundkérper beliebiger Charakteristik gelten, betrachten wir im
folgenden zur Vereinfachung nur den Fall der komplexen Zahlen.

1.1. Definition. Eine algebraische Fliche X heiBt K 3-Fliche, wenn ihr kanonisches
Biindel trivial und wenn HY(X, 0x) = O ist.

1.2. Beispiel.
1.2.1. Jede singularititenfreie Hyperebene vom Grad 4 im P? ist eine K 3-Fliche.
Da der Grad 4 ist, hat man eine exakte Sequenz

0 — Ops(— 4) > Ops > Ox - 0.

Mit Hilfe bekannter Resultate iiber die Kohomologie projektiver Réume folgt
HY(X, 04) = 0.
Aus der exakten Folge
0—>0p(—4) @ Ox > Qpr @ Ox > Q% —~ 0
folgt
Q% ® Opr(—4) = Qo @ Ox = Ox(—4),
also
Q% =~ Ox.
Analog gilt: Ist X — P* vollstdndiger Durchschnitt vom Grad (d,, ..., ds_s), 80 ist X

n—2
genau dann K 3-Fliche, wenn ' d, = n 4 1 ist.

o=1
1.2.2. Es sei A eine zweidimensionale abelsche Mannigfaltigkeit und G die Gruppe,
die aus den beiden Automorphismen Multiplikation mit +1 und —1 besteht. Ferner
sei Y = A/G der Quotient, und P,, ..., P,y seien die Fixpunkte bei der Wirkung

9 Beitrige zur Algebra 7
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von @ auf 4. In den Punkten P; kann man lokale Parameter z, y wihlen, so daB
der Automorphismus Multiplikation mit —1 die Form z+> 2, y ~> —y erhilt. Da
v = 2% v = y® und ¢ = zy die invarianten Funktionen erzeugen, erhalten wir im
Bildpunkt P; von P; auf Y

5;,‘ = Clu, v, tJ/(u - v — 2).

Der singulére Ort von Y besteht demzufolge aus 16 isolierten quadratischen Singu-
larititen. Nach Aufblasung der Punkte P,, ..., P,4 entsteht eine singularititenfreie
Fliche X. Die Urbilder der Punkte Py, ..., Py, sind rationale singularititenfreie
Kurven ¢, ..., ¢;4 mit der Selbstschnittzahl —2.

Da auf A eine nirgends verschwindende holomorphe 2-Form existiert, findet man
auf X ebenfalls eine solche 2-Form. Die kanonische Klasse von X ist daher Null.
Es sei n: A — Y die kanonische Projektion. Nach Definition gilt (7,0,)° = Oy.
Nach GroTHENDIECK [1], Kap. 5.2.1, folgt dann HY(4, 0,)¢ = H(Y, Oy). Da die
Wirkung von G auf H(4, 0,) die Multiplikation mit —1 ist, erhalten wir H(Y, 0y)
= 0. Wendet man jetzt die Cartan-Leray-Sequenz auf die Aufblasung f: X — Y
an, so ergibt sich leicht

HY(X, 0x) = 0.

K 3-Fldchen, die man auf die beschriebene Art konstruieren kann, heiBen Kummersche
Fliichen.

1.2.3. Es sei X — P2 eine zweiblittrige Uberlagerung, X eine glatte Fliche, D der Diffe-
rentendivisor, der durch 0y (D) = ¢*wp! ® wy (induziert durch det (¢*): gp*wp: — wy)
definiert ist.

Ist Dy = Norm(D) < P3, so ist p*D, = 2D, und ist H eine Gerade in P2, so ist

(¢*Dq - ¢*H) = 2(D - ¢*(H)) = deg ¢(D, - H) = 2(D, - H),

also deg (D,) = (D - ¢*H) = 2n (da ¢*H — H eine zweiblittrige Uberlagerung ist).
Somit ist

0x(D) = ¢*0p(n), n =  deg(Dy),

und
wx = ¢*(Or(n) @ wps) = p*Ops(n — 3),

also wy =~ Oy genau dann, wenn deg D, = 6 ist. Ferner folgt aus deg D, = 6, daB
HY(X, Ox) = 0 ist, denn dann ist wy o~ Oy, Ox(D) =~ ¢*0p:(3), und somit gilt, wenn
Ty, T, Ty homogene Koordinaten auf P? sind: Auf der offenen Menge X; c X
(T = 0) hat D eine Gleichung f;, so daB f;T7 = f,T% ist. Dann ist

§*0x(3)/0p:(3) = Ops(3),
(@ + bf;) T} v bT?

auf der offenen Menge 7'; + 0. Also ist
2(0x(D)) = 2(9+0x(3)) = 2x(0p(3)) = 20,

und wegen wy o~ Oy ist
2(0x(D)) = 2(0x(—D)) = 2(0x) — 2(Op),
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D ~ D, ebene Kurve vom Grad b, daher y(0p) = —18, also
20x) = 2 — dim H (X, Oy) = 2.

Zu jeder glatten Kurve Dy — P? vom Grad 6 gibt es eine zweiblattrige Uberlagerung
X — P2, die langs D, verzweigt ist.

Es sei L = V((Dp-(3)) das Linienbiindel mit Ops(L) = Ops(3), D, definiert dann einen
Schnitt s: P2 — L®? (wegen Op:(L®?) =~ Ops(D)), und ist L — L®? die Abbildung
zr> x®2, so ist X =P? X g L = L die gewiinschte Fliche.

Spezialfall. Es sei C eine glatte Kurve vom Geschlecht 2 und z: C — C die kano-
nische Involution, ¥ = (C' X C)/S, sei das symmetrische Produkt. Dann operiert =
auf Y durch (P + Q) = t(P) + (@), und ist X = Y/{id, 7}, so ist X eine K 3-
Fliche, die sich wie folgt als zweiblattrige Uberlagerung von P2 darstellen 1éBt:

Ist z: C — P! die kanonische Uberlagerung, so induziert = eine vierbldttrige Uber-
lagerung

Y Zs (P P13, = P?

mit 7 o T = 7, also eine zweiblittrige Uberlagerung X £+ P2 Durch lokale Rechnung

¥py

folgt, daB X glatt ist. Ist ¥ — J(C)derkanonische birationale Morphismus von Y
auf die Jacobische J(C), den man durch Auszeichnung eines Punktes P, € C erhilt,
so ist

Y > J(O)

.l l_m

Y - J(C)

kommutativ (da P + 7(P) linear dquivalent zu @ + z(Q) ist); also ist X die zu J(C)
gehorige Kummersche Fliche.

1.3. Die Hodgezahlen einer K 3-Fliche X. Wie gew6hnlich bezeichnen wir
mit A?9 = dim H9(X, Qr) die Hodgezahlen von X. Aus der Definition einer K 3-Fliche
entnimmt man A% = 0, %2 = 1,

Durch die allgemeinen Beziehungen h?? = h2-92-P und h?? = h% bekommt man alle
anderen Hodgezahlen bis auf k1. Nach dem Riemann-Rochschen Satz fiir Flichen
gilt

1
20x) = P 2(X),

wobei

0z) x = %;(._1)1:;,;»0, 2(X) =p):‘(_1)r+'Ihw
q

ist. Daraus berechnet man leicht 1! = 20. Insgesamt ergibt sich folgendes Bild
der Hodgezahlen h?e:

Vo -
q

3]

o1 01
110 20 O
211 01

O*
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1.4. Satz. Evne K 3-Fliche X 18t einfach zusammenhingend.

Es sei X — X eine n-blittrige Uberlagerung. Dann gilt 3(X) = ny(X). Andererseits
ist klar, daB X wieder eine K 3-Fliche ist. Deshalb gilt y(X) = y(X) und damit
n=1

Korollar. Die Kohomologiegruppen HY(X, Z) einer K 3-Fliche sind torsionsfrer.

Beweis. Nach dem Satz iiber universelle Koeffizienten haben wir eine exakte Sequenz
0 — Ext!(H,,(X, Z), Z) > HYX, Z) > Hom (H (X, Z), Z)) > 0. (%)

Da H,(X, Z) nach dem letzten Satz verschwindet, siecht man, daB H°(X, Z), H((X, Z),
H3(X, Z) torsionsfrei sind. Die iibrigen Kohomologiegruppen sind dann nach der
Poincaréschen Dualitéit ebenfalls torsionsfrei.

1.5. Die Struktur von H3*X, Z) als Gitter. Bekanntlich definiert das Cupprodukt
eine perfekte Paarung

viHYX,Z)Xx H¥}X,Z) > Z. (%)

Unter dem Index des euklidischen Gitters H%*(X, Z) versteht man die Differenz
zwischen der Anzahl der positiven und der negativen Eigenwerte dieser Bilinear-
form.

Der Index ist eine topologische Invariante der Mannigfaltigkeit. Er kann mit Hilfe
des Indexsatzes von HoDGE berechnet werden:

index X = } (—1)? hP9(X).
Pq

Daraus erhalten wir, da der Index einer K 3-Fliche 16 ist.

Ein euklidisches Gitter E heif3t gerade, wenn 2* = 0 mod 2 fiir jeden Vektor gilt. Nach
MiLNor [1] ist die Bilinearform (%) auf einer vierdimensionalen einfach zusammen-
héingenden Mannigfaltigkeit gerade, falls die zweite Stiefel-Withney-Klasse Null
ist. Das ist hier erfiillt, da die erste Chernsche Klasse des Tangentialbiindels Null
ist.

Nach SERRE [2] ist ein gerades Gitter durch einen Index und Rang eindeutig be-
stimmt.

1.6. Da die kanonische Klasse trivial ist, nehmen die Formeln der Flichentheorie
auf K 3-Flichen eine besonders einfache Gestalt an. Fiir einen Divisor D gilt

(D%

D)+ (—D) = 5 + 2 (RiemanN-RocH).

Insbesondere folgt fiir einen Divisor mit D? > —2, daB D oder —D #dquivalent zu
einem effektiven Divisor ist. Ist C eine irreduzible Kurve auf X, so erhélt man ihr
arithmetisches Geschlecht

pu0) =) 41,
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2. Der lokale Satz von Torelli fiir K 3-Flichen

2.1. Es sei X eine Kiihlersche K 3-Fliiche, d. h. eine kompakte Kihlersche Fliche mit
7o = O und k%2 = 1. Auf X existiert eine nirgends verschwindene holomorphe 2-Form
%, die bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt ist.

Es sei yy, ..., Y20 eine Basis von H,(X, Z). Unter der Periode von X versteht man das
Tupel ( f Hy onny f x). Dadurch wird invariant ein Punkt des projektiven Raumes

"1 Y

P(Homz (Hy(X, Z), C)) >~ P(H¥(X, C)) = P¥

definiert.
Ist wy, ..., Wy, €ine zu ¥, ..., yy, duale Basis, die aus harmonischen Formen besteht,
dann gilt
22
x=2a.-w; mit a;=fx.

i=1 b1
Essei x = (a1, «.., &) undeieMatrix(f ; Aw,). Da [xAx=0und [xA% >0
X x x
ist, erhalten wir die Periodenrelationen
aH'o« =0, aH'z > 0.

Die Periode von X liegt also in einer offenen Menge einer 20-dimensionalen Quadrik
2 des PZ.

Es sei f: X — M eine glatte Familie von Kédhlerschen K 3-Flichen und X, die Faser
in einem festen Punkt ¢, € M. Wir setzen voraus, daB3 die Basis M kontrahierbar
ist. Dann ist f: X — M eine triviale differenzierbare Faserung. Fiir jede Faser
X, t € M, erhalten wir kanonische Isomorphismen

H*X,, C) >~ H¥X, C) >~ H¥X,, C).

Daher kann man die Periode einer Faser X, als ein Element des Raumes P(H?*(X,, C))
auffassen.
Dadurch erhalten wir die Periodenabbildung

M — P(H*X,, C)).
2.2. Satz. Die Periodenabbildung ist holomorph.

Beweis. Es sei 2%, der Komplex der relativen lings der Fasern holomorphen Diffe-
rentiale. Nach dem Lemma von POINCARE ist 23, eine Auflésung von f*Oy (f* be-
zeichnet das inverse Bild im Sinne von Garben abelscher Gruppen). Daraus erhalten
wir eine Spektralsequenz

B} = R, Q% = B (f*Oy). (*)

Nach der Theorie von HopgE degeneriert diese Spektralsequenz in jeder Faser
und damit iiberhaupt. Ferner gilt nach dem Satz iiber universelle Koeffizienten

RB*o({*Ou) =~ R*f,C Qc On-
vus der Sequenz (%) erhilt man daher eine Inklusion

f+2%u & R*,C Qc O,
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folglich einen Schnitt des Biindels P(R?,C ®¢cOy). Wenn M hinreichend klein
gewihlt ist, hat man einen Isomorphismus R?f,C ~ H*X,, C) X M. Der oben defi-
nierte Schnitt gibt dann eine Abbildung M — P(H’(Xo, C)), die mit der Perioden-
abbildung iibereinstimmt. Damit ist der Satz bewiesen.

Man kann aus der Periode einer K 3-Fliche die Neron-Serevi-Gruppe der algebraischen
Zyklen erhalten. Grundlage dafiir ist folgende wohlbekannte Tatsache (WEIL [1]):

2.3. Satz. Es sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit. Das Bild der Abbildung H'(X, %)
— H¥X, Z) ist die Gruppe H¥X, Z) n H(X, Q%).

Es sei £ € H¥(X, Z) und & € Hy(X, Z) die duale Klasse.

2.4. Korollar. ¢ ist genau dann die Chernsche Klasse eines Lintenbiindels, wenn die
Periodenabbildung auf & verschwindet.

Beweis. Es sei w; die harmonische Form aus der Kohomologieklasse £. Dann gilt

!x:fw;/\x.

X

Ist w, vom Typ (1,1), so verschwindet das letzte Integral offenbar. Umgekehrt
sei [ x=0.

Da w, reell ist, konnen wir w; = ax + 7 + @% schreiben. Dabei ist  eine harmonische
Form vom Typ (1, 1) und a € C. Wir erhalten

0={fx=fw5/\x=6f§/\x.
x

Daraus folgt @ = 0 und w; = 7.

2.5. Definition. Es sei f: X — M eine glatte Familie von K 3-Flichen, X, die Faser
im Punkt #, € M und O die Garbe von Keimen holomorpher Vektorfelder auf Xq
f heiBt effektiv parametrisiert im Punkt t, ¢ M, wenn die Kodaira-Spencer-Abbildung
o: Ty, — H'(X,, 0) injektiv ist. Ist ¢ surjektiv, so heiBt f vollstindg.

2.6. Theorem (lokaler Satz von ToreLLI fiir K 3-Fliichen). Es sei f: X — M eine
glatte tm Punkt t, € M effektiv parametrisierte Familie von K 3-Flichen. Dann ist
die Periodenabbildung im Punkt t, eine Einbettung.

Einen Beweis fiir dieses Resultat von ANDREOTTI und TsuRINA findet man in ScHA-
FABEWITSCH U. &. [1]. Nach dem Dualititssatz von SERRE gilt

dim HG(XQ, 6) = dim H'_'(Xo, Q}\’.) .

Aus 1.3. ergibt sich dim H3*(X,, ©) = 0. Nach KuraNisHI existiert daher eine in
jedem Punkt effektiv und vollstindig parametrisierte Familie Kéhlerscher K 3-Flichen
(siehe Kap. II). Die Basis einer solchen Familie ist eine komplexe Mannigfaltigkeit
der Dimension 20 = dim HY(X,, 6).

Es sei f: X — M eine solche Kuranishifamilie. In der Umgebung eines jeden Punktes
& € M liefert die Periodenabbildung eine offene Einbettung M — Q.

Nach den Betrachtungen von 2.4. entspricht jedem Punkt eine N eron-Severi-Gruppe,
némlich der Kern der Abbildung w: H,y(X,, Z) — C. Es ist klar, daB die Menge
der » mit Kern o = 0 iiberall dicht in Q ist. Daraus folgt, da8 in der Umgebung
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eines jeden Punktes {, ¢ M Punkte ¢ existieren, in denen die Neron-Severi-Gruppe
der Faser X; Null ist. Insbesondere kann X, dann nicht algebraisch sein. Es kann
folglich keine Kuranishifamilien algebraischer Flichen geben. Genauer gilt

2.7. Satz. Die Menge {t ¢ M | X, algebraisch} st dicht 'n M und Vereinigung von
abzihlbar vielen 19-dvmensionalen Untermannaigfaltigkeiten.

3. Der globale Satz von Torelli fiir K3-Flichen

3.1. In diesem Abschnitt untersuchen wir analog zum Kapitel IV iiber globale Moduln
von Kurven die Modulrdume von K 3-Flichen. Wir verwenden dabei die Termino-
logie der algebraischen Felder.

Es sei & das Feld der K 3-Fliachen. Da die Automorphismengruppe einer K 3-Fliche
im allgemeinen unendlich ist, ist die Diagonale # — % X # nicht quasikompakt,
und wir kénnen deshalb das Kriterium von ARTIN nicht anwenden. Wir erzwingen
die Quasikompaktheit durch folgende Definition.

3.2. Definition. Es sei f: X — S eine Familie von K 3-Flachen. Unter einer n-
Polarisierung von f verstehen wir ein relativ sehr amples Linienbiindel % auf X
derart, daB f,.% lokal frei vom Rang n + 1 ist. Das Feld der n-polarisierten K 3-
Fldchen bezeichnen wir mit ..

Wir betrachten zunéchst den Funktor der ,,n-linearisierten‘‘ K 3-Flachen

n-polarisierte K 3-Flichen X L+ 8, &
M,(S) = § zusammen mit einen Isomorphismus
P(f+¥) =~ P%, modulo Isomorphismen.
Man zeigt leicht, daB M, ein offener Unterfunktor von Hilb:&" ist, wobei P(t)
=n — 1)+ 2ist. - =
Es sei X — M, die universelle n-linearisierte K 3-Fliche iiber M, und X, die Faser
in einem festen Punkt ¢, ¢ M,. Wir betrachten die Kodaira-Spencer-Abbildung

Ta.e, 2+ HY(X,, Ox,), wobei Oy, die Garbe der Keime holomorpher Vektorfelder
auf X, bezeichnet. Da M, eine offene Teilmenge des Hilbertschemas ist, ist der
Tangentialraum 7'y, isomorph zu H%(X,, Npn~ x,), wobei Npn/x, dad Normalenbiindel
von X, in P* bezeichnet. In unserem Falle erhilt man die Kodaira-Spencer-Abbildung
aus der Sequenz

O—)@x.-—)@'n@@x.—)N’n/x.-—)O. (*)
Das Kompositum der beiden Abbildungen

HO(P*, Gp:) > HO(X,, Op @ Oy,)
und
H(X,, Opr @ Ox,) - H (X, Npnjx,) = Ty, .,

bezeichnen wir mit V.
3.3. Satz. Das Schema M, st glatt. Die Sequenz
00—~ HO(P", 9?7-) - TM'J. -9—¥ Hl(Xo, Qx.)

18t exakt. Der Kokern von o ist eindimensional.
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Beweis. Aus der Theorie der Hilbertschema ist bekannt, daB die erste Behauptung
dquivalent mit H*(X,, Npsx,) = O ist. Nach 1.3. und dem Serreschen Dualitétssatz
wissen wir, dal H°(X,, Oy,) = H*(X,, Ox,) = 0 ist. Daher erhiilt man aus der exakten
Folge () die exakte Folge

0 — H%Xo, Op» @ Ox,) - H(Xo, Npnjx,) — H'(X,, Oy,)
—~ HY(X,, Opn ® Ox,) > H'(Xo, Npwjx,) — 0.
Bekanntlich hat man eine exakte Folge

0 — Opn — Opa(1)"*! — Opn — 0.

Durch Tensorieren mit @y, erhdlt man ein kommutatives Diagramm mit exakten
Zeilen

0 — H°(P*, Ops) — HO(P*, Opn(1)**!) — HO(P", Opn) > 0

| | Iy

0 — H(Xy, Ox,) — H'(Xo, Ox,(1)*") - H(X,, Opn ® Ox,) - 0
und einen Isomorphismus
HY(X,, Opr @ Or,) = H¥X,, Ox,).

Da die ersten beiden Pfeile des Diagramms nach Definition des Funktors M, Iso-
morphismen sind, ist ¢ ein Isomorphismus. Setzt man die erhaltenen Ergebnisse
in die anfangs angegebene Folge ein, so ergibt sich

0 — HO(P", Ops) - H*(X,, Npnjx,) 2+ HY(X,, Oy,)
— H¥X,,0x,) > HY(X,, Npnjx,) = 0.

Da dim H¥X,, Oy,) = 1 ist, folgt der Satz, wenn wir zeigen, daB y nicht surjektiv
ist. Das ist klar, da es nach den Uberlegungen vor 2.7. keine vollstindig parametri-
sierten Familien algebraischer K 3-Flichen gibt.

Es sei M, — #, der kanonische Morphismus und § — .#, ein Schnitt, der einer

K 3-Fliche X L3 § mit einer n-Polarisierung % entspricht. Offenbar ist M, X .5
die Garbe der Isomorphismen von P(f,.#) und PZ, d. h., der Morphismus M, — .#,
ist darstellbar und glatt. Daraus folgt nach dem Kriterium von ARTIN leicht, daB
#, ein algebraisches Feld ist. Wir definieren jetzt einen rigiden Funktor auf .4#,,.
Es sei L ein unimodulares gerades Gitter vom Rang 22 und mit dem Index 16. Wir
fixieren einen Vektor [ € L mit 2 = 2n — 2. Es sei G die Gruppe aller Automorphis-
men von L, die den Vektor ! invariant lassen. Wir betrachten eine Familie /: X — S
von K 3-Flichen mit einer n-Polarisierung .#. Dieses % definiert in der Homologie
Hy(X,, Z) jeder Faser von f eine Klasse &,.

Aus dem Satz von RIEMANN-RocH und dem Satz von BErRTINT folgt &2 = 2n — 2.
Es sei P(X/S) das Prinzipalfaserbiindel, dessen Faser im Punkt s die Isomorphismen
von H¥X,, Z) nach L sind, die den Vektor &, auf den Vektor I abbilden. Als Basis
des Biindels P(X/S) muB man die offene Menge U aller s nehmen, fiir die solche
Isomorphismen existieren. Wenn U mit § iibereinstimmt, nennen wir die Familie
X — 8 zusammen mit einem Schnitt von P(X/8) iiber S eine Famailie rigider K 3-
Flichen. Fiir 8 = Spec (C) ist eine rigide K 3-Fliche ein Tripel (X, ¢, &), wobei X
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eine K 3-Fliche ist, & € Hy(X, Z) die Klasse eines sehr amplen Divisors auf X und
¢: Hy(X, Z) — L ein Isomorphismus, der ¢ in [ iiberfiihrt.

Nach folgendem Lemma, dessen Beweis man in SCHAFAREWITSCH Uu. a. [1] findet,
ist P(X/S) ein rigider Funktor.

3.4. Lemma. Ein Automorphismus von X, der auf der Gruppe H¥ X, Z) die Identutit
induzvert, 1st die Identitdt.

Wir bezeichnen mit R, den Funktor rigider K 3-Flichen; R,(S) ist also die Menge
aller Isomorphieklassen von Paaren (X — 8, @), X/S eine Familie von K 3-Flichen,
¢ ein Isomorphismus des lokalen Systems H,(X,, Z) auf das konstante lokale System
L iiber 8, so daB ¢;(l) fiir jedes s € S die Klasse eines sehr amplen Divisors ist. Man
hat einen kanonischen darstellbaren unverzweigten Morphismus R, — 4,. Daraus
folgt, daB R, durch eine analytische Mannigfaltigkeit darstellbar ist.

3.56. Satz. Die universelle Familie X — R, rigider K 3-Flichen hat die Dimension 19
und 18t effektiv parametrisiert.

Beweis. Da die Abbildung R, —> 4, etal ist, geniigt es, die entsprechenden Behaup-
tungen fiir 4, zu beweisen. Es sei z: Spec (C) — ., ein Schnitt, der einer n-polari-
sierten K 3-Fliche X, entspricht. Der Tangentialraum 7, von 4, im Punkt z
ist die Menge der Isomorphieklassen n-polarisierter K 3-Fliichen iiber Spec (C[e]) mit
der speziellen Fager X, (¢2 = 0). Wir wihlen eine projektive Einbettung der polari-
sierten Fliche X,. Dann entspricht X, einem Punkt f, des Schemas M ,. Man hat einen
kanonischen Morphismus Ty, ¢, — T, Offenbar wirkt die Liealgebra GL(n + 1)
von PGL(n) auf Ty, 4, und T, ist der Quotient unter dieser Wirkung. Wir be-
trachten die exakte Folge

O e HO(P”, Gpn) b Tu,‘. —0-’ HI(XD, @x.).

Offenbar kann man g iiber T, faktorisieren. Da GL(n + 1) transitiv auf HO(P*, @p~
wirkt, erhdlt man eine Injektion Ty — HY(X,, Oy,). Daraus folgt die Behauptung.

3.6.DiePeriodenabbildung. Im Vektorraum Homgz (L, C) ist auf kanonische Weise
ein Skalarprodukt definiert. Es sei 2 — P(Homz(L, C)) die Menge aller Geraden o,
80 daB w2 = 0 und wew, > 0 fiir alle von Null verschiedenen Elemente w, € w
gilt; () = Q sei die Teilmannigfaltigkeit aller Geraden, die auf I senkrecht stehen.
Da L den Rang 22 hat, hat Q(l) die Dimension 19.

Es sei (X, ¢, £) eine rigide K 3-Fliche, ¢ induziert einen Isomorphismus der Rdume
P(Homz (H,(X, Z), C)) und P(Homgz (L, C)). Nach 2.1. wird die Periode von X
dabei auf einen Punkt von Q(I) abgebildet. Wir erhalten dadurch eine Abbildung
Per: R, — Q(l), die nach 2.2. holomorph ist. Da die universelle rigide K 3-Fliche
iiber R, effektiv parametrisiert und dim R, = dim Q(!) = 19 ist, ist Per nach 2.6.
ein lokaler Isomorphismus. Das Hauptresultat dieses Kapitels lautet

3.7. Satz (Torellisatz fiir K 3-Flichen; SCHAFAREWITSCH u. a. [1]). Die Perioden-
abbildung Per 1st eine offene Einbettung R, — ().

Nach dem Gesagten geniigt es zu zeigen, daB Per injektiv ist. Im folgenden Abschnitt
werden wir in Q2(I) eine dichte Teilmenge Z konstruieren, so daB Per-'(Z) — Z
bijektiv ist. Da R, und () separiert sind, folgt leicht, daB dann Per injektiv sein
muf.
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Man kann versuchen, den Torellisatz auf rigide Kihlersche K 3-Flichen auszudehnen,
indem man fiir R, den Kuranishiraum der rigiden K 3-Flichen nimmt. Ein analoger
Beweis stoBt jedoch auf Schwierigkeiten, da der Kuranishiraum nicht separiert ist.
(Der Satz wurde inzwischen von M. RaropPorT und D. BurNs bewiesen.)

4. Der Beweis des Torellischen Satzes tiir K 3-Flichen

In § 1 haben wir gesehen, daB man jeder zweidimensionalen abelschen Mannigfaltig-
keit auf kanonische Weise eine K 3-Fliche X zuordnen kann. Wenn die abelsche
Mannigfaltigkeit eine elliptische Kurve enthilt, so nennen wir X eine spezielle
Kummersche Fliche.

4.1, Satz. Es seien X und X' K 3-Flichen, und X sei speziell kummersch. Es sei
y: Hy(X, Z) > Hy(X', Z) ein Isomorphismus von Gittern, der die effektiven Zyklen
von H,(X, Z) in effektive Zyklen iiberfiihrt und die Perioden erhilt. Dann st X'
speziell kummersch, und es existiert ein Isomorphismus ¢: X — X', der vn der Homologie
v induziert.

Den Beweis von 4.1. werden wir in 5.2. geben. Zunichst zeigen wir, daB aus 4.1. der
Satz von ToreLLI folgt.

Es sei Sy = Hy(X, Z) die Neron-Severi-Gruppe der algebraischen Zyklen einer K 3-
Flache X. Mit Uy — Sy bezeichnen wir die Unterhalbgruppe der Klassen effektiver
Zyklen. Es sei Vy — Sy die Menge der Zyklen a mit a® = 0 und au = 0 fiir alle
% € Uy. Aus dem Satz von RIiEMANN-RocH folgert man Vy — Uy. Weiterhin folgt
aus dem Satz von RIEMANN-RocH leicht

4.2. Lemma. Es seten X und X' K 3-Flichen, und y: Sy — Sy set ein Homomor-
phismus der Neron-Severi-Gruppen, der die Klasse eines amplen Divisors auf X
in etn Element von Vx diberfiihrt und das Schnittprodukt respektiert. Dann bildet v
effektive Divisoren auf effektive Divisoren ab.

Beweis. Ist D — X eine reduzierte irreduzible Kurve, so ist

pD) =1+ 2 0

und
UD) + Y—D) = 1 + p4(D) > 0.

Da das Schnittprodukt erhalten bleibt, ist
Yv(D)) + Ypt—D)) = 1 + poy(D)) = 1 + p4(D) > 0,
also (D) oder y(—D) effektiv.
Ist H Hyperebenschnitt und H' = ¥(H), so ist
(v(=D)-ypH)) = —(D-H) <0,

also ist p(D) effektiv.
Es sei Py — Uy die Menge der Vektoren p mit p* = —2. Jedem p € Py kénnen wir
eine Spiegelung des Raumes Hy(X, Z) zuordnen: Sy(x) = z + (z - p) p.
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Es sei G die Gruppe der Automorphismen von H,(X, Z), die die Perioden erhalten,
und I'(X) die Untergruppe, die von den Spiegelungen s, erzeugt wird. Schlieflich
bezeichne D die Gruppe, die aus den Transformationen z — +x besteht. Mit Hilfe
der Theorie der Coxetergruppen kann man beweisen

4.3. Lemma. I'(X) 18t etn Normalteiler von @ , G = GVI'(X) D, wober GV die Unter-
gruppe der Automorphismen von G bezeichnet, die V invariant lassen. Fiir jeden Vektor
x mit 22 = 0 existiert ein y € I'(X) - D derart, daf yx € V 1st.

Das orthogonale Komplement von Sy in H,(X, Z) nennt man die Gruppe der tran-
szendenten Zyklen T'x.

4.4. Lemma. Es set B ein positiv definites Gitter, gerade und vom Rang 2. Dann
existiert eine zweidimensionale reduzible abelsche Mannigfaltigkeit A, deren Ghitter
der transzendenten Zyklen T, isomorph zu B 1st.

Beweis. Es sei 4 ein komplexer Torus mit der Basiszahl 4. Dann erzeugt das Bild
der Abbildung Pic 4 — HY(4, 2,) ganz HY4, ,). Daraus folgt, daB auf A eine
Riemannsche Form existiert. Aus der Klassifikation der Endomorphismenringe
nicht reduzibler abelscher Mannigfaltigkeiten (MumMrorD [6]) folgt, daB eine abelsche
Mannigfaltigkeit mit der Basiszahl 4 reduzibel sein muB. Da ein komplexer Torus
mit 7', ~ B die Basiszahl 4 hat, geniigt es zum Beweis von 4.4., einen komplexen
Torus mit den gewiinschten Eigenschaften zu finden.

Die zweite Homologiegruppe eines komplexen Torus ist isomorph zu dem Gitter E
mit der Basis ¢, ..., €, so daB

1 fir |©—j| =3,
“I=10 fir [i—j|+3

ist. Da ein komplexer Torus durch seine Perioden eindeutig bestimmt ist, gibt es
eine Bijektion der Tori der Dimension 2 und der komplexen linearen Funktionale w
auf E mit

w?=0 und oww > 0. (%)

Bekanntlich kann jedes zweidimensionale Gitter in E eingebettet werden. Wir
withlen eine solche Einbettung von B in E und bezeichnen das orthogonale Komple-
ment mit B’. Es geniigt folglich, ein lineares Funktional w auf E zu finden derart,
daB w(B') = 0 ist. Die Existenz folgt aus

4.5. Lemma. Auf jedem zweidvmensionalen positiv definiten Gitter B existiert ein
komplexes lineares Funktional o mit den Relationen ().

Beweis. Es sei B = Ze, + Ze,. Die positiv definite quadratische Form F(z,, z,)
= (z,6, + 7,¢,)2 kann man in der Form F(x,, ,) = |u;2; + us%,|? schreiben, wobei
#y und y, aus € sind. w = 2, + p,x, ist das gesuchte Funktional.

4.6. Es sei B ein positiv definites Gitter vom Rang 2, so daB b* = 0 (mod 4) und
ein lineares Funktional auf B mit der Relation () ist. Dann gibt es eine bis auf Iso-
morphie eindeutig bestimmte K 3-Fliche X, fiir die Ty ~ B ist, wobei die Periode
von X auf o abgebildet wird. X ist dann eine spezielle Kummersche Fliche mit
der Basiszahl 20.
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Beweis. Es sei B’ das Gitter mit derselben zugrunde liegenden abelschen Gruppe B,
dessen Skalarprodukt aber gerade die Hilfte des Skalarproduktes auf B ist. Ferner
sei A eine abelsche Mannigfaltigkeit mit 7'y ~ B’, so dal die Periode in w iibergeht,
und X die zugehorige K 3-Flache. Offenbar ist Ty ~ B.

Es sei X’ eine zweite K 3-Fliche mit 7'y ~ B. Man kann den Isomorphismus
Tx — Ty  zu einem Isomorphismus H,(X, Z) - H,(X', Z) ausdehnen.

Es sei ¢ die Klasse eines sehr amplen Divisors in H,(X, Z). Nach Lemma 4.3 finden
wir ein y € I'(X') - D derart, daB yp(&) € Vy- ist.

Nach 4.2. iiberfiihrt y¢p effektive Divisoren in effektive Divisoren und erhilt die
Perioden. Dann finden wir nach 4.1. den gewiinschten Isomorphismus X — X'.

Aus 4.6. und den Bemerkungen am Schlufl von § 3 folgt der globale Torellisatz,
wenn wir folgendes zeigen:

4.7. Satz. Die Menge aller o € Q(l), fiir die

() rg Ker w = 2,
(ii) a? = 0 (mod 4) fiir alle a § Ker w 7st,
18t iiberall dicht in Q(1).

Der Beweis erfordert einige Details aus der Theorie der unimodularen Gitter. Wir
geben daher nur die Details an.

Nach 4.5. folgt, daB ein w € Q(I) mit Ker w = B existiert. Die Menge der » mit (i)
und (ii) ist also nicht leer.

Es sei G die Gruppe aller linearen Transformationen von L ®z R, die den Vektor [
und das Skalarprodukt bis auf einen konstanten Faktor invariant lassen. Offenbar
wirkt G transitiv auf Q(/). Ferner sei I' = G die Gruppe aller Endomorphismen,
deren Matrizen beziiglich einer geeigneten Basis von L Koeffizienten mit zu 2 primen
Nennern haben und deren Umkehrmatrizen die gleiche Eigenschaft besitzen. Aus
der Theorie der algebraischen Gruppen weil man, daB I" dicht in G liegt. Es sei
w € Q) eine Periode, die (i) und (ii) erfiillt. Dann folgt, daB I'w iiberall dicht in
(1) ist. Man iiberzeugt sich leicht, da8 alle Elemente von I'v den Bedingungen des
Satzes geniigen.

6. Spezielle Kummersche Flichen

Wir skizzieren jetzt den Beweis von 4.1. Der erste Schritt ist, zu zeigen, dal X’
ebenfalls speziell kummersch ist. Dazu geben wir eine Charakterisierung einer
speziellen Kummerschen Fliache mit Hilfe des Gitters Sx.

Es sei X ein Gitter mit der Basis u,, ..., u, derart, daB w;u; = §;; ist. Mit G, bezeichnen
wir das Teilgitter aller Vektoren 3 z;u;, so daB } z;u; = 0 (mod 2) ist.

Es sei z ein Vektor eines Gitters G mit 22 = 0, U — @ das Teilgitter, das von allen
Vektoren z mit 2? = —2, 2z = 0 und z aufgespannt wird. Wir bezeichnen mit
G(a) das Gitter U/Ga.

b.1. Satz. Es set X eine K 3-Fliche. Dann tst X speziell kummersch genau dann,
wenn n der Gruppe Sy eine Klasse z etnes irreduziblen Divisors existiert, so daff 22 =
und Sx(z) >~ G} ist.

Einen Vektor z mit diesen Eigenschaften nennen wir kummersch.

Beweis. Es sei zunidchst X eine Kummersche Fliache, die einer reduziblen abelschen
Mannigfaltigkeit 4 entspricht. Da A reduzibel ist, existiert ein surjektiver Homo-
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morphismus von A auf eine elliptische Kurve B, dessen Fasern elliptische Kurven
sind.

Die Gruppe G = {41, —1} operiert in natiirlicher Weise auf 4 und B. Wir erhalten
ein kommutatives Diagramm

A—->A/G+— X

I L
B > BJG ~ P!

Es sei z die Klasse der allgemeinen Faser von f. Man iiberzeugt sich leicht, daB
Sx(z) von den irreduziblen Komponenten der ausgearteten Fasern von f erzeugt
wird. Offenbar ist f~)(p) genau dann ausgeartet, wenn p Bild eines der vier Zwei-
teilungspunkte von B ist. In diesem Fall hat man g-!(p) = 2C, wobei C eine glatte
rationale Kurve ist. Da 2C Bild einer elliptischen Kurve auf A4 ist, die durch vier
Zweiteilungspunkte geht, sieht man leicht, daB das Urbild von 2C auf X die Form
2L + L, + L, + L3 + Ly hat. Dabei ist L die strenge Transformierte von C,
und L;, © = 1, ..., 4, sind die exzeptionellen Geraden. Man hat

(L) = (L) = —2, (LiLy) =0 fir 744, (L;-L)=1.

Damit haben wir die Faser f-}(p) = 2L + L, + --- +L, berechnet. Wir sagen mit
Koparra, daB f(p) vom Typ D, ist. Die Abbildung

L —uy —uy, L uy + Uy, Ly uy — u,
Ly ug + uyy Ly ug — uy

liefert einen Isomorphismus des Gitters G, mit dem Gitter
ZL® ZL @ ZL,® ZLy @ ZLyj2L + Ly + Ly + Ly + Ly

Insgesamt erhilt man Sx(z) >~ Gi.

Wir nehmen jetzt umgekehrt an, daB in Sy ein Kummerscher Vektor z existiert,
und zeigen dann, daB X speziell kummersch ist. Es sei D ein irreduzibler Divisor,
dessen Klasse z ist. Nachdem Satz von BERTINI enthilt |D| einen glatten irredu-
ziblen Divisor C. Man zeigt leicht, daB C eine elliptische Kurve und I(C) = 2 ist.
Das lineare System |C| definiert eine Faserung f: X — P Es seien D,, ..., D, die
ausgearteten Fasern und D; = 3’ n;;C;; ihre Zerlegungen in irreduzible Kompo-
nenten. Ferner sei H; das Gitter 7

H,' = ,@ ZC.,/Z n.-,C.-,.
Nach den Bemerkungen am Anfang des Beweises hat man

H®--DH, =8xz) =G}

Mit Hilfe der Kodairaklassifikation der singuliren Fasern einer elliptischen Fagerung
kann man H; ~ G, folgern. Daraus erhilt man weiter, daB f: X — P! genau vier
singulidre Fasern hat, die in den Punkten v, ..., u, € P! liegen mogen. Es sei B — P!
eine elliptische Kurve mit den Verzweigungspunkten u,, ..., #,. Man kann auf B
eine Gruppenstruktur wihlen, so da8 B/@ = P! ist. Es sei A das minimale Modell
von X X p: B. Da Fasern vom Typ D, potentiell gute Reduktion haben, hat die Fase-
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rung A 2+ Bkeine entarteten Fasern. Nach der Klassifikation der kompakten kom-
plexen Flichen ist A dann eine abelsche Mannigfaltigkeit. Wir kénnen voraussetzen,
daB das Gruppengesetz auf A so gewihlt sei, daB ¢ ein Homomorphismus ist. Offen-
bar ist dann X die Kummersche Fliche, die zu A4 assoziiert ist.

5.2. Wir benétigen einige Tatsachen aus der Topologie der Kummerschen Flichen,
die wir ohne Beweis angeben.

Es sei A eine abelsche Mannigfaltigkeit der Dimension 2 und N die Menge der
Zweiteilungspunkte. Weiter sei X die zu 4 assoziierte Kummersche Fliche. Wir haben
eine Abbildung A — N — X und daher in der Homologie

Hy(A — N.Z) — H,(X,Z)

| =

H:(A,Z)

Es sei ny = H,(X, Z) das Gitter, daB von den 16 ausgezeichneten Geraden erzeugt
wird. Dann ist das orthogonale Komplement von ny das Gitter 7, H,(4, Z). Es sei
@ ein Automorphismus von H,(X, Z), der auf # H,(4, Z) die Identitat ist und eine
der ausgearteten Geraden invariant liBt. Dann ist ¢ die Identitit.

Beweis von 4.1. Ohne groBe Schwierigkeiten zeigt man, daB y Kummersche Vek-
toren auf Kummersche Vektoren abbildet. Daraus erhdlt man nach 5.1., daB X’
speziell kummersch ist und daB y(ny) < ny- ist. Dann induziert y; einen Isomorphis-
mus der orthogonalen Komplemente y,: Hy(4, Z) — H,(A’, Z), der ebenfalls effektive
Divisoren und das Schnittprodukt respektiert. Wir werden weiter unten sehen,
daB y, durch einen Morphismus ¢,: A — A’ induziert wird.

Es sei [ die ausgezeichnete Gerade aus ny, die dem Nullpunkt von A4 entspricht. Ohne
Beschriinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, daB y(!) dem Nullpunkt
von A’ entspricht.

Der Morphismus ¢, induziert einen Morphismus ¢: X — X'. Es sei ¢,: Hy(X, Z)
— Hy(X’, Z) die induzierte Abbildung in der Kohomologie. Da ¢, (I) = y(l) ist
und ¢, und y auf Hy(4, Z) iibereinstimmen, miissen ¢ und y nach den Bemerkungen
von 4.9. iibereinstimmen.

6.3. Lemma. Es seten A, und A, zweidimensionale abelsche Mannigfaltigkeiten.
Es sei y,: Hy(A,, Z) - Hy(A,y, Z) ein Isomorphismus, der das Skalarprodukt und
die Perioden respektiert und effektive Divisoren auf effektive Divisoren abbildet. Dann
wird y, durch einen Isomorphismus abelscher Mannigfaltigkeiten @,: A, — Ay indu-
ziert.

Beweis. Es sei A, = C¥I';, A, = €3I, ¢,, ..., ¢, eine Z-Basis von I'; und f,, ..., f,
eine Z-Basis von ;. Dann ist

71 =el/\eg, 72 =es/\e‘, ys =ell\€3,
Vea=¢€Ne€, Y5 =€ A€, Yg==¢€AE€3

eine Z-Basis von H,(4, Z), und analog erhdlt man eine Z-Basis 4, ..., 8, von
H I(Ah Z).

Es sei J' die Schnittmatrix von y,, ..., ys und 4y, ..., d. Die das Schnittprodukt erhal-
tenden Isomorphismen y: Hy(4,, R) - Hy(4,, R) entsprechen bijektiv den Elcnenten
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der Gruppe von Matrizen
G(R) ={X € GL(6R) | 'XJ'X = J'}.

Es seien «; die folgenden Automorphismen von Hy(4,, R):

1. &, =id,

2. ap = —id,

3.a3 =71 mit 7(6,) =46 1=1,...,3, und ? =id,
4. x, = —1.

Man zeigt, dal zu jedem y ein ¢ derart existiert, da «; o p € GO(R) ist, wobei G°(R)
die Zusammenhangskomponente der 1 von G(R) bezeichnet. Da die Abbildung SL(4R)
— G(R) surjektiv ist, wird «; o y durch einen Isomorphismus ¢: It @ R > TI; ® R
induziert. Ist w(Hz(A,, Z)) < H,(4,, Z), so folgt ¢(Iy) <= I, da SL(4Z) eine
maximale diskrete Untergruppe von SL(4R) ist. Wir erhalten dann eine Abbildung
@: C%[I'} - C2/T,, von der man nachweist, daB sie die komplexe Struktur respektiert,
da die Perioden erhalten bleiben.
1. Ist also y; € G°(R), so ist der Satz bewiesen.
2. Es sei —y, € G°(R). Dann folgt, daB —y, durch einen Isomorphismus A, — 4,
induziert wird. Da aber y, effektive Divisoren respektiert, erhalten wir einen Wider-
spruch.
Es sei 309 € G°(R). Da A, eine abelsche Mannigfaltigket ist, findet man eine
alternierende Bilinearform E auf I, die den Riemannschen Periodenrelationen ge-
niigt. Nach geeigneter Wahl der Basis in I', hat E die Form E = d,ff A f§ + doff A f2,
wobei d;,d, € Z, dy,d, > 0 und f§, ..., f§ die zu f,, ..., f, duale Basis ist. Es seien
1

7!, 22 komplexe Koordinaten auf A4,, dz = (gzz
von 4,. Dann gilt &
h

(- = - ("

Es sei (y, %) invers zu (;) und D = (gl ?1 ) Die Periodenrelationen von E lauten
2

() (5 0) @9 =(_ieo )

wobei H die zu E assozierte positiv definite hermitesche Matrix ist. Wahlt man die
Koordinaten auf 4, geeignet, so kann man erreichen, daB P = (I,, n) (I, Einheits-
matrix) ist. Die Periodenrelationen haben dann die Form

1. taD = Dn,

2. DImz > 0.

Es sei ey, ..., ¢, eine Basis von I'y mit @;(e;) = f;, wobei ¢: I'y - I'y von a4 - y indu-
ziert wird. Da y, die Perioden erhilt, berechnet man leicht die Periodenmatrix P’
von 4,:

), und P sei die Periodenmatrix

% {(Im z)-1
P = (-'n 1), v = ;
? ﬁ‘(Im ﬂ)‘l
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Es sei B' = y? B = —de} A e, — dye} A e}. Da y, effektive Divisoren in effektive
Divisoren iiberfiihrt, muB E’ den Periodenrelationen geniigen. Die Relationen fiir

—d; 0 .
E'und D' = sind analog:
0 —d,

1. #D' = D"7 (oder ‘aD = Dn),
2. Imn) D' > 0.
Man sieht, daB sich die Relationen 2 und 2’ widersprechen. Damit ist der Fall «; - p

€ G°(R) ausgeschlossen.
Den Fall «, - y € G°(R) behandelt man analog.

Manuskripteingang: 7. 4. 1975
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TrOMAS ZINK, Sektion Mathematik der Humboldt-Universitdit Berlin bzw. Zentral-
institut fiir Mathematik der Akademie der Wissenschaften der DDR
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