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Ebene dquiaffine und metrische Geometrien

BERND WERNICKE

In der vorliegenden Arbeit werden spiegelungsgeometrische Axiomensysteme
Papposscher Ebenen mit Fano-Axiom studiert. Dabei wird einmal die Verwendung
eines Reduktionssatzes als Axiom untersucht, zum anderen wird ein Axiomensystem
so entwickelt, daB auch ebene metrische Geometrien nach BACHMANN [1] und WoLrr
[12] eingeordnet werden konnen.

Krorzek [3] gab eine Charakterisierung der Gruppe der équiaffinen Abbildungen
einer Papposschen Ebene mit Fano-Axiom als einer von Schrigspiegelungen an
Geraden erzeugten Gruppe.

Fiir die gruppentheoretischen Untersuchungen in [3] ist die Gruppe, die von allen
Schriigspiegelungen einer Papposschen Ebene mit Fano-Axiom erzeugt wird, Stan-
dardmodell. Die Wahl der Axiome wurde in erster Linie durch das Ziel der Arbeit
bestimmt, eine Charakterisierung dieses Standardmodells zu erhalten. Die Charak-
terisierung wurde in [3] unter zusétzlicher Verwendung analytischer Hilfsmittel
angegeben. Dabei wurde die besondere Stellung des Axioms

(6) Zu Erzeugenden (Schrigspiegelungen) «, p und zu Punkten P, Q@ mit
P | «, B gibt es eine Erzeugende y mit P, Q |y derart, daB afy € I" oder
y*, ¥# | » gilt (verallgemeinerter Dreispiegelungssatz fiir Erzeugende durch
einen Punkt).

herausgearbeitet: In Desarguesschen Ebenen mit Fano-Axiom sind (6) und der
affine Satz von PapPos-PAscAL iquivalent. Ebenso wurde die Stellung des Re-
duktionssatzes (Rd), der besagt, daB in der Ebene das Produkt von vier Erzeugenden
(Schriigspiegelungen) gleich einem Produkt von zwei Erzeugenden ist,

(Rd) Zu Erzeugenden «, B, 7, 8 gibt es Erzeugende ¢, y mit «fyd = ¢y,

Klar fixiert. (Rd) fiir Schrigspiegelungen in Translationsebenen mit Fano-Axiom auf-
geschrieben, ist dem affinen Satz von PArPos-PAsSOAL dquivalent. Dieser Reduktions-
satz stellt durch seine Formulierung eine ausgesprochen gruppentheoretische Aus-
sage dar, so daB es gerade nach den genannten Zusammenhingen nahe liegt, eine
derartige Aussage als Axiom zu verwenden.

Um den verallgemeinerten Charakter des Schrigspiegelungskalkiils gegeniiber den
von orthogonalen Spiegelungen erzeugten Gruppen hervortreten zu lassen, ist der
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Aufbau der ebenen Geometrie hier so angelegt, daB in Abschnitt 4 im Rahmen einer
Gabelung eine Einordnung aller klassischen Bewegungsgruppen nach BacHMANN [1]
und WoLrF [12] moglich ist. Als gemeinsame Grundlage der elliptischen, euklidischen
und hyperbolischen Geometrie sowie der Minkowskischen und der dquiaffinen Geo-
metrie mufl unser Ausgangsaxiomensystem, das Rumpf-Axiomensystem R,

a) die Frage iiber die Eindeutigkeit des Lotefillens,

b) die Parallelenfrage,

c) die Frage iiber die Existenz der Verbindungsgeraden zweier Punkte,
d) die Frage iiber die Existenz von Scherungen

offen lassen.

Nachdem wir uns in Abschnitt 1 mit dem Axiomensystem der dquiaffinen Ebene und
den nach der Grundannahme definierten Begriffen aus [3] vertraut gemacht haben,
wird in Abschnitt 2 das Rumpf-Axiomensystem R vorgestellt. Es werden Folge-
rungen aus i bzw. aus einem um zwei Zusatzaxiome erweiterten System gezogen.
In Abschnitt 3 wird ein Axiomensystem der dquiaffinen Ebene studiert, das den
Reduktionssatz (Rd) als Axiom enthilt. Es zeigt sich, daB der in [3] verwendcte
verallgemeinerte Dreispiegelungssatz (6) fiir eine gruppentheoretische Charakteri-
sierung Papposscher Ebenen mit Fano-Axiom durch den Reduktionssatz (Rd)
ersetzt werden kann. Die Existenz einer Verbindungserzeugenden zu zwei gegebenen
Punkten, die in (6) enthalten ist, wird dabei in ein Verbindbarkeitsaxiom integriert.
Die Charakterisierung des Standardmodells erfolgt in diesem Aufbau ohne analytische
Hilfsmittel, d. h. insbesondere, daB der affine Satz von Papros-PascaL im gruppen-
theoretischen Kalkiil abgeleitet werden kann. Es wird auch gezeigt, daB die Erzeugen-
den und die Punkte die einzigen involutorischen Elemente in der erzeugten Gruppe
sind. Damit gelingt es nachzuweisen, daB die Gruppe nicht zweispiegelig ist.
Weitere Untersuchungen in der #quiaffinen Ebene fithren zum ,,verallgemeinerten
Dreispiegelungssatz mit Einschrinkung der Unverbindbarkeit®, der als Axiom (8)
in Abschnitt 4 verwendet wird und im Zusammenhang mit dem Rumpf-Axiomen-
system R die Fragen a) bis d) noch nicht entscheidet.

(8) Zu Erzeugenden «, 8, ¢ und zu vier verschiedenen Punkten P, 4, B, C
mit P |e, B, Pt @ und 4, B, C | ¢ gibt es eine Erzeugende y mit (y | P, 4
oder y | P, B oder y | P, C) und afly € I

Ausgehend vom Rumpf-Axiomensystem wird die am Schrigspiegelungskalkiil
orientierte Axiomatisierung in Abschnitt 4 so weiterentwickelt, daB neben einer
neuen Kennzeichnung der dquiaffinen Ebenen im Rahmen einer Gabelung auch die
elliptischen, euklidischen und hyperbolischen Bewegungsgruppen nach BACHMANN
[1] und die Minkowskischen Ebenen nach WoLrF [12] eingeordnet und damit neu
charakterisiert werden kénnen. Nach Erkenntnissen einer Gabelung der ebenen
absoluten Geometrie in [1] wird die Frage iiber die Eindeutigkeit des Lotefillens und
die Parallelenfrage entschieden. Fiir die Einordnung Minkowskischer Ebenen erweist
sich im Zusammenhang mit der Existenz unverbindbarer Punkte in dieser Geo-
metrie der verallgemeinerte Dreispiegelungssatz (8) als grundlegendes Axiom. Die
Frage iiber die Existenz von Scherungen wird dann direkt durch das Axiom (Se)
bzw. die Negation (~ Se) entschieden:

(Se) Es gibt Erzeugende «, § mit « 5= f und (x) = (8), d. h., es gibt verschiedene
achsengleiche Erzeugende.
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Das Axiom (Se) besagt, daB es eine nichtidentische Scherung gibt.

Mit schon in [3, 1, 12] verwendeten Axiomen, wie die Aussage iiber die Existenz
unvertauschbarer Scherungen (~ E), die Existenz der Verbindungsgeraden (Ex)
und der Dreispiegelungssatz (Sp), erhalten wir die gewiinschten Charakterisierungen.

Herrn B. KLoTzEK verdanke ich die Anregung zu dieser Arbeit. Ihm fiihle ich mich
fiir viele Hinweise zu besonderem Dank verpflichtet.

1. Ein Axiomensystem der éiquiaffinen Ebene von B. Klotzek

In [2] und [3] wird fiir Pappossche Ebenen mit Fano-Axiom ein gruppentheoreti-
sches Axiomensystem angegeben. Eine aus involutorischen Elementen erzeugte
Gruppe, in der die Elemente des Erzeugendensystems den folgenden Axiomen ge-
niigen, charakterisiert die Gruppe der ebenen dquiaffinen Abbildungen einer Pappos-
schen Ebene mit Fano-Axiom.

Grundannahme. Gegeben sei eine Gruppe G, die von einem gegeniiber inneren
Automorphismen von G invarianten, aus involutorischen Elementen bestehenden System
I erzeugt wird.

Betrachtet wird eine Relation | zwischen involutorischen Gruppenelementen :

a|b & a, b, ab involutorisch.
Mit a|b sind fiir involutorische Gruppenelemente a,b die folgenden Aussagen
dquivalent:
a) (b2 =1 und ab =1, c)a=a und a =0,
b)ab=ba und a0, d)b* =06 und a 0.

Fiir Elemente des Erzeugendensystems I" verwenden wir die Buchstaben «, 8, y, ...
Diejenigen Gruppenelemente, die sich in der Form af mit « | § darstellen lassen,
heiBen Punkte, und wir bezeichnen sie mit 4, B, C, ... Die Menge aller Punkte wird
mit dem Symbol P belegt. Folgende Mengen werden fiir eine Erzeugende « ein-
gefiihrt:

(x) ={£:6€T'und « | &},

() ={X:X € Pund « | X},

[x] = {(é): § € (®)}.

Wir schlieBen uns den Bezeichnungen und der Sprechweise in [3] an und verwenden
die Begriffe zu « konjugierte Erzeugende & fiir & € (x), Achse bzw. Gerade (x) und Fahne
[«] sowie die Relationen konjugierten-, achsen- und fahnengleich, wie sie in [3] definiert
werden. Fiir konjugiertengleiche Erzeugende «, f wird statt (x) = (8) auch «| g
geschrieben.

Ein Gruppenelement a ist eine Verschiebung bzw. Scherung genau dann, wenn es
Erzeugende «, # mit a = «f und « || § bzw. (x) = (8) gibt. Gruppenelemente, die
sich als Produkte «f mit (x) € [f] oder (8) € [«] darstellen lassen, werden Punkt-
8piegelscherungen genannt.

Die Inzidenz von Punkten und Geraden und die Parallelitit von Geraden sowie die
Begriffe Fixelemente und Mittelelemente seien wie iiblich erklirt.

Die inneren Automorphismen von @ bilden I' auf I und B auf P ab, wobei die
Relation | erhalten bleibt. Bezeichnet @ die Menge der Geraden, dann kénnen wir
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feststellen, daB die inneren Automorphismen & auf @ abbilden, wobei die Inzidenz
erhalten bleibt.

Als Standardmodell des gruppentheoretischen Axiomensystems dient die von allen
Schriigspiegelungen einer Papposschen Ebene mit Fano-Axiom erzeugte Gruppe.

Axiome.

1) Es gibt Erzeugende «, f und einen Punkt C mit « | f und «, B, «f 4 C (Dimen-
sionsaxiom); Abb. 1.

(2) Zu jeder Erzeugenden « und zu jedem Punkt P gqibt es eine Erzeugende f mit
«, P | B (1. Verbindbarkeitsaxiom); Abb. 2.

(3) Fiir Erzeugende «, f und Punkte P, Q folgt aus x, B | P, Q stets erstens P = Q
oder zweitens « = f oder driltens
X|a=>X|f und X ta=> X £ Xbe
fiir beliebige Punkte X (Scherungsaxiom); Abb. 3.

(4) Aus o, B |y folgt « || B (&) = (ﬂ)) tiir alle Erzeugende «, 8, y (Kriterium fiir
Konjugiertengleichheit); Abb. 4

()] Aus &, B,y | ¢ folgt «py € T fiir alle Erzeugende «, f, y, ¢ (Dreispiegelungs-
satz fiir Erzeugende mit gemeinsamer Konjugierten); Abb. 5.

(6) Zu Erzeugenden «, f und zu Punkten P, Q mit P | «, B gibt es eine Erzeugende
y mit P, Q | y derart, daf ofy € I' oder y°, y? | y gilt (verallgemeinerter Drei-
spiegelungssatz fiir Erzeugende durch einen Punkt); Abb. 6.

(7) Zu Erzeugenden «, f qibt es Erzeugende ¢, y mit (x) = (@) und (8) = (x)

. derart, dafl @ | y oder ¢ || x gilt (starkes Verbindbarkeitsaxiom); Abb. 7.

Das Paar (G, I'), welches der Grundannahme und den Axiomen (1) bis (7) geniigt,
wird als dquiaffine Ebene bezeichnet.
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2. Das Rump!- Axiomensystem R und erste Erweiterungen

In diesem Abschnitt werden wir zundchst von einem sehr allgemeinen gruppen-
theoretischen Axiomensystem ausgehen, welches uns als Grundstock fiir die Unter-
suchungen in den Abschnitten 3 und 4 dienen wird.

Ebenso wie in Abschnitt 1 setzen wir eine von involutorischen Elementen erzeugte
Gruppe G mit der Invarianz des Erzeugendensystems I" gegen innere Automorphis-
men voraus (Grundannahme). Im folgenden verwenden wir Begriffe, wie sie schon
auf der Grundlage der Grundannahme in Abschnitt 1 definiert bzw. erldutert wurden;
auch stiitzen wir uns auf die ,,axiomenfrei ableitbare Invarianz I' und P sowie
von @ bei inneren Automorphismen von @, wobei die Relation | bzw. die Inzidenz
erhalten bleibt. Das Rumpf-Axiomensystem R soll neben der Grundannahme das
Dimensionsaxiom (1), das erste Verbindbarkeitsaxiom (2), das Scherungsaxiom (3),
den Dreispiegelungssatz (5) und das gegeniiber (4) abgeschwichte Axiom

4) Aus «, f | v, 6 folgt y = 6 oder « || B fiir alle Erzeugende «, 8, y, é
umfassen.

Jine Analyse der aus dem Axiomensystem in [3] hergeleiteten Satze laB8t uns folgende
Ergebnisse verwenden, die notigenfalls in [11] neu bewiesen wurden. Am Ende jeder
Aussage wird hier auf [3] bzw. [11] verwiesen.

2.1. Folgerungen aus R

Unmittelbar aus den Axiomen (3) und (4') ergibt sich der Satz von der Achsen- und
Konjugiertengleichheit :

(2.1) a) Es gilt (x) = (8), wenn es Punkte P und @ mit P & Q und «, § | P, @ gibt.
b) Es gilt («) = (8), wenn es Erzeugende y, 8 mit y & é und «, § | 9, 8 gibt [3, (4.1)].

(2.2) Es gibt nichtkollineare Punkte [3,(4.2)].

(2.3) Esgilt « | f und P | &, § genau dann, wenn P = of ist. Aus P | « folgt «P € I"
und umgekehrt [3, (4.3)].

(24) Aus P &= x und P, x | B, y folgt B = y [3, (4.5)].
Als Folgerung aus (2.4) und wegen der Definition der Strichrelation erhalten wir
(2.6) Aus x | B, B | y und y | & folgt «fy = 1 und umgekehrt.

2.2. Die Verschiirtung (4) von (4')

Im folgenden verschirfen wir im Rumpf-Axiomensystem 3 das Axiom (4') zu
(4) Aus &, B | y folgt « || B (Kriterium fiir Konjugiertengleichheit).

Aus dem Axiom (4) folgt die Negation (~ P) vom Axiom vom Polardreiseit. Dieses
Axiom lautet:

(P) Es qibt x, B, y mit xfy = 1.

Mit (~ P) gelten auch die Negationen folgender Aussagen

a) Es gibt &, 4 mit « = 4.

b) Es gibt «, 8, y mit & | B, B |y, ¥ | .

c) Es gibt 4, B, C mit ABC = 1.

d) Es gibt 4, B mit 4 | B (vgl. dazu (8.3), (4.8) in [3]).
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Wir erhalten damit nach (2) und (2.4) zu einem Punkt P und einer Erzeugenden «
genau eine Erzeugende § = («, P) mit «, P | 8, die Verbindung von P, «.

Existiert zu zwei Punkten P, Q ein ¢ mit P, Q | g, so ist nach (2.1a) eine (Verbindungs-)
Gerade g mit P, Q € g eindeutig bestimmt, in Zeichen g = gpq.

(2.6) Jede Gerade enthiilt wenigstens drei verschiedene Punkte [11,(2.6)].

(2.7) Zu Geraden g, h gibt es hochstens eine Erzeugende ¢ mit ¢ = (@) und & ¢ [¢];
aus (¢) = (r) und [¢] = [x] folgt ¢ = y [3, (4.11)].
(2.8) Erginzung zu (5). Aus &, #, ¥ | ¢ und afy = é folgt 4 | ¢ [3, (5.3)].

(2.9) Das Produkt xBy ist genau dann ein Punkt, wenn es ein ¢ mit ¢ | «, B, y
gibt. Aus «, B, y | ¢ und aBy = D folgt D | ¢ [3, (5.4)].

(2.10) ABC ist genau dann eine Erzeugende, wenn es ein ¢ mit ¢ | 4, 8, C gibt.
Aus 4, 8,C | ¢ und ABC = 6 folgt 8 | ¢ [3, (5.5)].

(2.11) ABC ist stets ein Punkt [11, (2.11)].
(2.12) Zu P, « gibt es genau ein  mit P | f und « || B [11, (2.12)].

(2.13) Zu 4, B,Cmit A, B | y gibt esein g mit ¢ | C und ¢ ||y, und esgilt ABC = D | ¢
[11, (2.13)].

2.3. Das schwache Verbindbarkeitsaxiom (7’)

Wir nehmen nach der Verschiarfung von (4') zu (4) in R fiir die weiteren Untersu-
chungen noch das Axiom (7’) hinzu:

(7 Zu Erzeugenden «, B gibt es einen Punkt P mit P | «, B oder Erzeugende
@, x mit (x) = (@) und B, ¢ | x (schwaches Verbindbarkeitsaxiom).

Auf Grund der Eindeutigkeit des Lotefillens erhalten wir bereits ohne (7°)
(2.14) Aus « || B folgt («) || (B).
Mit (7') ergibt sich

(2.16) Gilt g || h fiir Geraden g, h, dann gibt es Erzeugende o, # mit (x) =g, (8) =h
und « || 8; gilt g || (8), dann gibt es ein « mit (x) = g und « || B [3, (9.4)].

(2.16) Parallelitdtskriterium. Es sei 4 4+ B, A, B€ g, C € h und ABC = D.
Dann gilt D € h genau dann, wenn g || & gilt [3, (9.5)].

(2.17) Es seien 4, B, C nichtkollineare Punkte. Dann ist (4BCD) genau dann ein
Parallelogramm, wenn ABC = D gilt [3, (9.6)].
(2.18) Zu g, P gibt es genau ein h mit P € h und ¢ || k [11, (2.18)].

(2.19) Sind e und f die Verbindungsgeraden von P, R bzw. @, S im Parallelogramm
(PQRS), s0 haben e und f genau einen gemeinsamen Punkt [3, vgl. (9.8)].

(2.20) Aus P¥ =Q und P,Q | ¢ folgt M | ¢ [3, (6.1)].

(2.21) Zwei Punkte P, Q besitzen hichstens einen Mittelpunkt. Ist M Mittelpunkt
und u# Mittellinie von P, @, dann gilt M | u [3, (6.2)].

(2.22) Fixpunktlemma. Gilt F* = F und F 4 «, dann gibt es einen Punkt M
mit M | «, f und (M) = (MB), d. h., af = «M - BM ist eine Scherung [3, (6.10)]
bzw. [11, (2.22)].
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(2.23) Folgerung aus (2.22). Besitzt «f zwei verschiedene Fixpunkte F, @, dann
ist «f Scherung. Hat «f drei Fixpunkte, die nicht auf einer Geraden liegen, dann
ist «f =1 [3, (6.11)].

Als Erginzung zu (2.23) erhalten wir

(2.24) Hat «f zwei verschiedene Fixpunkte F, G und liegen P und P* in einer
Geraden g 4 grg, wobei P ¢ gps gelten soll, so ist af = 1 [11, (2.24)].

3. Der Reduktionssatz in einem Axiomensystem der #quiaftinen Ebene

Aus dem Rumpf-Axiomensystem R bzw. aus dem durch (4) und (7') erweiterten System
R, (4), (7') konnten wir schon bis auf eine Ausnahme alle affinen Inzidenzaussagen
sowie die Fano-Aussage fiir die Menge aller Punkte und die Menge aller Geraden
ableiten. Nicht beweisbar ist bisher die Existenz der Verbindungsgeraden zwei
gegebener Punkte. Zur Charakterisierung Papposscher Ebenen mit Fano-Axiom
werden wir neben einer Verschiarfung des schwachen Verbindbarkeitsaxioms (7')
den Reduktionssatz (Rd) als Axiom verwenden.

3.1. Gruppentheoretische Charakterisierung Papposscher Ebenen mit Fano-Axiom

Im folgenden setzen wir das Axiomensystem R, (4), (7') voraus und koénnen uns
somit auch auf die Ergebnisse aus Abschnitt 2 stiitzen. Das Axiom (7') verschérfen
wir jetzt zu einem starken Verbindbarkeitsaxiom, das gegeniiber dem Axiom (7)
aus Abschnitt 1 zusitzlich die Existenz der Verbindungsgeraden enthilt:

(7*%) Zu einer Erzeugenden x und zu Punkten P, Q gibt es Erzeugende @, y mit
(x) = () und P, Q | x derart, daf} ¢ | x oder ¢ || x gilt.

Das so erhaltene Axiomensystem erweitern wir noch durch den Reduktionssatz
(Rd) Zu Erzeugenden «, B, v, 6 gibt es Erzeugende @, y mit «fyd = @y.
(3.1) Zu P, Q gibt es ein ¢ mit P, Q | ¢.

Beweis. Es sei P = af. Nach (7*) gibt es zu « und zu P, Q eine Erzeugende ¢ mit
P’ Q I ‘P' '

(3.2) Ergénzung zu (2.6). Jeder Punkt ist in wenigstens vier Geraden enthalten.

Beweis. Es sei P ein beliebiger Punkt, g eine Gerade mit P ¢ g. Nach (2.6) gibt
es drei verschiedene Punkte 4, B, C in g; mit (3.1) erhalten wir drei verschiedene
Geraden g4p, ggp, gcp durch P. Zu g, P gibt es «, f mit (x) = g sowie P | f und « || 8
nach (2.12). Wegen (2.14) ist («) || (8). Da P f o' gilt, ist (8) eine vierte Gerade durch
P.

(3.3) Hauptsatz. Fiir (B, @) gelten unier Voraussetzung der Grundannahme und
der Axziome (1) bis (5) und (7*) die affinen Inzidenzaxiome einschlieflich des Fano-
Azxioms.

Beweis. In (2.2); (3.1), (2.1a); (2.18) und (2.19) ist die Existenz nichtkollinearer
Punkte, die Existenz und Eindeutigkeit der Verbindungsgeraden nachgewiesen
sowie die Giiltigkeit des euklidischen Parallelenaxioms und des Fano-Axioms gezeigt
worden. i
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Mit (2.17) kénnen durch Rechnen mit Punkten die kleinen Sitze von DESARGUES
und Pappos-PascaL leicht abgeleltet werden; (B, @) ist eine Translationsebene,
und wir erhalten zur Eindeutigkeit in (2.21) auch die Existenz eines Mlttelpunktes
zwei gegebener Punkte.

(8.4) Zu «, p gibt es @, y mit (x) = (p) und (B) = () derart, daB ¢ | y oder ¢ || x
gilt (Axiom (7) in [3]).

Beweis. Nach (2.6) gibt es P, @ (5= P) mit P,Q | f. Zu x und P, Q existieren nach
(7*) @, x mit (x) = (¢) und P, Q| x derart, daB ¢ | ¥ oder ¢ ||  gilt. Wegen P =+ Q
folgt nach (2.1a) aus P, Q | B, x noch (8) = (x). §

(3.6) Folgerung. Zu Geraden g, h mit g 4 h gibt es eine Etzeugende @ mit ¢ = (¢)
und % € [¢]. Sind 4, B, C nichtkollineare Punkte, so gibt es ein ¢ mit 4 | ¢ und
Br =C.

Als Folgerung aus (Rd) und (2.24) erhalten wir eine Eindeutigkeitsaussage, die fiir
die von Schrigspiegelungen erzeugte Gruppe in Translationsebenen mit Fano-Axiom
dem affinen Satz von Pappos-PascaL dquivalent ist (vgl. [3]):

(3.8) Ist a ein Produkt einer geraden Anzahl von Erzeugenden und gibt es nicht-
kollineare Punkte 4 ,B, C und eine Gerade g mit 4% = 4, B®* = Bund C, C? € ¢ i gz,
dann ist a = 1.

(3.7) Gilt «, | P und Q = P, so ist Q% € gpg genau dann, wenn Q% € gpq ist;
ist Q7 ¢ gpq, dann ist die Verbindungsgerade von Q*¥ und Q% nicht parallel zu
gre:

Beweis. Es gilt (@*/)f* = @, P’* = P und damit der erste Teil der Behauptung.

Es sei Q¥ =@Q', @%* =Q" und @', Q" ¢ gre. Nach (3.5) gibt es eine Erzeugende &
mit P | é und @* = Q"' (Abb. 8).

Abb. 8

Angenommen, es gilt @', @ € % || gpg. Es sei N der Mittelpunkt von @', Q”’. Wegen
Q', Q" ¢ grq gilt h == gpq soWie gpg+, gpy M b, 50 daB es nach (3.5) Erzeugende ¢, 7
mit ({) = gpg~, () =gpy und h €[], [y] gibt. Dann gilt Pé¥n = P, @Qfettn = Q
und Q'#*%n — @', Es sei ¢ nach (3.5) durch gpq = (#) und ggq¢’ € [#] bestimmt. Nach
(3.6) ist fxdln® = 1. Damit erhalten wir Q'° = Q' bzw. Q' | im Widerspruch zu
Q' ¢ gpe- 1

(3.8) Zu «, f und P, Q mit P | «, B gibt es ein y mit P, Q |y derart, daB afy € I'
oder 9%, ¥# | y gilt (Axiom (6) in [3]).

Zusatz. Ist dabei Q = P, so folgt

a) Gilt Q* € gpg oder Q*# ¢ gpq, dann gibt es ein y mit P, Q | y und afy € I

b) Gilt @* ¢ gpqg und Q*/ € gpq, dann gibt es ein y mit P, Q | y und »*, 9 | y.
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Beweis. Es seien «, #, P, Q mit P | «, f gegeben. Gilt P = @, so wihle man y = 8.
Die Behauptung ist im Fall x = § ebenfalls trivial.
Esseinun P 4 Q, « & f und @+ = @', Q% = Q"

Fall 1.Q’, Q" ¢ gpq. Nach (3.7) gilt ggq” A grq. Es sei M der Mittelpunkt von @, Q.
Dann gibt es Erzeugende y, 6 mit (y) = gpg und ggq~ € [y] bzw. (8) = gpy und
Joq’ € [8]. Aus Pledr = P, @bty =@ und @', QP € gyq 4 gpq folgt Pady =1
nach (3.6). Damit gilt xfy = é mit P, Q | y.

Fall 2. @', Q" € gpq. a) Es gelte Q* = Q. Mit y = « ist xafy = p* € I" nach der Grund-
annahme.

b) Es gelte @* € gpq, aber @ = Q. Essei y = Pa. Esgilt P, Q | y wegen Q* € gpq € [«].
Wir erhalten «fy = afPx € I nach (2.3) und der Grundannahme.

¢) Gilt Q* § gpq, 0 gewinnen wir eine Erzeugende y durch gpq = (y) und gpge € [y].
Es gilt g5q = grqs, 9%gs = grq und g%hg = gpge; mit der Eindeutigkeitsaussage (2.7)
ergibt sich y2, y# | y.

Die durch die Fallunterscheidung erhaltenen Ergebnisse machen den Zusatz offen-
sichtlich. J

(3.9) Theorem. Mit der Grundannahme bilden die Axziome (1) bis (5), (Rd) und (7*)
ein Axiomensystem der dquiaffinen Ebene.

Beweis. In der im Abschnitt 1 gegebenen Definition der dquiaffinen Ebene sind
die Grundannahme und die Axiome (1) bis (5) ebenfalls enthalten. In (3.4) und (3.8)
wurden die restlichen Axiome (6) und (7) der Definition aus der Grundannahme
und (1) bis (5), (Rd), (7*) abgeleitet.

Umgekehrt folgen nach [3] die Axiome (Rd) und (7*) aus der Grundannahme und
den Axiomen (1) bis (7). i

In unserem gruppentheoretischen Aufbau konnten wir fiir (%, ) die Giiltigkeit
der affinen Inzidenzaxiome, des Fano-Axioms und des kleinen Satzes von DESARGUES
nachweisen. Unter wesentlicher Benutzung des Reduktionssatzes (Rd) wurde die Ein-
deutigkeitsaussage (3.6) abgeleitet. Damit haben wir die Grundlage fiir eine direkte und
kurze Ableitung des affinen Satzes von PAPP0s-PASCAL ohne analytische Hilfsmittel.
Beziiglich des Beweises verweisen wir auf die inzidenzgeometrischen Untersuchungen
in [3, S.128]. Dort wurde nachgewiesen, dal eine Translationsebene mit Fano-
Axiom, in der (3.6) fiir die von Schrigspiegelungen erzeugte Gruppe gilt, eine Pappos-
sche Ebene mit Fano-Axiom ist.

3.2, Zum verallgemeinerten Dreispiegelungssatz

In den Untersuchungen zur Gabelung der ebenen Spiegelungsgeometrie in Abschnitt 4
spielt eine modifizierte Form des verallgemeinerten Dreispiegelungssatzes (3.8)
als Axiom eine wesentliche Rolle. Diese Aussage (3.18) wird hier in dquiaffinen Ebenen
abgeleitet.

Zuniichst zitieren wir aus [3] Erginzungen zu (3.8), die nachfolgend benétigt werden.
Wir verweisen mit der Satznummer am Ende jeder Aussage auf [3].

(3.10) Aus «, 8,y | P und affy = 8 folgt & | P (5.8).

(3.11) Es sei (x) = (B) und « ¥ B. Es gilt afy € I genau dann, wenn (x) = (8) = ()
oder (x), (B) € [y] ist (7.3).

(3.12) Es sei («) € [f] mit «, 8| P und « 4 B. Esgilt afy € I" genau dann, wenn
(x) = () oder () € [y] und y | P ist (7.4).
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(3.13) Biischellemma 1. Aus (y,) = (y;) = ¢, ¢* & g und «fy,, afy, € I" folgt
7 = 72 (1.6).

(3.14) Gilt (»*) = (y) und By € I', so ist af Scherung oder Punktspiegelscherung.
Aus y** = y und ofly € I folgt « = B oder « | # (7.6).

((3.;)5) Biischellemma 2. Aus (y,) = (y2); ¥%, ¥4 | 71 und 3, ¥4 | v, folgt y, =,

(3.16) Ist xp weder Scherung noch Punktspiegelscherung, dann gibt es zu P, Q mit
P Qund «,f| P genau ein y mit y | P,Q derart, daB entweder «fy € I' oder
y*, ¥# | y gilt. Ist af Scherung oder Punktspiegelscherung, dann gibt es zu P, Q mit
P+Qund «,8| P ein y mit y | P,Q und «fy € I'; y ist dann eindeutig, wenn (y)
keine Fixgerade ist (7.8).

(3.17) Gibt es zu «, f, P mit P | «, 8 und «f 3 fx eine Erzeugende & mit P | &
und &2, £# | &, so sind £ und P¢ die einzigen Fixerzeugenden von «f.

Beweis. Es seien Erzeugende «, 8, £ mit P | «, B, &, «f = fx und &°, &% | £ gegeben.
Dann gilt P | &, £# sowie P = &¢* = ££f und folglich &* = &8 bzw. & = £, Also
sind & und P¢ Fixerzeugende von «f.

Angenommen, fiir n &= &, P¢ gilt ebenfalls * = . Wiirde P } 7 sein, so wire
n' = (n, P) Fixerzeugende von «ff und @ = n'n neben P ein weiterer Fixpunkt
von «f. Nach (2.23) wire «f eine Scherung, fiir die wir o. B.d. A. (x) = (8) mit
o, B | P, @ nach (2.22) voraussetzen kénnen. Wegen (3.11) miiBte afy’ € I" sein, und
mit (3.14) wiirde xf = fx im Widerspruch zu einer Voraussetzung folgen, d. h.,
es gilt P | .

Abb. 9

Wir betrachten einen Punkt @ (3= P) mit Q@ | £. Auf P& bestimmen wir einen Punkt R,
so daB ggr || () gilt (Abb.9). Es ist R &= P bzw. R } £, da o0.B.d.A. () =+ (£) ist;
ansonsten betrachte man Pr.

Indirekt zeigen wir jetzt, daB Jgr ¥ g&% und damit 7 3=y ist. Nach (3.5) gibt es
Erzeugende y, 8 mit P | y und (@)’ = R* sowie P | § und (R?7)? = R*. Wir erhalten

PPrJﬁa — P,
RPrbe — R,
QP;M- — RPrba € (E)
und somit Pydfx = 1 nach (3.6), speziell RF6= — Q.
Nach (2.13) und dem Parallelitatskriterium (2.16) gilt gor || g5z, und es ist dann

weiter gfp || g3% (nach Annahme) und gfp = ggh, da sonst afP = 1 wegen (2.23)
folgen wiirde. Da auch «f == 1 gilt, ist Q & Q*# oder R 4 R*.
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Mit RPr = @ folgt, daB (RPQ*’R*’QF) ein Parallelogramm ist. Es ist RPQP = QR,
so daB auch (QQ**R*’R) ein Parallelogramm wegen Q = @* oder R = R* ist. Dies
ist aber ein Widerspruch zu Q, @*4 | £ und R, R* | P¢. |}

Die Siitze (3.8) und (3.17) ergeben zusammen

(3.18) Zu «, B, @ und vier verschiedenen Punkten P, 4, B, C mit P |«,8, Pt ¢
und A4, B, C | ¢ gibt es ein y mit (y | P, 4 oder y | P, Boder y | P, C) und «fy € I'.

3.3. Die Frage nach der Zweispiegeligkeit

In (3.23) beweisen wir eine zu (3.6) entsprechende ,,Reduktionsaussage iiber gewisse
Gruppenelemente in einer dquiaffinen Ebene (G, I'), die sich als Produkte einer
ungeraden Anzahl von Erzeugenden darstellen lassen. Darauf aufbauend zeigt sich
in (3.25), daB es neben den Erzeugenden und den Punkten in der Gruppe G keine
weiteren involutorischen Elemente gibt. Damit 1a8t sich dann nachweisen, daB die
Gruppe Gnicht zweispiegelig ist, d. h., daB nicht jedes Element aus G als Produkt
von zwei involutorischen Elementen darstellbar ist.

(3.23) Ist a ein Produkt einer ungeraden Anzahl von Erzeugenden und gibt es
zwei verschiedene Fixpunkte P, Q von a, so gibt es eine Erzeugende & mit a = «
und P, Q | «.

Beweis. Wir wihlen uns ein 8 mit | P, Q. Nach (Rd) gibt es ¢, ¥ mit af = ¢y,
und nach (2.23) ist @y eine Scherung. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei
(p) = (z)- Es gilt P, Q| ¢, 1, B, so daB (¢) = (x) = (B) ist. Nach (3.11) ist pyB € I,
etwa @y = «. Folglich gilt af = ¢y = af bzw.a = und P,Q | «. |

(3.24) Ist «fy involutorisch, so gilt xfy € I'.

Beweis. Sind P, @ verschiedene Fixpunkte von «fy, so gilt «fy € I' nach (3.23).
Es sei X° &= X fiir einen Punkt X und P = M (X, X*) der Mittelpunkt von
X, X¢fr. Da afy involutorisch ist, gilt «fy = yfx. Somit ist P*r = M (X, X) = P.
Es gilt P#*? = P und X*P = X. Wegen P + X gibt es nach (3.23) ein 4 mit
afyP = 6. Weil «fy = 6P involutorisch ist, gilt P |48. Nach (2.3) ist damit «fy
=0PcT.1

Aus (Rd) und (3.24) folgt
(3.25) Jedes involutorische Gruppenelement ist ein Punkt oder eine Erzeugende.

Mit dieser Ubersicht iiber alle involutorischen Elemente der Gruppe und mit Hilfe
des Reduktionssatzes (Rd) laB8t sich leicht zeigen, daB das Zentrum der Gruppe @
nur aus dem Einselement besteht (dazu vgl. [1, S. 45]).

Es gilt aber (im Unterschied zu den Bewegungsgruppen ebener metrischer Geome-
trien)

(3.26) Die Gruppe @ ist nicht zweispiegelig.

Beweis. Wir bestimmen Erzeugende «, f, y derart, daB «fy nicht als Produkt
zweier involutorischer Elemente darstellbar ist. Nach (3.26) ist also zu zeigen, daB

ein Produkt «fy existiert, zu welchem es keine Erzeugenden ¢, y und keine Punkte
P, Q mit xfy = @y oder afy = PQ oder «fy = Pg?!) gibt.

!) Gibt es kein @ und kein P mit afy = Pgp, so gibt es trivialerweise auch kein ¢’ und kein P’
mit afy = ¢’P’.

4 Beitriige zur Algebra 7
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Zuerst zeigen wir, daB ein beliebiges Produkt «fy weder in der Form @y noch in
der Form PQ dargestellt werden kann. Angenommen, es gibt ¢, y mit afy = gy.
Dann gibt es nach (Rd) Erzeugende «', ', ' mit 1 = afyyp = «'f’y’ im Wider-
spruch zu (~ P). Gibe es P, Q mit afy = PQ, so wiirden auch hier nach (Rd)
Erzeugende o', f', ' mit 1 = afyQP = &'f’y’ im Widerspruch zu (~ P) existieren.

Wir geben nun ein Produkt afy an, fiir das es kein P und kein ¢ mit afy = Py
gibt. Durch einen gegebenen Punkt R betrachten wir vier verschiedene Geraden e,
1 ¢, h, deren Existenz durch (3.2) abgesichert ist. Wir definieren «, p als Erzeugende
mit (x) = g und k € [x] bzw. (8) = e und f € [f]. Danach ist x8 weder Scherung noch
Punktspiegelscherung (Abb. 10).

Es sei 8 (+ R) € h. Nach (3.16) gibt es zu «, 8, R, S genau eine Erzeugende y mit
v | B, S derart, daB entweder «fy € I" oder y°, ¥# | y gilt.

Ist y*, 9% | y, 8o gilt By ¢ I

Im Fall «fy € I" betrachten wir das Produkt afy’ mit (') = (y) und 9’ = y. Ein
derartiges »’ existiert, da es nach (2.7) und (3.5) zu kb = gps mindestens drei ver-
schiedene Erzeugende mit der Achse h gibt. Nach (3.16) ist dann aber «fy’ ¢ I'.

Es gibt also stets Erzeugende «, #, y mit R |«,f,y und afy ¢ I. Angenommen,
zu einem solchen Produkt afy gibt es ¢, P mit afy = Pyp. Da R | «, , y ist, gilt
Re#” = R = RP». Daraus folgt R®* = RP, und wir erhalten P | ¢ nach (2.21). Folglich
ist afy = Pg € I" nach (2.3) im Widerspruch zu afy ¢ I.

Anhang. Wie in [11, 8. 27] nachgewiesen wurde, kann ein Spezialfall des Satzes
(3.23) zur Charakterisierung Papposscher Ebenen mit Fano-Axiom verwendet werden.
In Desarguesschen Ebenen mit Fano-Axiom ist der affine Satz von PAPPoS-PAScAL
der folgenden Aussage dquivalent:

Hat das Produkt «Py von drei Schrigspiegelungen zwei verschiedene Fixpunkte, so
18t «fy gleich einer Schrigspiegelung.

4. Kquiattine Ebenen, elliptische, euklidische und hyperbolische Ebenen
sowie Minkowskische Ebenen

Die Basis unserer Untersuchungen zur ebenen Spiegelungsgeometrie ist hier das
in Abschnitt 2 angegebene Rumpf-Axiomensystem R, das durch die Grundannahme
und die Axiome (1), (2), (3), (4'), (6) bestimmt ist. Wir erhalten durch Hinzunahme
weiterer Axiome im Rahmen einer Gabelung eine neue axiomatische Beschreibung
der équiaffinen Ebenen sowie eine neue Charakterisierung bzw. Einordnung sowohl
der elliptischen, euklidischen und hyperbolischen Bewegungsgruppen nach BACHMANN
[1] als auch der Minkowskischen Ebenen nach WoLrr [12].
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Aus dem Rumpf-Axiomensystem ist die Aussage iiber die Existenz einer Erzeugenden,
die zwei gegebene Punkte verbindet, nicht ableitbar.

Im Hinblick auf das Studium der Minkowskischen Ebenen formulieren wir als
Zusatzaxiom einen verallgemeinerten Dreispiegelungssatz, der nicht wie das Axiom
(6) in Abschnitt 1 stets eine Verbindung zweier Punkte postuliert, sondern nur eine
Einschrinkung der Unverbindbarkeit enthélt:

(8) Zu Erzeugenden x, B, ¢ und zu vier verschiedenen Punkten P, A, B, C mit
Ploa,B, Pt und A, B,C | ¢ gibt es eine Erzeugende y mit (y | P, A oder
y | P, B oder y | P, C) und afy € I' (verallgemeinerter Dreispiegelungssatz
mit Einschrinkung der Unverbindbarkeit).

4.1. Das Scherungsaxiom (Se)

Im folgenden erginzen wir das Rumpf-Axiomensystem R durch die Axiome (4),
(6) und (7'); die Aussagen (4) und (7’) wurden in Abschnitt 2 schon als Zusatzaxiome
fiir i angegeben. Alle in Abschnitt 2 enthaltenen Sitze konnen wir hier verwenden.
Das neu entstandene Axiomensystem R, (4), (8), (7') bezeichnen wir mit R'.

Wir gabeln nun das Axiomensystem R’ mit dem Axiom (Se) (Existenz einer nicht-
identischen Scherung) und seiner Negation (~ Se).

In natiirlicher Weise 1Bt sich dann eine weitere Gabelung einerseits bei ®’, (Se)
mit dem Axiom (~ E) (Existenz unvertauschbarer Scherungen) und (E), anderer-
geits bei R’, (~ Se) mit dem Axiom (Ex) (Existenz der Verbindungsgeraden) und
(~ Ex) untersuchen. Im Anhang auf S. 56 wird in einem Graphen die Verwendung
der Axiome fiir den Aufbau von ebenen Geometrien verdeutlicht.

Wir formulieren erste Zusatzaxiome:

(Se) Es gibt Erzeugende «, f mit o = f und («) = (B).

(~Se) Aus (x) = (B) folgt « = B fiir alle Erzeugende «, f.

(~E) Es gibt Erzeugende «, B, y, 8 mit (x) = (B), (y) = (8) und «f « y8 + yd - «f.

(E) Bdus ((sa) = (B) und (y) = (8) folgt «f - yd = y8 - ap fiir alle Erzeugende o,
s Vs 0.

(Ex) Zu Punkten P, Q gibt es eine Erzeugende ¢ mit P,Q | ¢.

(~ Ex) Es gibt Punkte P, Q@ mit P, Q | ¢ fiir keine Erzeugende ¢.

Wir ziehen zunichst einige Folgerungen aus dem durch Hinzunahme des Scherungs-
axioms (Se) erweiterten Axiomensystem R’. Vorbereitend beweisen wir eine Ergén-
zung zu (8), die allein wegen (~ P) gilt.

(4.1) Aus «, B, y | P und afy = 8 folgt é | P.

Beweis. Mit den Voraussetzungen gilt 8P = «fyP = Pafly = PJ, so daB 4| P
nach (~ P) folgt. i

(4.2) Wird das Axiomensystem R’ um das Axiom (Se) erweitert, dann gibt es zu
P, Q stets ein ¢ mit P, Q | ¢, d. h., es gilt das Axiom (Ex).

Beweis. Nach dem Axiom (Se) gibt es &, f mit (x) = () und & == . Wegen (2.18)
und (2.15) kénnen wir P | «, f voraussetzen sowie &, f mit Q@ € (¥) = () und & || &,
B || B bestimmen (Abb. 11).

4%
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Es sei Q f «, ansonsten wire mit P,Q | « die Behauptung bewiesen. Wir setzen

o = (x,@Q) und "’ = (B,Q) und erhalten a’'x = 4 und 8 = B mit A + B, da
af + 1ist. Gilt A = P oder B = P, so ist die gesuchte Erzeugende gefunden.

Abb. 11

Gilt A &= P und B + P, so betrachten wir a'’ = (x, B), 8’ = (8, 4) und setzen «''%
=R und ff=8.Da af = &' = «”p” + 1 ist, erhalten wir R = Q und § = Q.
Weiterhin gilt R 3 8, da sonst

QAB =&x's a''a-an’ =30 =R

=8 =B8 =Bp"-p"F- PP = QBA

bzw. AB = BA mit A & B im Widerspruch zu (~ P) gelten wiirde.
Nach (8) gibt es zu &, 8, P, @, R, S ein y mit (y | P, Q oder y | P, R oder y | P, S)
und «fy € I
Im Fall y | P, Q sind wir fertig.
Gilt y | P, R, so ist mit afy € I' auch fay € I', etwa fay = 6 mit P | é nach (4.1).
Es gilt «f = 98 und R® = R” = R* = R*"#"= R##" = RQ. Folglich ist Q | 4 nach
(2.21) und somit P, @ | 8.
Ist schlieBlich y | P, 8, so sei «fy = &, wobei P |  nach (4.1) ist. Mit fx = yd erhalten
wir 8 = §7 = §fs = §F'*" = S5’ = §¢, und es gilt nach (2.21) auch Q | 6. §

Aus dem Beweis von (4.2) ergibt sich sofort der folgende Zusatz:

(4.3) Ist &8 Scherung und P | «, B, so gibt es zu jedem @ ein y mit P,Q |y und
afy € I

(44) Es sei () =(f) und « & f. Aus (x) = (8) = (y) oder (), (B) € [y] folgt
afy € I' und umgekehrt.

Beweis. a) Es sei (), (8) € [y]. Wir betrachten Punkte P, @ mit P | «, 8,y und
Q == P, Q| y, die nach der Definition von Gerade und Fahne sowie wegen (2.6)
existieren. Nach (4.3) gibt es zu P | &, und Q ein ' mit ' | P,Q und ofy’ € I
Zunichst gilt (y') = (). Es sei afy’ = . Das Produkt fx = »'8 ist eine nichtiden-
tische Scherung, bei der (x) = (8) nach (2.23) die punktweise feste Gerade ist. Nach
dem Fixpunktlemma (2.22) gibt es einen Punkt M mit M |y, é und (My') = (MJ)
= () = (#), d. h. («), (B) € [¥']. Somit gilt ’ = y nach (2.7) und folglich «fy € I
Ist (x) = (B) = (¥), s0 betrachten wir einen Punkt P mit P | &, f, y. Mit der Erzeu-
genden Py fiihren uns die eben gemachten Uberlegungen zu «f - Py € I, und wir
erhalten ebenfalls a8y € I'.

b) Zum Beweis des zweiten Teils gehen wir wie in [3, (7.3)] vor: Es sei afy € I
Nach (2.6) gibt es Punkte P, Q mit P = Q und «, 8| P, Q. Mit «fy = & gilt (Pr)é=
=Pl =P =P und (Q)* =@, so daB wegen « = p nach (2.23) sogar
Pr,Q | «, B ist. Falls (x) = (B) = (p) gilt, ist P &= P oder Q ¥ Q, etwa P7 5 P;
nach (2.9) gibt eseiny’ mity’ | y, P, P7,d. h. (') = () = (8) bzw. (x) = (B) € [y]. }
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Fiir (R, ) haben wir schon in Abschnitt 2 die Existenz nichtkollinearer Punkte,
die Eindeutigkeit der Verbindungsgeraden sowie die Giiltigkeit des euklidischen
Parallelenaxioms und des Fano-Axioms nachgewiesen. Aus dem durch (Se) erweiter-
ten Axiomensystem R’ konnten wir in (4.2) die Existenz der Verbindungsgeraden
zwei gegebener Punkte ableiten und erhalten damit den

(4.6) Hauptsatz. Aus dem Axiomensystem R', (Se) folgen fir (P, ®) die affinen
Inzidenzaxiome und das Fano-Axiom.

Wir bemerken auch hier nur, dafl mit (2.17) unmittelbar die kleinen Sétze von DEs-
ARGUES und Papros-PascaL fiir (B, 6) nachgewiesen werden kénnen. Folglich ist
(B, @) eine Translationsebene, in der wir neben der Eindeutigkeit (vgl. (2.21)) auch
die Existenz eines Mittelpunktes zwei gegebener Punkte erhalten.

4.2. Aquiaffine Ebenen

Wir untersuchen jetzt das System, welches aus dem Axiomensystem R’ (Grund-
annahme, Axiome (1) bis (5), (6) und (7’)) durch Erweiterung mit dem Scherungs-
axiom (Se) und dem Axiom (~ E) (Existenz unvertauschbarer Scherungen) ent-
steht.

(4.6) Zu «, B gibt es ¢, y mit (x) = (@) und (B) = (x) derart, daB ¢ | y oder ¢ || x
gilt (Axiom (7), vgl. Abschnitt 1).

Der Beweis kann aus [3], Anhang zum Abschnitt 10, entnommen werden; er stiitzt
sich auf (~ E), (2.15), (4.3) und (4.4).

(4.7) Folgerung. Zu Geraden g, k mit g 4 h gibt es eine Erzeugung ¢ mit g = (¢)
und k € [¢]. Sind A4, B, C nichtkollineare Punkte, so gibt es ein ¢ mit 4 | ¢ und
Br = C.

(4.8) Zu «, B und zu P, Q mit P | «, B gibt es ein y mit P, Q | y derart, daB «fy € I"
oder y¢, ¥# | y gilt (Axiom (6), vgl. Abschnitt 1).

Beweis. Es sei @ ein Punkt mit Q 4 «, 8, was Q* = Q und @f = @ impliziert. Wir
betrachten &' = (x, Q). Gilt P | «’, so geniigt y = «’ der Behauptung.

Esseinun P } «'. Nach (2.6) gibt es weitere Punkte R, Smit R, S | ' und R & 8 == Q
=+ R. Zu «, f und P, @, R, S gibt es nach (8) ein y mit (y | P, @ oder y | P, R oder
y| P,S) und «fy € I'. Ist y | P, @, so sind wir fertig.

Gibt es aber kein y mit y | P, Q und «fy € I, so gilt auch, daB es kein é mit 4 | P, @°
und x84 € I' gibt. Denn gébe es ein derartiges d, so wiirde im Widerspruch zur Vor-
aussetzung «f6* = (fxd)* € I' und P, Q | é* folgen. Ebenso gibt es dann kein &
mit é | P, Qf und «Bd € I

Nach (4.2) existieren ¢, y mit ¢ | P, @ und y | P, @*. Es ist Qf | y. Andernfalls wiirde
die Gerade g durch P und @* nach (7’) mit (') einen von @ und @* verschiedenen
Punkt gemeinsam haben oder ¢ || («’) sein. Im ersten Fall gibe es nach (6) ein x’
mit 4’ | P, @7 und «fy’ € I'. Wiirde g || (') gelten, dann wire die x-Konjugierte o'’
durch P eine Verbindung von P und @ mit «fa’’ € I'. Beides widerspricht der aus der
Teilvoraussetzung gemachten Feststellung, daB es kein 8 mit 8 | P, Q#und «p8 € I"gibt.
Die Punkte P, @, @* sind nichtkollinear, so daB wir geméB (4.7) ein y durch (¢) = (y)
und (y) € [y] bestimmen kénnen. Da jeder innere Automorphismus @& auf & abbildet,
erhalten wir mit (2.7) die Relation 92, # | y. I

In [3] wurde nachgewiesen, daB (B, &) beziiglich einer erzeugten Gruppe (G, I),
die der Grundannahme und den Axiomen (1) bis (5) sowie (4.6) und (4.8) geniigt,
eine Pappossche Ebene mit Fano-Axiom ist. — Das Paar (G, I') wurde als équiaffine
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Ebene bezeichnet. — Andererseits gelten die in unserer axiomatischen Charakteri-
sierung der erzeugten Gruppe neu verwendeten Axiome (8), (Se) und (~ E) in einer
dquiaffinen Ebene. Zu (8) verweisen wir auf (3.18). Das Axiom (Se) erhilt man
unmittelbar aus (3.2) und (3.5). Die Aussage (~ E) ist dquivalent mit der Aussage
iiber die Existenz von zwei nichtidentischen Scherungen mit sich schneidenden punkt-
weise festen Achsen (vgl. [3]) ; diese Existenz begriindet man ebenfalls mit (3.2) und (3.5).
Wir bemerken noch, daB (Se) aus (~ E) folgt.

Unser Ergebnis lautet damit

(4.9) Theorem. (G, I') ist genau dann eine dquiaffine Ebene, wenn die Grundannahme
und die Aziome (1) bis (B), (8), (7') und (~ E) gelten.

Im AnschluB an den Hauptsatz (4.5) wollen wir nun hier fiir (8, &) den affinen Satz
von PArPos-PAsoAL mit Hilfe der im gruppentheoretischen Kalkiil gefolgerten Sitze
ableiten. Nach (4.9) kénnen wir uns dabei auch auf alle Ergebnisse der Abschnitte 2
und 3 stiitzen. Zusétzlich benétigen wir den Hilfssatz, daB aus g* = g stets (x) = ¢
oder g € [«] folgt. Diese Aussage wird leicht mit (2.6) und (2.9) erschlossen (vgl.
(7.1) in [3]).

Vorbereitend beweisen wir

(4.10) Ist ¢ Fixerzeugende von «f und gilt af 4 fa und «, # | P, so ist ¢ | P und
Pg eine Fixerzeugende von «f (und es gibt keine weitere Fixerzeugende von «f).
Es gilt weiterhin ¢* = ¢ = Pg, d. h. ¢*, ¢/ | ¢.

Zusatz. Dabei gilt fiir eine Erzeugende y
afy € I' & ¢r = Po.

Beweis. Angenommen, es gilt P t ¢. Mit ¢’ = (¢, P) erhalten wir dann ebenfalls
eine Fixerzeugende von «f, und @ = @g' ist ein von P verschiedener weiterer Fixpunkt
von af. Nach (2.23) ist af eine Scherung. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit
sei (x) = (B) mit «,f|P,Q nach (2.22). Aus (4.4) ergibt sich, daB «f¢’' € I ist.
Da ¢'* = ¢' und afg’ € I' gilt, erhalten wir nach (3.14) x = g oder « | p bzw.
af = o im Widerspruch zur Voraussetzung.

Da ¢ Fixerzeugende von «f und «, § | P ist, gilt trivialerweise (Pp)* = Peg.

Aus ¢* = g folgt ¢* = ¢f, und es gilt (p*)* = ¢f= ¢* sowie (¢?)¥ = @f. Wiire
¢* = ¢’ =@, s0 wiirde (p =« oder ¢|x) und (p =p oder ¢|p) folgen. Mit
«, B, ¢ | P folgt daraus af = fx — ein Widerspruch zur Voraussetzung. Es gilt
also ¢* = ¢ =+ ¢.

Wir nehmen nun an, da8 auch ¢* = ¢ 4 Pg gilt. Auf Grund dieser Verschieden-
heit erhalten wir mindestens drei verschiedene Fixgeraden g, h, k von 8 durch P.
Es seien Q und R’ zwei von P verschiedene Punkte mit Q € g und R’ € h. Ist Jor’
parallel zu k, so betrachten wir einen von P und R’ verschiedenen dritten Punkt R
in h, der nach (2.6) existiert. Andernfalls sei R = R'. Wir erhalten eine Gerade gors
die einen Punkt S mit k gemeinsam hat und P nicht enthilt. Es giltQ + R 348 +Q.
Zu o, B, P, Q, R, 8 gibt es nach (B) ein y mit (y | P,Q oder y | P, R oder y | P, 8)
und afy € I. Es gilt also (y*) = (y) und «fy € I'. Daraus folgt nach (3.14), daB
of Scherung oder Punktspiegelscherung ist. Als Scherung bzw. Punktspiegelscherung
hat af mehr als eine Fixgerade durch P. Nach (2.24) folgt damit & = g oder « | g,
was im Widerspruch zu «f 4 B« steht.

Beweis des Zusatzes. Es sei afy = 4. Aus «, § | P folgt P = P» = P. Wire
7 ¢ P, so wiirde dy = af nach (2.22) eine Scherung sein, die mit ¢ eine Fixerzeugende
hat. Nach (2.24) miiBte «f = 1 im Widerspruch zu af = fx gelten.
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Es ist y | P sowie d | P nach (4.1). Da ¢ Fixerzeugende von «f ist und «f ¥ fx

gi]t, ist @ Fixerzeugende auch von 8y und 8y 3 pé. Mit y, 8 | P folgt aus dem Satz
=¢ =

Vun sei @7 = Pcp Es gilt Pr = (¢’p)’ = p¢* = P sowie y | P nach (~ P).

Zu @ bzw. Py gibt es keine achsengleiche Erzeugende ¢, bzw. ¢, mit afe,, xfe, € I

Wegen (3.14) wiire ansonsten «f Scherung oder Punktspiegelscherung mit zwei

verschiedenen Fixgeraden, und folglich wire « = f oder « | # nach (2.24) im Wider-

spruch zu af == f«.

Nach (6) gibt es also zu «, 8, y eine Erzeugende ' mit (') = (y) und «fy’ € I.

Mit «f = fu, «,B,9' | P und afy’ € I" sowie ¢** = ¢ schlieflen wir nach dem Satz

(4.10) auf ¢ = Pg. Die Scherung yy’ liBt (y) punktweise fest, und fiir einen von P

verschiedenen Punkt Q mit Q | ¢ gilt @, @ € (@) & (y). Damit ist ' = 1 nach (2.24)

und folglich «fy € I'. |

(4.11) Hauptsatz. Fiir (B, ®) qilt der affine Satz von Pappos-Pascal.

Beweis. Es seien 4,B,43B,A4,B; ein Sechseck und g, h Geraden mit dem Schnitt-
punkt O derart, daB A, A4,,43€g\h, B,,B,,B;€h\ g, ¢4z | 943, und
4,8, || 94,8, gilt (Abb. 12) Nach (4.7) gibt es Erzeugende «, #, ¥ mit O | «, §, ¥y und
A§ = B,, Af = B, sowie A% = B,. Es gibt weiterhin Erzeugende Y1, Y2 mit (y)
= ¢, h € [y;]und (y;) = b, g € [7.). Es gelten die Relationen y§, 4, 9% | y;i firi =1, 2,
Wir erhalten y%y; = O = y8y; bzw. ! = 94 und folglich y## = y; firv =1, 2.

Gilt «f == Ba, so sind y,, ¥, nach (4.10) die einzigen Fixerzeugenden von «f, und
es gilt , = y,. Nach dem Zusatz in (4.10) folgt afy € I.

Gilt xf = pa, 80 ist « = B oder « | B, und wir erhalten ebenfalls afy € I.

Damit folgt aus Aj#» = B, stets A, = Bi?» = By. Es ist ¢ 5 =g¢,,5,; Wegen

94,8, ¥ (¥) gilt 94,5, € [¥] und somit g, p, || 94,5, I

Der Reduktionssatz in der erzeugten Gruppe (@, I'), der in Abschnitt 3 zum
Axiom erhoben wurde, kann an dieser Stelle mit spiegelungsgeometrischen Methoden
auf der Basis unseres Axiomensystems abgeleitet werden. Dazu verweisen wir
auf einen Gedankengang aus [8]. Die in (4.10) enthaltene Aussage, daB es zu Erzeu-
genden «, f mit «, | P und «f = fx hochstens zwei Geraden g, b durch P mit
9= (y), h = (8), ¥* y# | y und 8¢, 8¢ | 8 gibt, wurde dort unbewiesen verwendet.

4.3. Elliptische, euklidische und hyperbolische Ebenen sowie Minkowskische Ebenen

Wir setzen jetzt das Rumpf-Axiomensystem ® (Grundannahme, (1), (2), (3), (4'),
(8)) voraus und berichten iiber Untersuchungen aus [11].
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Allein durch Hinzunahme des Axioms vom Polardreiseit

(P) Es gibt «, B, y mit afy = 1

zum Rumpf-Axiomensystem werden schon die elliptischen Ebenen gekennzeichnet.

Die Charakterisierung erfolgt hier gegeniiber [3, (4.6)] ohne das Axiom (6); die in

(6) enthaltene Moglichkeit der Verbindung zweier Punkte durch eine Erzeugende

wird nicht benétigt (vgl. [11, (4.12)]).

Fiir die Charakterisierung der euklidischen, hyberbolischen und Minkowskischen

Ebenen (nach BAcEMANN und WoLFF) ziehen wir noch die folgenden Zusatzaxiome

heran (vgl. [1, 12] und [11]):

(Sp) Aus o, B7y | P folgt «By € T fiir alle Erzeugende «, f, y.

(~T) Es qibt Erzeugende o, B mit (x) n (B) = @ derart, daf3 fiir alle Erzeugende ¢
mit (@) = (x) stets (p) n(f) =B gqilt (Erzeugende «, f bzw. dazugehorige
Geraden (x), (8) mit dieser Eigenschaft nennen wir auch unverbindbar).

(H) Gilt o, B,y | P und sind «, ¢ und B, ¢ und y, @ unverbindbar, so ist o« = B
oder B =y oder y = a.

Beziiglich der Beweise fiir die folgenden Hauptsiitze verweisen wir auf [11].

(4.12) Hauptsitze. a) Ein Paar (G, I') ist genau dann eine euklidische Bewegungs-
gruppe, wenn die Grundannahme und die Aziome (1) bis (5), (7'), (~ Se), (Ex) und
(Sp) gelten.

b) Ein Paar (G, I')ist genaudann eine Bewegungsgruppe einer Minkowskischen Ebene,wenn
die Grundannahme und die Axiome (1) bis (5), (8), (7'), (~ Se) und (~ Ex) gelten.
¢) Das um Axiom (P) erweiterte Rumpf-Axiomensystem R kennzeichnet die elliptischen
Bewegungsgruppen.

d) Wird das Rumpf-Axiomensystem R um die Aziome (~ Se), (Ex), (Sp) und (~7),
(H) erweitert, so erhalten wir eine Charakterisierung der hyperbolischen Bewegungs-
gruppen.

Anhang. Ubersicht iiber den Aufbau der betrachteten Geometrien

Rumpf-Axiomensystem &

r
|
1| Grundann&hme, Axiome (1), (2), (3), (47, (5) :
L

————— 3 | —— =
T Axiomemytt'em R |
(2] P @® _ J
elliptische -~ _>
Geometrie ™ 4y 75 -~ (~7 (H\)
(Se) (~Se) (~Se)
e
(Ex) (~Ex) (Ex)
~E) (B N\ /
x Sp (~Sp Sp
aquiaffine % ¥ Minkowskische hyper-

Geometrie euklidische Geometrie bolische
Geometrie Geometrie
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Fir die Axiomensysteme * bzw. ** liegen als Modelle gewisse parabolische bzw.
hyperbolische Untergruppen #équiaffiner Ebenen vor (vgl. [3, 4]).
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