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Bemerkung iiber ,,deltoidnahe* und ,trapeznahe asymmetrische
Vierecke mit zwei einbeschriebenen Kreisen

Orro KROTENHEERDT und PETER RICHTER

1. Problemstellung

Bei der Bestimmung flichenkleinster Vierecke, die zwei gegebene sich von aufien
berithrende Kreise im Inneren enthalten, fiihrten die Untersuchungen in [2], S. 180,
auf sogenannte trapeznahe und deltovdnahe asymmetrische Vierecke. Die beiden
gegebenen Kreise seien K; mit dem Mittelpunkt M, und dem Radius r; und K,
mit dem Mittelpunkt M, und dem Radius r,;0.B.d. A. sei 7, = r; vorausgesetzt. Mit
Hilfssatz 3 in [2] konnte gezeigt werden:

Fiir jedes r, aus dem Intervall ¢, -7y < 7, < g3 - 1y (1 &~ 0,414, ¢3 &~ 0,62) und nur

fiir diese aus der Menge aller moglichen 7,-Werte gibt es mindestens ein asymmetrisches

Viereck derart, daB genau eine Vierecksseite auf einer gemeinsamen Tangente an K,

und K, liegt, wihrend eine der verbleibenden drei Seiten mit ihrem Mittelpunkt den

Kreis K, und jede der restlichen zwei Seiten mit ihrem Mittelpunkt den Kreis K,

beriihrt. Fiir jedes r, aus ¢, -, <17, < ¢+ 1 (g2 &~ 0,692) und fiir r, = ¢3 - ; gibt

es genau ein derartiges Viereck, und fiir jedes r, aus g, -7, <7, < g3 gibt es

genau zwei derartige Vierecke, wenn man jeweils von einem spiegelbildlich zur

Geraden durch M, und M, gelegenen Viereck absieht. ‘
(Erlduterungen zu den Konstanten ¢, ¢, und g¢; findet man in [2]).

Diejenigen asymmetrischen Vierecke des Intervalls ¢, -r, < r, < ¢; -7, die bei
fallendem r, stetig ineinander iibergehen und im Grenzfall r, = ¢, - r; zZu einem
gleichschenkligen Trapez entarten, heien trapeznahe asymmetrische Vierecke (vgl.
Abb. 1, 2 und 4). Diejenigen asymmetrischen Vierecke des Intervalls g, -7, < 7,
< g3 - 1, die bei fallendem 7, stetig ineinander iibergehen und im Grenzfall r, = g, -
zu einem Deltoid entarten, heien delfoidnahe asymmetrische Vierecke (vgl. Abb. 3
und b).

Bei den durchgefiihrten Untersuchungen spielten eine Kurve &/ urd eine von r,
abhingige Kurvenschar s(r;) eine Rolle. Man denke sich dazu eine gemeinsame
dufere Tangente ¢, an K; und K, und auf g, eine ,,positive’ Orientierung derart
gegeben, daB beim positiven Durchlaufen von g, erst die Beriihrung mit K, und
dann die Beriihrung mit K, erfolgt. Die Kurve s} wurde erklirt als der geometrische
Ort der Endpunkte all derjenigen Streckenziige, die auf g, ,,hinter dem Bertihrungs-
punkt mit K, beginnen und die aus zwei Strecken bestehen, von denen die erste
nicht auf g, liegt und von denen jede mit ihrem Mittelpunkt K, beriihrt. Fiir jedes
r, wurde eine Kurve 8j(r;) erklirt als der geometrische Ort der Endpunkte all der-
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20 Orro KrO6TENHEERDT und PETER RICHTER

jenigen Strecken, die auf g, ,,vor dem Beriihrungspunkt mit K, beginnen, die
nicht auf g, liegen und die mit ihrem Mittelpunkt K, beriihren. Durch die positive
Orientierung von g, werden ,,positive’* Durchlaufsrichtungen fiir s, fiir die Kreis-
linien und fiir den Rand der zu betrachtenden Vierecke 4 BCD, deren Seite AB auf
¢: liegen moge, induziert.

s, 1)

Sy"

sp(r,) s2lz) p

=G n=9h

Abb. 4 _ Abb. 5

In [2] wurde ein ProzeB beschrieben, mit dessen Hilfe die trapeznahen asymmetri-
schen Vierecke in flichenkleinere Vierecke, die aber auch noch K, und K, im Inneren
enthalten, deformiert werden konnten. Ein entsprechender Sachverhalt fiir deltoid-
nahe asymmetrische Vierecke konnte bisher lediglich durch umfangreichere Rech-
nungen, die unverdffentlicht geblieben sind, bestitigt werden. Wir hatten gehofft,
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allgemein beweisen zu kénnen, daB bei speziellen Klassen axialsymmetrischer
konvexer Bereiche (einschlieBlich der konvexen Hiille zweier sich von aulen be-
rithrender Kreise) die flichenkleinsten umbeschriebenen Vierecke stets axial-
symmetrische Vierecke sind (fiir beliebige axialsymmetrische konvexe Bereiche
ist eine entsprechende Aussage falsch, wie man an Beispielen zeigen kann; eine
entsprechende Aussage fiir zentralsymmetrische konvexe Bereiche ist in jedem Fall
richtig, wie in [1], S. 159, gezeigt wird). Mit dem erhofften Beweis hitte fiir unseren
speziellen geometrischen Sachverhalt leicht gefolgert werden konnen, dafBl die ge-
suchten flichenkleinsten Vierecke unter den Deltoiden oder unter den gleich-
schenkligen Trapezen zu finden sind; damit wire eine Sonderbetrachtung der
trapeznahen und der deltoidnahen asymmetrischen Vierecke iiberfliissig geworden.
Da der erwihnte Beweis jedoch bisher nicht erbracht werden konnte, wollen wir im
folgenden fiir trapeznahe und deltoidnahe asymmetrische Vierecke einen einheit-
lichen geometrischen ProzeB angeben, mit dessen Hilfe gezeigt werden kann, daB
diese asymmetrischen Vierecke nicht als flichenkleinste Vierecke, welche K; und K,
im Inneren enthalten, in Betracht kommen.

2, Eine flichentreue Abbildung

Zum Beweis der Sitze 1 und 2 in Abschnitt 3 verwenden wir eine flichentrete
Abbildung, die wir Spiegelung an den Beriihrungspunkten der rechtsseitigen Tangenten
beziiglich eines festen Kreises K nennen und die wir mit a.(K) bezeichnen wollen.

P
Abb. 6

Zur Definition dieser Abbildung denken wir uns einen festen Kreis K in der euklidi-
schen Ebene ¢ gegeben.
Die Abbildung a,(K) sei nun diejenige Abbildung von & auf sich, die

a) jeden Punkt von K und jeden Punkt innerhalb K festldft und

b) jeden Punkt P auBerhalb K auf der ,rechtsseitigen* Tangente ¢, von P an K in
den Spiegelpunkt P’ von P beziiglich des Beriihrungspunktes B von {, mit K ab-
bildet (vgl. Abb. 6).

(In entsprechender Weise wird eine ,,Spiegelung an den Beriihrungspunkten der
linksseitigen Tangenten beziiglich eines festen Kreises K erklirt und mit a;(K)
bezeichnet. — Die Begriffe ,,rechtsseitig® und , linksseitig* unterliegen einer Will-
kiir, sie konnen aber entsprechend dem iiblichen Sprachgebrauch gewihlt werden.)
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Wir nennen nun einige Eigenschaften der Abbildung a,(K), die unmittelbar aus der
Definition gefolgert werden kénnen:

1. Die inverse Abbildung von a,(K) ist «;(K).
2. Jeder zu K konzentrische Kreis K, aulerhalb K geht in sich iiber; er wird um den

gemeinsamen Mittelpunkt M um einen Winkel der Grofie 2 arccos —;i- gedreht,
1
wobei mit a der Radius von K und mit r; der Radius von K, bezeichnet sein moge.
3. Auf jedem beliebigen Kreis um M mit dem Radius r, geht jeder Kreisbogen der
Linge b(r,) in einen Kreisbogen der Lange b'(r;) = b(r,) iiber (vgl. Abb. 7). (Der
Kreis K und jeder Kreis um M im Inneren von K sind Fixpunktkreise.)

1

K .
b'(r)
p,l

"
AN

P )o,

! b(f;

4. Die Abbildung ist flichentreu; denn fiir jedes Flichenstiick F und das zugehdrige
Bild F' ist bei Verwendung eines Polarkoordinatensystems mit dem Pol in M

|F| = f.b(r) drr und |F'|= f.b'(f) dr

und somit wegen der Eigenschaft 3 schlieBlich
\F| = |F".

5. LaBt man den gegebenen Kreis K zu einem Punkt entarten — dieser Punkt sei M —,
dann ist a,(M) = ;(M), und diese Abbildung ist eine Punktspiegelung der Ebene ¢
an dem Spiegelungspunkt M, d. h. eine Drehung der Ebene ¢ um M um einen
Winkel der, GroBe 7.

Wenn wir uns beim Beweis der Sitze 1 und 2 in Abschnitt 3 auf die flachentreue Ab-
bildung a,(K) berufen, so beschrinken wir diese Abbildung jeweils nur auf ein spe-
zielles Flachenstiick F und das zugehérige Bild F’ und schlieBen daraus auf |F| = |F”|.
Wir hitten selbstverstidndlich statt a,(K) auch ;(X) anwenden konnen; in diesem
Fall hitten wir a;(K) auf das Flachenstiick #’ und das zugehorige Bild F beschrinken
miissen.

3. Ergebnisse und Beweise
Satz 1. Jedes trapeznahe asymmetrische Viereck besitzt einen groferen Flicheninhalt

als jedes flichenkleinste Viereck, welches die gegebenen Kreise K, und K, im Inneren
enthilt.
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Beweis. Wir betrachten ein beliebiges trapeznahes asymmetrisches Viereck 4,B,C, D,
und das zum gleichen 7,-Wert gehorende gleichschenklige Trapez ABCD (vgl.
Abb. 8). AuBlerdem denken wir uns die Kurven s{, 7, 8j(r;) und den Punkt E als den
»zweiten* Schnittpunkt der orientierten Kurve s mit der Strecke CD gegeben; 8]
ist der geometrische Ort der Endpunkte all derjenigen Strecken, die auf g, ,,hinter*
dem Beriihrungspunkt mit K, beginnen, die nicht auf g, liegen und die mit ihrem
Mittelpunkt K, beriihren. Eine solche Konfiguration existiert fiir jedes r, aus dem
Intervall ¢, - ry < 7, < g3+ 1y '

Auf Grund der flichentreuen Abbildung a,(K,) ist

IAtBtOlDlI = |F1|:

wenn man mit F, das Flichenstiick bezeichnet, welches von den Strecken AB,, B,C,,
C.D,, dem Bogen D,D auf sj(r,) und der Strecke DA begrenzt wird.

Auf Grund der flichentreuen Abbildung a,(K,) ist
[Fy| = |Fy,

wenn man mit F, das Flichenstiick bezeichnet, welches von den Strecken 4B;, B,C,,
dem Bogen C,C auf s;, der Strecke CE, dem Bogen ED, auf sy, dem Bogen D,D auf
8}(ry) und der Strecke DA begrenzt wird. '

Ebenfalls auf Grund der flichentreuen Abbildung a.(K,) ist

IF2| = IF!JI’

wenn man mit F, das Flichenstiick bezeichnet, welches von den Strecken AB, BC,
CE,den Bogen ED, auf sf und D,D und sj(r;) und von der Strecke D4 begrenzt wird.
Bezeichnet man mit ¥, das Flichenstiick, welches von den Bégen ED, auf s{ und D,D
auf s;(r,) und von der Strecke DE begrenzt wird, so gilt

|F's| = |ABCD| + |F,|
und folglich
|4.B,C.D,| = |ABCD| = |F,| > |ABCD|, (1)

weil |F,| fiir jedes 7, aus dem Intervall ¢, - r; < 7, < g3 - 7; einen Wert gré8er als Null
besitzt (a8t man jedoch 7, gegen den Grenzwert g, - r; streben, so strebt |F,| gegen
Null, weil die Eckpunkte E, D,, D des Flichenstiicks ¥, gegen einen gemeinsamen
Grenzpunkt streben).
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Satz 2. Jedes deltoidnahe asymmetrische Viereck besitzt einen grofieren Flicheninhult
als jedes flichenkleinste Viereck, welches die gegebenen Kreise K, und K, im Inneren
enthdlt. '

Beweis. Wir betrachten ein beliebiges deltoidnahes asymmetrisches Viereck
A;B,CyDy und das zum gleichen r,-Wert gehorende gleichschenklige Trapez A BCD
sowie das zugehorige trapeznahe asymmetrische Viereck 4,B,C\D, (vgl. Abb. 9).
AuBlerdem denken wir uns die Kurven s{, s{, 85(r;) und den Punkt E als den ,,zweiten‘
Schnittpunkt der orientierten Kurve s/ mit der Strecke CD gegeben. Eine solche
Konfiguration existiert fiir jedes r, aus dem Intervall ¢,.-7, < r, < ¢qy-7,. Das
Flichenstiick, welches von den Bogen D;D; auf s und D,D, auf sj(r,) begrenzt wird,
spielt fiir den weiteren Beweisgang eine besondere Rolle; es sei mit Fy bezeichnet
(|| strebt gegen Null, wenn 7, gegen ¢; - 7, strebt).

B B, B, A A Ag

Auf Grund der flichentreuen Abbildung a,(K,) ist
|44B4CaDy| = |F|,

wenn man mit Fy das Flachenstiick bezeichnet, welches von den Strecken A4,B,,
B4C4, C4D,, dem Bogen DyD; auf sj(r,) und von der Strecke D,4, begrenzt wird.
Auf Grund der flichentreuen Abbildung a,(K,) ist

|Fo| - lFal = |F7|,

wenn man mit F, das Flichenstiick bezeichnet, welches von den Strecken A4,B,,
B;C4, dem Bogen C,C, auf s{ und von den Strecken C;D;, D4, begrenzt wird.
Ebenfalls auf Grund der flichentreuen Abbildung a,(K,) ist

|F:| = |AiBiC,Dy|.
Somit gilt die Beziehung

|44B4CaDy| + |F5| = |4,B,C,D;|
und schlieBlich wegen (1)

. |44B4CaDy| + |Fs| = |ABCD| + |F,,
|44¢B4CsDy| — |ABCD| = |F,| — |F|.

Somit bleibt noch zu zeigen, daB |F,| — |F;| > O ist.
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Dazu lassen wir zundchst in unserem betrachteten Intervall r, bis ¢, - r, abfallen.
Bei diesem Prozel streben die deltoidnahen asymmetrischen Vierecke gegen ein
Deltoid A3B3C§Dj, und fiir dieses gelten die obigen Flichenbetrachtungen ohne Ein-
schrinkungen; das dem Flichenstiick F; bzw. dem Flichenstiick F; entsprechende
Fliachenstiick bezeichnen wir mit F§ bzw. F§. Fiir das Deltoid 43BjC}D} gilt die in
[2], S. 181, angegebene Flachenformel; sie liefert fiir den Fliacheninhalt |43B3C3D]|
den Wert :
[r. - 5
r?. (%lﬁ__"_z + 3 tan (% arctan 2#)) mit 7, =g, -1y,
-

ry — 7 < 1

also den Wert

rf-(—2—l/—q—2— o s - _2_]/_‘1_2__)),

3 tan (3 arctan

1 —gq g — 1
und fiir diesen gilt wegen 0,592 < ¢, < 0,593 schliefllich
r-8,8 < |A3BICsD]). (@)

(Die arctan-Werte liegen entsprechend dem geometrischen Sachverhalt zwischen %
und x.)

Fiir das gleichschenklige Trapez 4 BCD, welches zum gleichen r,-Wert gehért, gilt die
in [2], S. 182, angegebene Fliachenformel; sie liefert fiir den Flicheninhalt |4 BCD)|
den Wert

2 (ry+175) - (13 4 13)

V"x i
also den Wert
L
Ve
und fiir diesen gilt wegen 0,692 < ¢, < 0,593 schlieBlich
r3.5,7 > |ABCD|. (3)

Aus (2) und (3) folgt, daB fiir den speziellen Wert r, = q, - r, die Differenz |F}|
— |Fg| > 0ist.

mit 7, =gy -1,

2.

Wir betrachten nun fiir einen ,,geeigneten* r,-Wert aus dem Intervall g, - r, < 7,
< g3 - 7, das dazugehoérende gleichschenklige Trapez ABCD, die Kurve sj(r,), den
Punkt D,, die Flichenstiicke F,, F; und auBerdem die Flichenstiicke F', F# und den
Punkt D} ; D} sei der Eckpunkt des zu r, = g, - r, gehorenden trapeznahen asymme-
- trischen Vierecks, der sowohl zu F} als auch zu F? gehort. Die Gerade durch die
Punkte C' und D, wir bezeichnen sie mit g,, teilt F} in zwei Flichenstiicke, von denen
wir dasjenige Flichenstiick mit F3* bezeichnen wollen, welches in der durch die
Gerade g, begrenzten Halbebene liegt, in der B nicht liegt. Als geeigneten r,-Wert
betrachten wir jeden Wert, fiir den

|F3* = |F3 4)

ist. Dies ist wegen |F}| — |F?| > 0 stets moglich. Die Kurve 8j(r,) hat offenbar mit
F3* keinen Punkt gemeinsam, und der Abstand des Punktes D, von g, ist groBer als
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der Abstand des Punktes D} von g,. Deshalb ist

|Fy| > |F3*],
und wegen (4) gilt

|y > |F5]. (3)
Offensichtlich ist aber auch

|Fs| < |Fgl. (6)
Aus (5) und (6) folgt schliellich

|Fy| — |Fs| > 0.

Da nun |F;| mit wachsendem 7, von ¢, - r, bis q; - r; monoton gegen Null strebt,
andererseits der Abstand des Punktes Dy von g, immer gréfler als 2r, ist, folgt somit,
daB fiir jeden r,-Wert im Intervall ¢, - 7, < r, < q; - r; die Differenz |F,| — |F5] > 0
ist. .

Damit ist gezeigt, daB jedes deltoidnahe asymmetrische Viereck 4,B,CyD; einen
grofleren Flicheninhalt als das zum gleichen r,-Wert gehérende gleichschenklige
Trapez ABCD besitzt, und damit ist Satz 2 bewiesen.
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