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Zur Berechnung der Homologiegruppen der Quadriken

KoNRAD DRECHSLER

Die Homologiegruppen der regulidren Quadriken des komplexen projektiven Raumes
sind von B. L. vaAN DER WAERDEN [5] bestimmt worden. Die dabei verwendete Pro-
jektionsmethode hat O.-H. KELLER [4] verallgemeinert. Die Verallgemeinerung ge-
stattet auch die Berechnung der Homologiegruppen der singularitidtenbehafteten
Quadriken, worauf in [4] nicht eingegangen wird. Hier soll ein anderer Weg zur
Bestimmung der Homologiegruppen einer beliebigen Quadrik in stetiger Homologie-
theorie mit beliebiger Koeffizientengruppe eingeschlagen werden, der von den
Eilenberg-Steenrod-Axiomen ausgeht?).

§ 1. Bekanntes

Wir betrachten die Homologie im Sinne von EILENBERG-STEENROD [2], 8. 10.

1. Es gibt also fiir jedes Raumpaar (X, Y) eine exakte Homologiesequenz [2],
Axiom 4,

— H(Y) % H(X) I H(X, ¥) 2 H, ,(Y) -, (1.1)

wobei 1, und j, die durch die Inklusionen 7: ¥ — X und j: (X, ¥) = (X, ¥) indu-
zierten Homomorphismen der Homologiegruppen und &,, der Randhomomorphismus
sind.
2. Es seien 4 und B zwei Rdume und 1%,,, %,, j;, und j,, die zu den Inklusionen %;:
AnBc A,7%: AnBc B,j,:Ac AuBundj,: B< Au B gehérenden Homomor-
phismen; ¥ und & seien definiert durch Yz = (4;,x, —%,,%) und D(y, ¥} = H1,%
+ j2,: fiir x € H(A n B), y, € H,(4) und y, € H,(B). Dann ist die Mayer-Vietoris-
Sequenz

—~>H (AnB) %y H(A)® H,(B) 2> H(AuvB) 2+ H, ,(AnB) > (1.2)
exakt.
3. Fiir stetige Homologie und kompakte Hausdorffriume folgt aus der Homéo-
morphie X \ Y => U \\ V fiir alle r die Isomorphie [1]

H(X,Y)=~H/U, V). (1.3)

1) und der den Eindeutigkeitssatz und den Koeffizientensatz (3] nicht benétigt.
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4. Die Homologiegruppen eines komplexen projektiven Raumes CP, sind bei be-
liebiger Koeffizientengruppe G
G fir 0=<r7 = 2nundr gerade,

0 fiir rsonst. (14)

H,CP,) = {

AuBerdem induziert die Einbettung ¢: CP,., = CP, fiir r = 2n einen Isomorphismus
1, der Homologiegruppen (vgl. [6, 3]!))

iyt H(CP,.,) > H,(CP,). (1.5)

§ 2. Die birationale Abbildung

Es sei Q¢ eine n-dimensionale Quadrik des (n + 1)-dimensionalen projektiven
Raumes CP,,, iiber dem Kérper der komplexen Zahlen. Ihre Gleichung sei

n+1

/= Za“.x‘x, = 0. (2.1)
i,k=0

Die Matrix (ay) der Koeffizienten habe den Rang o > 2. Das Koordinatensystem
sei so gewihlt, daB X, = (0, ..., 0, 1) ein nichtsingulirer Punkt von @2 ist und die
Tangentialhyperebene T in X, die Gleichung z, = 0 hat. Dann hat (2.1) die Form

f = TpriZs + q(Toy -+ 5 Za). (2.2)

Die Projektion der Quadrik aus X, auf die Hyperebene U, mit der Gleichung
@441 = 0 und den Koordinaten (%, ..., %,) wird beschrieben durch

T = Uiy firt=0,...,n
und (2.3)
Tpsy = —q(Ugs +++» Un)-
Diese rationale Abbildung ist eineindeutig bis auf den Schnitt U,_, der Tangential-
hyperebene 7' mit U, und den Schnitt Q,_, der Tangentialhyperebene T' mit Qg.
U,-; hat die Gleichung u, = 0, und @, hat in 7' die Gleichung g(,, ..., Z,, 0) = 0.
Qn-1 ist eine (n — 1)-dimensionale Quadrik in 7', deren Koeffizientenmatrix den

Rang ¢ — 2 hat.
Die Projektion (2.3) ist ein Homdomorphismus

NP~ U U,y - (2.4)

§ 3. Die Homologiegruppen

Satz 1. Es seien G eine abelsche Gruppe, Q8 eine n-dimensionale Quadrik des komplexen
projektiven Raumes und ¢ der Rang threr Koeffizientenmatriz. Dann sind die Homologie-

gruppen
Q fiir 0= r < 2n und r gerade und r & 2n — o + 2,
H(Q)=3G® QG fir r=2n—p+ 2 und r gerade, (3.1)
0 fiir r < 0 oder r > 2n oder r ungerade.

1) In [3] wird dieses Ergebnis aus den Eilenberg-Sﬁenrod-Axiomen abgeleitet.
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Beweis. Aus der exakten Homologiesequenz
— H(Uyy) 2 H(U,) > H{(Uy, Up) > Hoy(Upy) >
folgt bei Beachtung von (1.4) und (1.5)

HAU.. U 5 @ fir r=2n, 3.2)
AUn Un) = 0 fir r=2n. )
Nach (2.4) und (1.3) sind
Hr(Qm Qn-l) = Hr(Um Un—l) fiir alle . (3-3)

Der Beweis wird nun durch vollstindige Induktion in nach ungeraden und geraden
o gesonderten Induktionsketten gefiihrt.

Q3 sind projektive Raume, und der Satz ist nach (1.5) fiir alle » und ¢ = 1 richtig.
Zum Beweis des Satzes fiir p = 2 beachten wir, daBl Q2 die Vereinigungsmenge zweier
projektiver Raume CP,, CP;, ist, die sich in einem CP,., schneiden. Die Mayer-
Vietoris-Sequenz (1.2) zerfillt hier in kurze exakte Sequenzen

0 — H,(CP,.;) %> H,(CP,) ® H,(CP,)-2+ H,(Q?) -0, (3.4)

weil nach (1.4) und (1.5) %;, und 7,, und damit auch Y’fiif alle  Monomorphismen sind.
Daraus folgt

H(QF) =~ (Hr(CPn) @ H,(CP;))/il‘an.l)

Fiir r = 2n ist im¥ = 0 wegen (1.4). Fiir == 2n ist nach (1.5) 7,, ein Isomorphismus
und daher H,(Q?) =~ H,(CP,). Mit (1.4) folgt also

Q fiir 0 < r < 2n und r gerade,
H,(Q*»=3G@ G fiir r = 2n,
0 fiir r < 0 oder r > 2n oder r ungerade.

Dies ist die Behauptung des Satzes fiir p = 2.

Zur Berechnung der Homologiegruppen von Q¢ bei ¢ > 2 benutzen wir die exakte
Sequenz

— H,(Q2-3) S0y H,(Q8) - H,(Q2, Q2-2) — H(Q4=D) —. (3.5)

Da nach (3.2) und (3.3) H,(Q2, @2-%) = O fiir r == 2n ist, folgt aus der Exaktheit von
(3.5)

H,(Q8) = H/(Q%"}) . (3.8)

fiir »r = 2n und r 3 2n — 1.

Nach Induktionsvoraussetzung ergibt (3.6) die Behauptung des Satzes fiir » 5= 2n
und 7 & 2n — 1. Da H,,(Q¢-%) = 0 und H,,,(Q¢-2) = 0 nach Induktionsvoraus-
setzung, H,,(Q¢, Q¢-3) = @ und H,,,(Q¢, Q¢-}) = 0 nach (3.2) und (3.3) sind, folgt
aus der Exaktheit der Sequenz (3.5) H,,(Q¢) = @ und H,, ,(Q¢) = 0. Das ist bei
¢ > 2 die Aussage des Satzes fiir 7 == 2n und r = 2n — 1.

1) im¥ = Bild von Y.
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§ 4. Repriisentanten

Der hier angegebene Aufbau der Homologiegruppen aus den Axiomen hat zur Folge,
daB Reprisentanten, will man sie betrachten, nachtriglich definiert werden miissen.
Es seien X ein topologischer Raum, H eine Homologietheorie nach EILENBERG-
StEENROD [2], ¥ ein Unterraum von X, e, : H,(Y) - H,(X) der durch die Einbettung
e: ¥ < X induzierte Homomorphismus der Homologiegruppen.

Definition 1. Y heiBlt Reprisentant von im e, oder auch Reprisentant von H,(X)
tn M, wenn H(Y) = O fiir ¢ > 7 und e, nicht trivial sind.

Definition 2. Ein Reprisentant Y heilt Basisreprisentant von im e, oder Basts-
reprdsentant von H,(X) in H, wenn im e, direkter'Summand von H,(X) ist.

Ob ein Raum Reprisentant einer Homologiegruppe ist, hingt von der Homologie-
theorie ab. So sind z. B. fiir die reelle projektive Ebene P, bei der Koeffizientengruppe
Z der ganzen Zahlen jede Gerade P, Basisreprisentant von H,(P;) und P, kein
Reprisentant fiir Ho(P,) und bei der Koeffizientengruppe G = Z, = Z/2Z keine
Gerade Reprisentant und P, Basisrepriasentant fiir Hy(P,) (vgl. [3]). Wir stellen uns
die Aufgabe, in (1.4) und (3.1) fiir jeden Summanden G Basisreprisentanten zu
finden.

Satz 2. Bev nichttrivialer Koeffizientengruppe G ist in jeder Homologietheorie jeder
m-dimensionale Unterraum CP, eines komplexen projektiven Raumes CP, mit
0 < m < n etn Basisreprisentant von H,,(CP,) = G.

Dies folgt mit (1.4) durch mehrfache Anwendung von (1.5).

Satz 3. Es set Q8 eine n-dimensionale komplexe projektive Quadrik vom Rang o. In
jeder Homologretheorie mit nichitrivialer Koeffizientengruppe G gibt es folgende Basis-
reprisentanten:

Fiir 2m < 2n — ¢ + 2 18t jeder m-dimensionale lineare Unterraum CP, von Qf und
fiir 2m > 2n — g + 2 jede auf Q¢ gelegene m-dimensionale Quadrik Q™ ™*e¢ yom
Rang 2(m — n) + ¢ Basisreprisentant von H,,(Q8) = G. Fiir 2m =2n — o + 2
bilden zwer lineare Unterriume CP, und CP, von Qf, die sich in einem (n — 1)-
dimensionalen Raum schneiden, ein Basisreprisentantensystem von H,,(Q2) = G Q.

Beweis. DaB es auf Q¢ solche Réume gibt, sicht man, wenn man die in § 2 angegebene
Projektion mehrmals anwendet und die zugehéorige Folge von Quadriken gegebenen-
falls durch projektive Riaume ergiinzt. Das ergibt

Q5 Qe 5 <:’ Qn-(o-12 = CPp_o-1)2 © CPp_p-9)p 2 -+ 1)
= Qﬁ—(o—zm = CPy(p-2p U CP;—(Q—n)/z D OPy (gp)p> s
wobei die obere Variante fiir ungerades und die untere fiir gerades o gilt.

Durch geeignete Wahl des Koordinatensystems bei diesen Projektionen erfihrt man
auflerdem, daB es immer eine Folge (4.1) gibt, die vorgegebene Mengen Q%™-"+¢ hzw.
CP,, enthilt.
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Man betrachte nun die zu (4.1) gehérende Folge der Homologiegruppen

. 4 Hun(Qh (g 1ya) ¢ Han(CPooiya) =
Hon(Q3) «* Hon(@27D = _
- Ham(Qa—(p—zne) +* H,(CP,_

Die Abbildungen 7, sind nach (3.6) und die 7, nach (1.5) von der Dimension m an
Isomorphismen. AuBerdem ist j,, ein Monomorphismus. Dies erfihrt man durch
Betrachtung der exakten Mayer-Vietoris-Sequenz (3.4), wenn man bedenkt, dafl
7,5 monomorph ist. Die Monomorphismen %, ;, und 7,, von den Dimensionen m
bis » zusammengefalit, ergeben einen Monomorphismus

e#: IIZm(Q?n(m_") i 0) - H2m(010)

i
(-2)2) — -

bzw.
€ * H,p(CPy) — Hyp(Q3).

Wegen (3.1) bzw. (1.4) sind dann im e, = @ und auBerdem H (Q4™ "*¢) = 0 bzw.
H,(CP,) = 0 fiir ¢ > 2m. Damit ist der Satz 3 bewiesen.
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